Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Compléments d’intégration

1 Séparabilité des L” (R")

Exercice 1
Définition.
On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous-ensemble .% C E dénombrable et dense.

Théoréme L’espace L”(R") est séparable pour 1 < p < +oo.
Le but de cet exercice est de démontrer ce théoréme.
1. Pour j=1,2,3,... et m = (my,...,m,) € Z", on consideére les cubes
Cim i={xeR", 277 m<x; <27/ (m+1),i=1,...,n}.
Montrer que pour tout j € N*, ,,cz:I'j m = R".

2. Pour j € N*, on considere I’ensemble .7 de fonctions ¢ de la forme :

o(x) = Z Cj,mll"j,ma

mezn

ol les constantes c;, € Q et sont nulles sauf un nombre fini. Montrer que I’ensemble
F = U Fj
j=1
est dénombrable.

3. Le but de cette question est de montrer que toute fonction continue a support compact peut étre approchée
a € pres en norme L? par un élément de la famille .%. Soit f une fonction continue a support compact et
soit € > 0 fixé.

 Montrer que pour tout € > 0, il existe j € N*, tel que Vm € Z",
%y €jm= |f(x) = F()| <€
* Soit € > 0 fixé et j comme dans la question précédente. On considere la fonction fj définie par :
filx) = 2”j/ f()dy lorsque x €T,
Tjm
i.e. la valeur de fj en un point x € R” est la valeur moyenne de la fonction f sur le cube I’ im de
coté 27/ qui contient x. Montrer que Vm € Z",
x€lj = |fx)— fi(x)| <€,

et en déduire que
~ ~ 1
If = fillp < Volume(y)? - €’

ol Y est un cube de la forme {x € R", —2/ < x; < 2/} en dehors duquel f est nulle.
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« En déduire qu’il existe fj € .Z; telle que ||f — f;]|, < €. (On rappelle que les éléments de .Z; ne
prennent que des valeurs rationnelles.)

4. Montrer que toute fonction f € LP(R"), 1 < p < +oo, peut étre approchée a € pres en norme L? par un
élément de la famille .7 . Conclure.

Correction V¥ [005969]

Exercice 2
Théoreme. L'espace L= (R") n’est pas séparable.

Le but de cet exercice est de démontrer ce théoreéme.
1. Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille (O;);¢; telle que

e Pour tout i € I, O; est un ouvert non vide de E.
* O;NO;=0sii#j.
* [ n’est pas dénombrable.

Montrer que E n’est pas séparable. (On pourra raisonner par 1’absurde).

2. Pour tout a € R", on pose f, = 15,1y o %(a,1) est la boule de R" de rayon 1 centrée en a. Montrer
que la famille

- 1
Oa:{feL (Rn)7 Hf_faH“’<§}7
ou a parcourt les points de R”, satisfait (a), (b) et (c). Conclure.

Correction V [005970]

2 Théoreme de Radon-Nikodym, fonction Béta

Exercice 3
Définition. Soient it et v deux mesures sur un espace mesuré (Q,X). On dit que v est absolument continue par
rapport a i et on écrit v << U si

uS)=0=v(S)=0

pour tout S € X.

Théoreme de Radon-Nikodym. Soient u et v deux mesures finies sur un espace mesuré (Q,X). Si v est
absolument continue par rapport a i, alors il existe une fonction positive & € L'(Q, i) telle que pour toute
fonction positive mesurable F on a :

/Q F(x)dv(x) = /;F(x)h(x) du(x). (1)

Le but de cet exercice est de démontrer ce théoreme de Radon-Nikodym.

1. Posons
o=u+2v, O=2U+V.

On considere I’espace de Hilbert L?(Q, &) des fonctions de carré intégrable par rapport a la mesure o et
1’application linéaire ¢ : L?(Q, o) — C donnée par :

o(f)= | fix)do).

Montrer que ¢ : L?>(Q, a) — C est une application linéaire continue.



2. En déduire qu’il existe g € L*(Q, &) tel que pour tout f € L*(Q, «) :
[ ree=nyav= [ r@-gan.
Q Q

3. Montrer que les ensembles Sy, := {x € Q,g(x) < ; — 1} et Sy := {x € Q,g(x) >2+1} ot/ € N* vérifient
1(Sy) = v(Sj) = 0. En déduire que I’on peut choisir la fonction g de telle manitre que 1 < g < 2.
Montrer que I’ensemble Z = {x € Q : g(x) = 1} est de u-mesure .

4. Montrer que la fonction

7
hx) 8(x)
28(x) -1
est bien définie, positive, appartient 2 L' (Q, i) et satisfait (1).
Correction V [005971]
Exercice 4

1. On définit la fonction Béta par B(a,b) := fol s971(1 —s5)~!ds, montrer que

d 1
B (1 +2,’;> :2/0 (1 —rz)d/zrmfldr

[(a)(b)

2. Démontrer que B(a,b) = Tatb)
3. Calculer [, m dx en fonction de la fonction Béta.

Correction V¥ [005972]

3 Théoreme de Newton, réarrangement a symétrie sphérique

Exercice 5 Coordonnées sphériques dans R”
Soit Q' I’ouvert de R” défini par

Q' ={(r6,...,6,1) ER"|0<r,0<0y,...,0, » <7,0< 6, | <27}

Soit I’application S de Q' dans R” définie par

X1 = rcos6,

X = rsin6;cos b,

Xp—p = rsinB;sinB;...cos6, ;

Xp—1 = rsin@;sin6,...sin6,_»cosB,_;

Xn = rsin6@;sin6,...sinB, ,sinf, i,
ol (x,...,x,) sont les coordonnées cartésiennes de x € R”.

1. Soit Q =R"\ {x e R" | x, =0 et x,_; > 0 }. Montrer que Q est une partie ouverte de R” dont le
complémentaire est de mesure nulle, et que S est un difféomorphisme de Q' sur Q.

2. Soit f une fonction borélienne positive sur R"”. Montrer que

Jen f()dx = [ (foS)(r,61,...,0,—1) " 'sin" 20 sin" > 6,...5in6, 2drd6;...d6,

= fQ’<fOS)(r7617-“7911—1)””7161}’616,

ou do est la mesure uniforme sur la sphere unité de R”.



3. En utilisant les coordonnées sphériques, calculer le volume 74 de la boule unité de R* et I’aire .73 de la
sphere unité .73 de R*.

Correction V¥ [005973]

Exercice 6 Théoréme de Newton
Soit g une fonction sur R* et f : R? — R telle que f(x) = g(|x

), ot |x| désigne la norme de x dans R3.

1. Montrer que pour r = |x

,ona

/]R f(y) dy:47r% /Org(s)szds+4ﬂ/+wg(s)sds.

3|x_y| r

2. Que peut-on en déduire pour une distribution de masse f(x) = g(|x|) lorsque g est a support dans [0, R] ?

Correction V [005974]

Exercice 7
Soitx € R?, d = 1,2 et r = |x|. On considere f : RY — R donnée par

f(x)=h(r)=r 1+
1. Calculer pour d = 1 le réarrangement a symétrie sphérique décroissant f* de f.
2. Méme question pour d = 2.
3. Calculer ||f||5 pour d = 1 puis d = 2.

Correction V [005975]

Exercice 8

. . ) 2 R . R o
Soit f :RY — R la fonction donnée par f(x) = e* **, ot @ € R. Calculer le réarrangement a symétrie
sphérique décroissant f* de f.

Correction V [005976]

4 Théoreme de Plancherel et transformée de Fourier d’une fonction radiale

Exercice 9
Le but de cet exercice est de démontrer le théoréeme de Plancherel.
Définition. Soient f,g € L' (R"). On note f la transformée de Fourier définie par

70) = [ sle 2 0 ax
ot (-,) désigne le produit scalaire de R”.
Théoréme de Plancherel. Si f € L' (R") N L>(R"), alors || £]l2 = || f]|2.
Soit f € L' (R") N L*(R™).
1. Montrer que || f]|e < || f]1-
2. Montrer que la fonction g¢ (k) = | f(k)|? e~ €7k appartient a ! (R™).
3. Montrer que

/ ge(k)dk = | F(x)f () b e e dxdydk.
RI’L Rﬂ



4. Sachant que la transformée de Fourier de la gaussienne A¢(x) = e~ ¢ b (€ > 0, x € R") est donnée par

A _n kP
he(k) = € 2¢” ¢, montrer que

_n 7”‘»"‘)"2 -

Lgetodk= [ et Fas()dxay,
R» Rzn

5. Soit {s¢ }e=0 la famille de fonctions définies par :

n 77r\x—y\2 -

se= | € 2e ¢ f(x)dx.
RYI

Quelle est la limite dans L?(R") de s¢ lorsque € tend vers 0?
6. Montrer que
lim | e(k)dk= | (limse)f(y)dy.
7. Montrer que limg_0 [pn 8¢ (k) dk = || f|I3-
8. En déduire que || fl2 = || f|l>-

Correction V¥ [005977]

Exercice 10
Soit £ : R? — R une fonction radiale, i.e. telle que f(x) = a(r) ot x = (x1,x2,x3) et r = |x| et b : RT — R,
Montrer que la transformée de Fourier f de f s’écrit :

A

2 [t .
70 = /0 h(r)rsin(27|k|r) dr.

Correction V [005978]

5 Continuité des translations, convolution, transformée de Fourier de |x|*™"

Exercice 11

Définition. Soit 4 € R". On définit I’opérateur de translation par %, noté 7, agissant sur une fonction f : R" —
R par 7,f(x) := f(x—h), VxeR".

Théoreme. Si f € LP(R") avec 1 < p < oo, alors lim,_g || 7of — f||, = 0, i.e. 7,f tend vers f dans LP(R")
lorsque 4 tend vers 0.

Le but de cet exercice est de démontrer ce théoreme. Soit 1 < p < oo,

1. Montrer que si f est continue & support compact dans la boule % (0, M) centrée en 0 et de rayon M, et si
|h| < 1, alors
[f(x=h) = F ()" < goprn) 2 I FIIE-

ou A(0,M + 1) est la boule centrée en 0 de rayon M + 1.

2. En déduire que pour f continue a support compact, on a

li — =0.
lim |5/ [,

3. Démontrer le théoréme pour une fonction quelconque dans L”(R"), 1 < p < +oo.

4. Que se passe-t-il pour p = oo ?



Correction V [005979]

Exercice 12
Théoréme Soit {@, },cn une suite de fonctions de R” dans R telles que :

@ fRn o =1

(i) il existe une constante K > 0 telle que sup,cy Jro |@n|(x)dx < K

(iii) Pour tout € >0, on a limy ;e fjyy~¢ [@n(x)[dx =0.

Alors pour tout f € LP(R"), 1 < p < o0, lim,—y oo || @y * f — f||, = 0.

Le but de cet exercice est de démontrer ce théoreme.
Soit { ¢, },en une suite de fonctions vérifiant les hypotheses (i), (ii) et (iii) du théoréme, et soit 1 < p < 0.

1. En notant g I’exposant conjugué de p (% + é = 1), et en utilisant I'inégalité de Holder pour la mesure
dv(x) = |@,|(x) dx, montrer que

e 70 < ([l ([ e - sorigoiay).

2. En déduire que
P
lous f=FI5 <K [ lleuf = 7l5l0n()] .

3. Soit 6 > 0, montrer que

I =11 <K <sup I~ 15 +2°071 | l>6\<pn<y>dy> .
y

ly|<é

4. En déduire le théoréeme cherché.

Correction V [005980]

Exercice 13
Soit f une fonction dans €°(R") et 0 < & < n. Posons cq := 1~ %*?T"(a/2). En utilisant Iidentité

cayk\*“:/o e TIPA 2 81 gp

montrer que

ca (K7 700)" (0 = coec [ b =31 F(5)dy

ou la notation 4" désigne la transformée de Fourier inverse d’une fonction 4 donnée par 1" (x) := h(—x).
Correction ¥ [005981]




Correction de ’exercice 1 A
Voir le lemme 2.17 p.61 dans Analysis de E. Lieb et M. Loss, American Mathematical Society (2001).

Correction de ’exercice 2 A

1. Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille (O;);¢; telle que

e Pour tout i € I, O; est un ouvert non vide de E.
® 0100]:®8117éj

* [ n’est pas dénombrable.

Supposons que E est séparable. Soit (u,),cn une suite dense dans E. Gréce a (a), pour chaque i € I,
O; N {uy,n € N} # 0. On choisit n(i) tel que u,;y € O;. On a n(i) = n(j) = uy;) = u,j) € 0;:NO; donc
i = j par (b). Ainsi I’application i — n(i) est injective. Par suite / est dénombrable ce qui contredit (c).

2. Pour tout @ € R", on pose f, = 14, 1) o #(a,1) est la boule de R" de rayon 1 centrée en a. Soit la
famille

1
Oa = {f € Lm(Rn)a Hf_faHm < 5}7

ol a parcourt les points de R". L’ensemble des points de R" n’est pas dénombrable, donc (c) est vérifié.
L’ensemble O, est la boule ouverte de L*(R") de rayon % centrée en f,. En particulier (a) est vérifié.
Remarquons que lorsque a # b, on a || f, — fp|l~ = 1. Supposons qu’il existe f € O, N Oy avec a # b.

Alors
1 1

fa = follw < = Fllm 17 = foll < 5+ 5 = 1.

ce qui n’est pas possible. Donc (b) est vérifié. On en conclut que L*(R") n’est pas séparable.

Correction de I’exercice 3 A
cf ML.E. Taylor, Measure Theory and Integration, graduate studies in mathematics, vol. 76, AMS, 2001, pages
50-51.

e Les ensembles Sy, := {x € Q,g(x) < + —1} et Sy := {x € Q,g(x) > 2+ 1} sont introduits pour montrer
que les ensembles {x € Q,g(x) < 1} et {x € Q,g(x) > 2} sont de p-mesure nulle (voir plus bas). En
conséquence, la fonction g € L?(Q, &) peut étre choisie telle que % < g < 2. (On rappelle que L?(Q, &)
désigne 1’ensemble des fonctions de carré-intégrables définies modulo les ensembles de mesure nulle.)
Cela implique que la fonction / définie dans la question 3 est positive comme quotient de deux fonctions
positives.

e Pour montrer que u ({x €Q,g(x) < %}) =0, on peut utiliser par exemple la continuité de la mesure : on

aS| 1 CSpCSi3C - etUjenS1y = {xE Q,g(x) < %}, ainsi

1 .
u ({x €Q,g(x) < 2}) = (Uen=Sy) = lim p(Sy) =0.
[—+eo

De méme, Sy; C Sxp C So3 C -+ et Ujen+Sy = {x €eQ g> 2}, d’ou u ({x €eQ g> 2}) =0.

e Pour montrer que ’on a I’égalité (1) du théoréme pour toute fonction positive mesurable, on utilise le fait
que les fonctions essentiellement bornées appartiennent 2 L?(Q, &) (pour une mesure finie on a en effet
L*(Q,a) C L*(Q, a)), donc 1I’égalité

| res=nav= [ re-gdu.



de la question 2 est en particulier vérifiée pour toute fonction mesurable positive bornée. Soit maintenant
une fonction f mesurable positive (non nécessairement bornée). Le théoreme de convergence monotone
appliqué a la suite de fonctions f, = f1;<,) donne :

JofRg—1dv = [olim, o f(2¢—1)dV
= iy o fo(28— 1)V = T, o /(2 — g)
= Jolimy i fu(2—g)du
— JofC-g)dn.

On en déduit que 1’égalité (1) du théoréme est vérifiée pour toute fonction F de la forme F = f(2g— 1),
ol f € .. Puisque (2g— 1) > 0, I’ensemble des fonctions F de cette forme est également ..

Correction de ’exercice 4 A

1. On définit la fonction Béta par B(a,b) := [ s~ (1 —s5)?~'ds, montrons que

d m 1 nNd/2 1
B<1—|—2,2>—2/0 (l—r) T dr

En utilisant le changement de variable 1 — > — s, on a

fol(l —rz)d/2rm_1dr = —%iflosd/z(l —srngizds
= 1y s?(1—s)2 lds=1B(1+4%,

).

SE

2. Par le changement de variables t — 1% et u — u” on a

L(a)[(b) = (fy e 't* Vdt) (fy e “u’~ " du)
:4(f6’°e*’2t2”*1dt> (f(;x’efuzuﬂ’*ldu)

En utilisant le théoréme de Fubini et I'intégration en polaires on a

D(a)T(b) =4[5 [ e PHe)2a1y2=1 gp gy
—4<f —r?,2a—1,2b— lrdr) (fo (Cos(p)za—l(sinw)zb—ld(p)

Or, par le changement de variable 7> — r,

2/ efrzrz(ﬁb)*ldr:/ efrrﬁb*ldr:l“(a—l-b);
0 0

et par le changement de variable u = cos” @,

z 1
2/2 (cos )24 (sin )2~ dg — / W (1= )" du = B(a,b).
0 0
Les trois dernieres identités entrainent
['(a)['(b) =T(a+Db)-B(a,b).

3. Ona:

/anrxwdx - /0+ml~l<(1+x|2)a>t>dtz/(jVol(%’(O,(f&—l)é))dt



Correction de ’exercice 5 A

1. Posons Q =R"\{x e R" | x, =0etx,_; >0 }. Comme 0 < 6,_; <2, I'image de Q' par S est incluse
dans Q. Réciproquement, soit x un élément de Q. Posons r = |x|, alors pour tout i € {1,...,n—2}, on
peut définir par récurrence 6; € (0,7) grice a son cosinus :

Xi
cos6; =

rsin@...sin6;_;

Quant a 6,_1, il est déterminé par son sinus et son cosinus. Comme x;, # 0 ou x,_; < 0, nécessairement
6,—1 # 0(modulo 27).

L application S est continiment différentiable, car chacune de ses composantes I’est. La matrice jacobienne
a ses vecteurs colonnes orthogonaux, et de norme respectivement 1, r, rsiny, ..., rsin6...sin6,_,.
Son déterminant vaut alors 7! (sin 91)"_2 ...sin 6,_». Comme ce déterminant ne s’annule jamais, S est
un difféomorphisme de Q' sur Q.

2. C’est la formule du changement de variable.

3. Ona:
% o= [, féf o Jg—o J§¥ o sin By sin 6, drd 6,d 6,d 65

= 2|y } (Ji¥ sin® 6,d6)) (J sin 6,46, )
- (f’” 220,46, ) [~ cos 03]

A

fBﬂ;:O fé;:O f937r:0 Sin2 91 sin 92d91d92d93
272

Correction de I’exercice 6 A
Soit g une fonction sur R* et f : R* — R telle que f(x) = g(|x|).

_ [ s,

Jrs eyl
et r=|x|, s = |y|. Alors [x—y| = v/r2 +s2 —2rscos 0 ou 8 est ’angle entre I’axe (Ox) et I’axe (Oy). On
considére les coordonnées sphériques de centre O et d’axe (Ox) suivantes :

1. Posons

y; = scosb
yo = ssinfcos@
y3 = ssinfsin@
On a
+ g(s) )
/ / 52 sin 0 dsd0d .
=0 Jo=0 O\/r2+s2 2rscos 0
On note que
sin 0 \/ 5
r2+s2—2rscos 6.
V12452 —2rscos 6 d9 rs
Ainsi :

/1
1 = 2nf5 [%\/,,2 + 5% —2rscos 9} g(s)s?ds

= 2n SJ:(; % <\/(r+s)2 — \/(r—s)2> g(s)s?ds.

Lorsque s < r,on a

\/(r+s)2— \/(r—s)2 =(r+s)—(r—s)=2s,

9



et lorsque s > r, il vient

\/(r+s)2— \/(r—s)2 =(r+s)—(s—r)=2r.

On en déduit alors :
_ A [T

r Jo

o0
I g(s)szds—|—477:/ g(s)sds.
r
2. Lorsque g est a support dans [0, R], le potentiel newtonien créé par la distribution de masse f(y) = g(|y|)
en un point x € R? tel que |x| > R, est identique au potentiel créé par une masse totale égale concentrée
a I’origine.

Correction de I’exercice 7 A
Soit x € RY, d = 1,2 et r = |x|. On considere f : R — R donnée par

fx)=h(r)=r14+r)"2

1. La fonction 4 atteint son maximum en r = 1 et (1) = %. Pour un réel positif t < % donné, on cherche a
résoudre t = h(r) = r?(1+r>)~2. On obtient deux solutions

2t
3
_ 1-2t _ 1-4t
r- = <2t 2t )

Ainsi L (f > 1) =¥ (r4 — r?). De plus, par définition, f* vérifie p (f* > 1) =p(f >1) ety (f*>1) =
Y14 ot rett sont liés par t = f*(r). Pourd = 1, on adonc r = r, —r_ ett est donné par :

1
_ 1-2¢ | V/1—4t\?2
ry = <T+ )

(1=21)2  1-4

2 2,2 _1-2 _
r ryt+rs =2riro=-—"=-12 pres P
1-4

t
Il en découle que t = f*(r) = (4+r2)~ 1.

2. Pourd =2,0na

ce qui implique que

3. Calculons || f||3 pourd = 1. Ona

A2 =113
= 2[4+ 2dr
= 1T +s%)2ds
= g+ k) 2de=,

ou la derniere égalité découle de I’exercice 4 (question 3.) sur la fonction Béta, car :

2 2
/R(I—nyz)’zdx:Z”f/lB (2;) :4F(F3(/32>) :4(1/2F2(!1/2)) - g

Pourd =2,0na

1B = [ swldx= [ " [" nrPrardo =2m [~ A(+2) tar=,
R2 r=0 J0=0 0 3

10



ou la derniere égalité découle de I’exercice 4 sur la fonction Béta, car :

6 6
/2(1 +|x[?) "t dx = 4%B (4_2,2+1) = 4%B(1,4),
JR

et
o0 —+oo
/ (1+|x|2)_4dx:/ / (1—|—r2)_4r5drd(7:szf5/ 1+ 4P dr
R2 r=0 J.5 0
d’our :
o - % ()4 !
B+ 5dr = 4Z%B(1,4)=$Np0d =23 = |

Correction de I’exercice 8 A

. . . 42 N . . N P
Soit f : R? — R la fonction donnée par f(x) = e~ 7%, ot a € R. Par translation, le réarrangement 2 symétrie
sphérique décroissant f* de f est donné par

ffx)=eve™.

Correction de I’exercice 9 A
cf E. Lieb et M. Loss, Analysis, p.118, American Mathematical Society (2001). (Pour la question 6, on peut
utiliser la continuité du produit scalaire dans L*(R").)

Correction de I’exercice 10 A
A I’aide des coordonnées sphériques, on a

Flk) = Jes flx)e PN dx

o Joo ST h(r)e=2mirkieos® 12 sin § dOdrd @

2n fO mfonh(r)% (an'lr\k|eizmr‘k‘cose) r2d6dr

T]hf(;oh(’”)’"% [e+27rir\k| _672nir\k\] dr

w0 Jo " h(r)rsin(r|k|r) dr.

Correction de I’exercice 11 A
Soit 1 < p < Hoo.

1. Si f est continue a support compact dans la boule Z(0,M) centrée en 0 et de rayon M, et si |h| < 1, alors
[fa=h) = f@P < (fa=nl+IfED < IFl=1mom)” = 1somn2” I £]2.
ou A(0,M + 1) est la boule centrée en 0 de rayon M + 1.

2. Pour f continue, on a lim, o |f(x —h) — f(x)| = 0. Puisque la fonction g(x) = 27|| f||Z 1 pr+1)(x)
appartient a L' (R"), le théoreme de convergence dominée permet d’intervertir limite et intégrale, et il
vient :

lim 7, = fllp = lim [ |fr—h) =S dx= [ tim e i) = )] dx =0,

11



3. Soit f une fonction quelconque dans L?(R"), 1 < p < +-oo. Par densité des fonctions continues a support
compact dans LP(RR"), pour tout € > 0, il existe fe continue a support compact telle que || f — fe||, < 5.
Ainsi :

1Tnf = fllp 1 (f = fe) = (f = fe) + mfe — fellp

1T (f = fe)llp +If = fellp + 1T fe = fellp

20 f = fellp + MlTnfe — fellp

%EJF || Thfe *f,s”.v'

Puisque f¢ est continue & support compact, d’aprés la question précédente, il existe & > 0 tel que pour
|h| < 8, ||tnfe — fellp < §. Ainsi, pour |h| < &, on a ||7,f — f||, < €. En d’autre termes limy,_, || 7./ —

f”p =0.

4. Pour p = oo, les fonctions continues a support compact ne sont pas denses dans L= (R") ce qui fait que la
démonstration précédente ne peut pas s’appliquer dans ce cas. De plus, on vérifie que, pour f = 1p( )
eth#0,ona

/A

17f = fllew = 1.

Alors que pour 7 =0, on a || 7,f — f]| = 0. On peut également vérifier que limy,_,o || 75f — fl| = 0 si et
seulement si la fonction f possede un représentant uniformément continu.

Correction de I’exercice 12 A
Soit { ¢, },en une suite de fonctions vérifiant les hypothéses (i), (ii) et (iii) du théoréme, et soit 1 < p < +oo.

1. En notant g I’exposant conjugué de p (% + é =1),ona
[Pux f=fIP(x) = [Joo fx=2)@a(y) dy = [ (%) Jrn @a(y) dy|”

< e lfGx=y) = &)l @n(y)|dy)”.

En utilisant I’inégalité de Holder pour la mesure dv(x) = |@,|(x) dx, on a

P

[onxf=fIP(x) < (Jpo lqu(Y))”,ng»z F(x—y) = F)Pdv(y))?
< Upel@nl ) dy) ¢ (Jro | (2 =) = f(0) 171 @al (v) dy)
< K (Jpnlfx=y) = fX)[P|@n|(v) dy) -
2. On en déduit que
loax f= £l < K9 frcge (Jreme F(e=2) = F 017l u]0)dy ) v
D’apres le théoreme de Tonelli :
lousf—flp < K%fyew(fxeRn\f(x—y)—f(X)\”dX)\%I(y)dy
< K [zl f = FlIpl@a(y)] dy.
3. Soitd >0,o0na
||<€n*f—f\|§
K ( fy<s 10f = Fllpl@a)dy+ fy=5 HTyf—fW‘Pn(y)’dy)
K4 sup|y|<aIITyf—fHﬁf\yK(s|<Pn(y)|dy+f\y\>a(Ilfnyp+Hfllp)”\fpn(y)\dy)

P
K (K supyi<a 150 = FI15+ CUS1)" Sy 10a) )
K (K supy s l1f = f115 + 271715 J 15190 (5) dy)

NN NN

Qs
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4. Soit € > 0. Par continuité des translations dans L”(R") (cf ’exercice précédent), il existe un 6 > 0 tel

que
g (5+1)

M<s =ln/=fll}<—F—¢
D’apres I’hypothese (iii), il existe un N € N tel que pour n > N, on a

P

K 4
|0x(y)|dy < =75 €.
/|y|>6 ! 20| £115

Ainsi pour tout n > N,
1@ f = fII, <&,

ie. lim, o || @, f— fll, = 0.

Correction de I’exercice 13 A
Voir E. Lieb et M. Loss, Analysis, p.123, American Mathematical Society (2001).
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