Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Intersections des L” et convergences

1 Cas d’une mesure finie

Exercice 1
Soit Q un sous-ensemble de R” dont la mesure de Lebesgue est finie : 11 (Q) < +oo. Pour tout 1 < p < +oo, 0n

note LP(Q) I’espace des fonctions f : Q — C telles que || f||, := (Jo | f]7(x) dx)% < e modulo I’équivalence
f~gs f—g=0u—p.p. Lespace des fonctions essentiellement bornées sera noté L*(Q).

1. Montrer que si ¢ < p, alors LP(Q) C L4(Q). En particulier, pour 1 < ¢ <2< p,ona:
L7(Q) CLF(Q) C LX(Q) c LY(Q) c LY(Q).
2. Soit "(0,1) la boule unité centrée en 0 de R”. En considérant les fonctions
Ja(x) = |x*
montrer que pour g < p, I'inclusion LP(%"(0,1)) C L1(%"(0,1)) est stricte.

Correction V¥ [005964]

2 Cas de la mesure de comptage sur N

Exercice 2
Soit Q = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < 40, on note ¢” 1’espace des suites complexes

1
(tn)nen telles que [|u|p := (L5 [un|?) 7 < +oo. Lespace des suites bornées sera noté £~

1. Montrer que si g < p, alors £ C ¢P. En particulier, pour ] < g <2 < p,ona:
ttcrcrrcercr

2. En considérant les suites ufla) =n"%, montrer que pour g < p, I’inclusion £ C ¢? est stricte.

Correction V¥ [005965]

3 Cas de la mesure de Lebesgue sur R”

Exercice 3

Soit Q = R" muni de la mesure de Lebesgue. Pour tout 1 < p < +eo, on note L”(R") 1’espace des fonctions
f :R" — C telles que ||f]l, := (Jgn |f]p(x)dx)% < +o0 modulo I’équivalence f~g< f—g=0u—p.p.
L’espace des fonctions essentiellement bornées sera noté L= (R").

1. * Pour quelle valeur de o la fonction x — W appartient-elle a L” (R") ?

X2
* Pour quelle valeur de 3 la fonction x — ﬁe_% appartient-elle a L” (R") ?

1
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* Soit I < ¢ < p < +oo. En utilisant (a) et (b), trouver une fonction f qui appartienne a L?(R") mais
pas a L (R") et une fonction g qui appartienne a L”(R") mais pas a L4(R").

2. * Soit 1 < g < p < 4oo. Montrer que ’espace LP(R") N LY(R") est un espace de Banach pour la
norme [} |[,.g = [I-ll, + I ll4-

» Soit r tel que g < r < p. Montrer que

1l < Il

oul= o+ “TO‘, o € [0, 1]. On pourra écrire r = ra+r(1 — o) et utiliser I’inégalité de Holder pour
un couple de réels conjugués bien choisi.

* En déduire que si f, converge vers f dans LP(R") N LY(R") alors f,, converge vers f dans L"(R"),
i.e LP(R")NL?(R") est un sous-espace de Banach de L"(R").

3. Soit f € LP([0,+oo[) NLI(]0,4o<]) avec 1 < g < 2 < p. Montrer que la fonction & définie par h(r) =
%f(r) appartient & L' ([0, 4-o0[) et trouver des constantes C, , et ¥ telles que |||} < Cp,q||f|];/||f||§,1_7).

Correction V [005966]

4 Convergences

Exercice 4
Soit { f, }nen la suite de fonctions définies par :

1
Ja(x) = % 1[n,2n] (x).

1. Montrer que f, converge faiblement vers 0 dans L?([0,+oo[) mais ne converge pas fortement dans
L2([0, +oe[).
2. Montrer que f, converge fortement vers 0 dans L” ([0, 4-c<[) pour p > 2.

Correction V [005967]

Exercice 5
Soit { f, }nen la suite de fonctions définies par :

fn(x) = \/;ll[n,nJr%] (x)

1. Montrer que f, converge faiblement vers 0 dans L?(]0,-+oco[) mais ne converge pas fortement dans
L?([0, +eo]).

2. Montrer que f,, converge fortement vers 0 dans L? ([0, +eo[) pour p < 2.

Correction V¥ [005968]




Correction de I’exercice 1 A
Soit Q un sous-ensemble de R” dont la mesure de Lebesgue est finie : u(Q) < +<>° Pour tout 1 < p < 400,

notons L”(Q) I’espace des fonctions f : Q — Ctelles que || f||, := (fo | f|7 (x) dx)» » < +oomodulo I’ équivalence
f~gs f—g=0u—p.p. Lespace des fonctions essentiellement bornées sera noté L*(Q).

1. Si feL”(Q), alors

171 = [ 117 dx < 171ER(@) < -+

ainsi L (Q) C LP(Q) pour tout p et || f||, < || f]e (1 (2 ))% Montrons que si g < p, alors LP(Q) C L(Q).
Soit f € LP(Q), on a par exemple :

Il = [lreeax = [ a1

< [ Afr@des [ v
{lr1=1} {If1<1}
< IR+ 1(Q) < ee.
Ou encore, en utilisant I’inégalité de Holder pour les réels conjugués r = E >letr = p%q :

iz= fireeas = ([rriwa)’ ([ ifwa)
= |I£lg m(@),
ce qui implique : i
1A llg < W f1lpee(€2)

En conclusion, pour 1 < g <2< p:
L=(Q) CLF(Q) Cc L*(Q) c LY(Q) c LY(Q).

2. Montrons que pour ¢ < p, 'inclusion L?(%"(0,1)) C L1(2"(0,1)) est stricte. La fonction f appartient
aL”(#"(0,1)) siet seulement o < 0, et a LP(#"(0,1)) avec p < 4o si et seulement si

n
pa—n+l<lea<—
P
) appartient a L7(%8"(0,1))\ LP(#"(0,1)). En particulier, f; L(z4n) appartient
r

#(01))

-&\:

Soit 1 < g < p, alors fl(
aL1(2"(0,1))\L*(£"(0

Correction de I’exercice 2 A
Soit Q = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < oo, on note £” 1’espace des suites complexes

1
(tn)nen telles que [|u|p := (L5 [ua|?) ? < +oo. Lespace des suites bornées sera noté £~

1. Montrons que si ¢ < p, alors ¢4 C (7. Soit (up)nen € ¢4. Comme

—+oo
Z ‘u"‘q < +°°7
i=0
() nen appartient a £ et
l|u]|eo < max{ug,...,uy,1}.
De plus, pour n > N, on a |u,|? < |u,|? et
oo oo
Y, " <Y funl? < lufl < oo,
i=N+1 i=N+1

ce qui implique que |[u||, < +oo. En conclusion, pour I <g <2< p,ona:

crcircerce.



(a)

2. Lasuite u, ' =n

~% appartient a £ pour tout & > 0 et a /7 avec 1 <

p < +oo si et seulement si ap > 1,

ie a > l En particulier la suite constante égale a 1 appartient a £ mais n’appartient a aucun £” pour

p < too. 801t1<q<p<+°° Pour tout o tel que

cas en particulier pour o = 5 (% +

L ¢ <3 1 1a suite u(®) appartient a £7 \#4. C’est le

5). Ainsi l’inclu510n 1 C 617 est stricte lorsque g < p.

Correction de I’exercice 3 A

Soit Q = R” muni de la mesure de Lebesgue. Pour tout 1 <

< p < oo, on note L”(R") I’espace des fonctions

f :R"— C telles que || f|| := (Jgu |fIP(x )dx)l’ < +o0 modulo 1’équivalence f ~g< f—g=0 u—p.p.
L’espace des fonctions essentiellement bornées sera noté L= (R").

1. * La fonction x — (1+| B

1%

——— appartient a L” (R") pour 2a,p > n.

* La fonction x — B ‘ —ge 2 appartient a L”(R") pour pf8 < n.

* Soit 1 < g < p < +oo. La fonction

flx)=

(1) 75
vérifient f € LP(R") et f ¢ LY(R"). La fonction

n Xz
g(x) = |x’_7(%+é>67%

vérifient g € LY(R") et g ¢ LP(R").
Soit 1 <

g < p <+ et f, une suite de Cauchy pour la norme ||+ ||, = |||, + || |l;- Comme

- llp <l lp.g» fu est une suite de Cauchy dans LP(R"), donc elle converge vers une fonction
f € LP(R") pour la norme || - [|,. De méme, || - [l; <[+ [|4, donc f, converge vers une fonction
g € LY(R") pour la norme || - ||,. De plus, il existe une sous-suite de f;,, qui converge vers f presque-
partout et il existe une sous-suite de f,, qui converge vers g presque-partout. Ainsi f = g U-p.p. et

fn converge vers f = g dans LP(R") N L(R").
* Soit r tel que g < r < p. Montrons que

1l < I NA1lg

ou %: ;—i—%, o €[0,1]. Puisque 1 = %—i—
“apres 1’inégalité de Holder,
rwds = [ 1w
R’l Rﬂ
< (Lere
Rl’l
<

ce qui équivaut a || f1|, <

(1—a)r
q

([ e
RVI
ar|| p(1-
< AR Nlg
HfH“HfHél*a) Onpeutégalementécrirer:ﬁq—i—(l—ﬁ)p avec 3 €]0,1]

Jesréels p' = Letq' = (lja)r

sont conjugués.

AN () dx

1
7

jas)” ([0
) ([ recoa) -

o)r
M

et appliquer Holder avec les réels conjugués B et —ﬁ

1" (x)d

Rn

= [P

AP (x)d

(L) ([ e dx) o

ce qui implique

£ <

4

aB p(1-B
1A WAl

qui est I'inégalité cherchée car o = @ vérifie bien % =

a 1—a
p+ q



* Si f, converge vers f dans LP(R") N L?(R") alors f, converge vers f dans L”(R") et dans LY(R"),
donc dans L"(R") d’apres I’inégalité précédente. En conclusion, L?(R") N L?(R") est fermé dans
L"(R™) donc un sous-espace de Banach de L"(R").

3. Soit f € LP([0,+oo[) NLI([0,+oo[) et h la fonction définie par h(r) = %f(r). On notera p’ le conjugué
de p et ¢’ le conjugué de g. Montrons que & appartient a L' ([0, 4-o0[). On a :

[ rolar= " s rdr+/ (lar

A e () )

1

1 Pi 1_ 1 7 (1
<<1 ) R+ ( ) R,
-7 71

En optimisant par rapport a R, on obtient :

oo
L A0l < Gl

1=y

-, -4
et = ,onay:ﬁ,etcpyq mﬁ,ﬁy(l——) P (%—1) T,

B —

ou, en posant 00 = % —

<=
Q=

Correction de I’exercice 4 A
Soit { f, }nen la suite de fonctions définies par :

1
1) = =l ().
1. Quelque soit g continue a support compact,
2n

1
/[07+m[fn(X)g(X)dx=\/ﬁ erEy

quand n — +oco. Par densité des fonctions continues a support compact, f,, converge faiblement vers O.
D’autre part, f,, converge presque partout vers 0. Supposons que f, converge fortement vers une fonction
f dans L*([0,4oo[). Alors il existe une sous-suite de f, qui converge presque-partout vers f, ce qui
implique que f = 0 est la seule limite possible. Or :

[ full2 =1

pour tout n, donc || f||2 ne tend pas vers || f]l2 = 0 ce qui contredit le fait que f,, converge vers f dans
L3([0, +oo]).

2. Pourp>2,ona:

[S1S]

— 0,

2n
[ ipras= ["ntac=n-
[0,4-00] n

quand n — oo donc f, converge fortement vers 0 dans L” ([0, 4-o<|).

Correction de ’exercice 5 A
Soit { f, }nen la suite de fonctions définies par :

fn(X) = \/ﬁl[mn-i-%] (X)




. Quelque soit g continue a support compact,

- n-‘r%
‘Aﬁﬁﬁ@muwu—v%ﬁ g(x)dx 0

quand n — +oo. Par densité des fonctions continues a support compact, f, converge faiblement vers 0.
Comme f;, converge presque partout vers O on conclut comme précédemment que f, ne converge pas
fortement vers 0 dans L?([0, +oo[) car

[ full2 = 1.

. Pourp<2,ona:
1

n+;
| @ldr= [
(0,400 n

donc f;, converge fortement vers 0 dans L ([0, +oo[).

4 p_
Ydx=n2"">0,

)
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