Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Théoreme de Fubini-Tonelli et convolutions

1 Théoreme de Fubini-Tonelli

Exercice 1

Soit f(x,y) = % Montrer que

[ ([ i) as 2 [ ([ stay )

Y a-t-il contradiction avec le théoréme de Fubini ? (on pourra calculer I'intégrale de |f| sur I’anneau Se =
{(x,y) eR?e <x?+y* < 1})
CorrectionV [005957]

Exercice 2
Montrer que la fonction (x,y) — e~ sin2xy est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1] x (0, +o0) ; en
déduire la valeur de

|
/ —(siny)%e ™ dy.
o Yy

Correction V [005958]

2 Produit de convolution

Exercice 3

Soient f € L'(R") et g € LP(R") avec 1 < p < +oo, ot R” est muni de la mesure de Lebesgue. Montrer que,
pour presque tout x € R”, la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R”" et que le produit de convolution
de f et g défini par

fra) = [ fx=3)g0)dy

vérifie fx g(x) = gx* f(x) et
17 +gllp < IS llegllp-

Correction V [005959]

Exercice 4

Soient a,b > 0, et f et g les fonctions définies sur R” par f(x) = e~ 2 et g(x) = e~ 2 . Calculer f x g(x).
Correction ¥ [0059601

Exercice 5

1. Pour toutz > 0, on pose :


http://exo7.emath.fr

(a) Montrer que, pour tout # > 0, [p. fi(x)dx = 1.
(b) Montrer que, pour tout & > 0, lim;—0 [{j~.s) /i (x) dx = 0.

(On dit que f; est une approximation de la distribution de Dirac.)

2. Soit g une fonction continue bornée. Montrer que f; * g est bien définie et que
lim f; % g(x) = g(x).
t—0

Correction V¥ [005961]

Exercice 6

Soient f,g € L'(u) ol u est la mesure de Lebesgue sur R”. On note f 1a transformée de Fourier définie par

N

f(y) = f(_x) eizni(yvx) dx’
Rn
ot (-,-) désigne le produit scalaire de R". Montrer que

L fer FOG0)dx = fo f(x)g(x) dx.

—

2. fxg=/f8.
Correction V¥ [005962]
Exercice 7
. . . P _ah?
Calculer la transformée de Fourier de la gaussienne définie, pour x € R”, par f(x) =e¢~ 2 , ot a > 0.
Correction V¥ [005963]




Correction de ’exercice 1 A

On a
_ X !
[ ([ aman)o-[ (sl Jo

1 2
=— ———dy = —2arctan
/4 (14?) Y Y

1
= —T.

1 2
= / (7dx — 2arctanx =T.

1 (¥241)

-1

Il n’y a pas de contradiction avec le théoréme de Fubini car la fonction f n’appartient pas a 2! ([—1,1] x
[—1,1]). En effet, soit S = {(x,y) € R?|e <x*+y* < 1}.Ona

26 26
/ fldu > /mdu / / ’COS [cos26] ;1o — 4/ / ‘COS 105261 1 16 — _4loge — oo
L[] 6—0.)r—e 60)rze

lorsque € — 0, et donc f ¢ £ ([~1,1] x [-1,1]).

Correction de I’exercice 2 A
Le théoreme de Tonelli donne :

~+oo
/ le™ sin2xy| dxdy < / e Vdy=1< oo,
[0,1]x (0, +0) 0

ce qui prouve que la fonction (x,y) — e~ sin 2xy est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1] x (0, +o0).
Le théoreme de Fubini donne alors la valeur / de I’intégrale de cette fonction :

e log5
I= / a’x/ e Vsin2xydy (IP ) / 1+4x dx:%

+esin?
I—/ e )dy/ s1n2xydx—/ e 2 ydy.
0 0 0 y

Correction de ’exercice 3 A

Soient f € L'(R") et g € LP(R") avec 1 < p < +o0, ot R” est muni de la mesure de Lebesgue. L’identité
f*g(x) = gx f(x) s’obtient par changement de variable. En ce qui converne 1’inégalité || f g, < || f]l11/gll,,
on distingue les cas en fonction de la valeur de p.

1. Pour p = +oo, c’est clair.

2. Supposons que p = 1 et posons F(x,y) = f(x—y)g(y). Pour presque tout y € R", on a:

L AP ldx=1g0)] [ 17G=yldr=1g0)]- 11

et

Ly [ IFGylar= s gl
R~ R”

D’apres le théoreme de Tonelli, F € L' (R” x R"). D’apres le théoreme de Fubini, on a

/ |F(x,y)|dy < +oo pour presque tout x € R,
Rn



et

Loax [ 1@l <Iiflilslh
Ainsi,

I1f*gll :/Rn dx|f * g(x)] :/ﬂ%n dx

[P | < 1711 el

3. Supposons que 1 < p < 4-o0. Utilisons le cas précédent, en faisant jouer ici a g” le r6le alors joué par g.
Alors pour presque tout x € R” fixé, la fonction y — | f(x—y)||g(y)|? est intégrable sur R”, i.e. la fonction

1
% = 1. La fonction y — |f(x—y)|”

appartient 2 L (R") car f € L'(R") et la mesure de Lebesgue est invariante par translation. D’aprés
I’inégalité de Holder,

y |f(x—y)|%|g(y)] appartient a L”(R"). Soit p’ tel que % +

FE=2)]180)] = [fx=»)7 [g0)] - [fx—)|7 € L'(RM)

[l < ([ e-nller) 117

[(f =) ()P < (If]*|g]”) (x) - Hfllfﬂ/-

D’apres le cas précédent, on voit que

et

ainsi

2
frgelP(R?) et [ fxglly <Iflllelly-IA17

c’est-a-dire

17 *gllp < 1711 -llgllp-

Correction de I’exercice 4 A

HXZ 7x2
Soient a,b > 0, et f et g les fonctions définies sur R” par f(x) = e~ 5 et g(x) = -"~ Ona
<a|x—y\2+b\.v\2 )
frglx / fx=y)g / e dy
Or
alx—yP+bly? = Y ax?+ (a+b)y? —2axy;
i=1
n a 2 ax: 2
= b _— _ b !
,; ax? + (a+ )< a—l—bxl) (a+ )<a+b>
“ a® ’ a :
= _ : AR .
,~_21<a a+b>x,+<a+ )(yl a—i—bx’)
2
ab | ,
= ) ly—
a+b|x| +la+t )‘y a—l—bx
Ainsi
_ab 2 N Cac) _ab W _latb)) 2
f*g(x) = e ath 2 e 2 | a+bx| dy—e at+bh 2 e 2 |2| dz
R~ Rn

. . . .. 2 .
car la mesure de Lebesgue est invariante par translation. En utilisant [pe™"" df = /7, on obtient alors :

2n I Ix?
g _— " a+b 2 .
fxgx) (a b> e af

4



Correction de I’exercice 5 A

1. Pour tout ¢ > 0, on pose :
Ix?

filx) = (47rt)_2 e W,
(a) Ona

_n [
fdx = (4m)” / -5 dx
n 4 X,'z
= (4mr) 2 H/ e ¥ dx;.
i=1/R
Sachant que [, e dt = /7, on en déduit que
filx)dx=1.
Rn

(b) Soit € > 0. Puisque f] est intégrable sur R", il existe un R > 0 tel que

/ filx)dx < e.
BOR)

On a alors,

\_/

On remarque que f;(x) = 173 N (%

/@(078)Cﬁ(x)dx = / t 2f1< > dx=1"2 /@(05>cf1(z)tgdz
Lo

dz <,

%\

des que r < %
2. Soit g une fonction continue bornée. Alors il existe M > 0 tel que [g| < M et
/Iﬁx y)e& |dy<M/ﬁx y)dy =M < o,

ainsiy — f;(x—y)g(y) est intégrable et f; * g est bien définie. Puisque [p. fi(x)dx=1,0na

Ifexg(x) —g()| =|[p i(V)g(x—y)dy— Jpu fi(y)g(x)dy|
< Jp i) g(x—y) —g(x)| dy.

Soit € > 0. Puisque g est continue en x € R”, il existe 6 > 0 tel que |y| < & = [g(x—y) —g(x)| < €.

Alors
fres@—s@l < [ FO)ls(e—y) —g0o]dy

+ [ i) ]glx—y)—g(x)| dy
B(0,6)¢

< e/ ﬁ(y)dy+2M/ £(y)dy
2(0,5) 2(0,5)¢

< 8+2M/
B(0

D’apres la question 1.(b), il existe o > 0 tel que pour t <to, [y ) fi(¥)dy < 5. Ainsi pour 1 < o,

|fr % g(x) — g(x)| < 2e,
i.e.
lim fi x g(x) = g(x).



Correction de ’exercice 6 A

Soient f,g € L'(R"). On note f la transformée de Fourier définie par

fv) = L Sx)e 0 d,

ot (-,-) désigne le produit scalaire de R”.

1. Ona[|g]l~<|g
f(x)g(y)e 2m®Y) appartient a L' (R" x R"). D’apres le théoréme de Fubini,

[rwamar = [ dxre) [ gte e ay
n Rl‘l Rt’l
= dyg(y /f Je N gy = | f(y)g(y)dx
Rn R

2. Ona
frglx) = /R frg(ne P dy = /]R dye ) /R fr—2)g(z)dz
_ /.n iy / ,, o~ 2i(x.y—2) ,—27i(x,2) fly—2)g(z)dz
_ / e*Z”"("’”)f(u)du/ne*Z”"(“)g(z)dz
= J(x)g).

1, ce qui implique que f g est intégrable. De méme f g est intégrable. De plus F (x,y) =

Correction de I’exercice 7 A

{Lx’z

Supposons tout d’abord n = 1. Soit la gaussienne définie pour x € R par f(x) =e~ 2, ot a > 0. Posons

g . 2 .
_ / f(x)e—thx dx = / e—‘”‘Te—thxdx'
R R

D’apres le théoreme de convergence dominée, & est dérivable et

/ (U(2 2 ;- 1 HXZ 2 ;- +°o
() = —27‘[1'/ xe  ZTe Mdx= |2mi—e” T e
R

a

1 2
+(27Ti)2tf/efi 2t g
aJr

—oo

= —(275)2%- h(r).

— [ f@ar= [T ar= [ f “}?
V2

La solution de I’équation différentielle 4'(t) = —(27)?1¢ - h(t) avec condition initiale h(0) = T est

De plus,

Pourn > 1,o0na:

[ e dx /
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