Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Espaces L” (1)

Définition. Etant donné un espace mesuré (Q,Z,), on note pour 1 < p < oo,

1
LP(u) :={f :Q—R mesurable, ||f||, < +eo}, avec |f|l,:=([JqlfIPdu)r et
L7(u) ={f :Q—R mesurable, || f|l. < +oo}, avec || f]|e :=inf{M > 0,|f| <M p—pp}.

On définit les espaces LP (i) comme les espaces vectoriels quotients de .Z7 () par la relation d’équivalence
f~g& f=g W—presque partout.

1 Inégalités de Young et de Holder

Exercice 1

1. Soita,b > 0 et soit p,q € (1,+) tel que % + 5 =1 (on dit que p et q sont conjugués au sens de Young).

Montrer I’inégalité de Young :

1 1
ab < —aP + -b1.
p q

On pourra considérer la fonction 8 : R™ — R définie par 0 (a) = %a" + ébq —ab.
2. Soit de nouveau p,q € (1,+) tel que %—I—% =let felP(u), g€ Li(u). En utilisant la question

précédente, montrer que pour tout A > 0

AP A
[irslan< = [\firau+ == [ jgiap.
Q p Ja q JQ
Optimiser cette inégalité par rapport a A et montrer 1’inégalité de Holder :

178l < 1715 lgllg-
Cette inégalité est-elle vraie pour p =1et g = oo ?

3. Soient p et p’ dans [1,+oo| (pas nécessairement conjugués). Montrer que si f appartient 2 L (1) N LY (1),
alors f appartient 2 L" (1) pour tout r compris entre p et p’.

4. Montrer que si U est une mesure finie alors

et, pour tout f,
lim [ f]lp = [fle-

p—rtoo
5. Montrer que si f € LP(u) et g € L(u) avec %—l—é = %, alors f-g € L"(u) et
18l < 171y llgllg-
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2 Théoreme de complétude de Riesz

Exercice 2

Théoréme 1.(Théoreme de Riesz) Pour tout 1 < p < +oo, I’espace LP () est complet.

Théoreme 2. Soit p tel que 1 < p < +oo et soit { f; }nen une suite de Cauchy dans LP (i) convergeant vers une
fonction f € LP(u). Alors il existe une sous-suite de {f,},cn qui converge ponctuellement presque-partout
vers f.

Le but de cet exercice est de démontrer les théorémes 1 et 2.
1. Casde L™(u).

(a) Soit { f, }nen une suite de Cauchy de L*(u). Pour k,m,n > 1, considérons les ensembles

={x e QAW > fill=} s Bmn = {x € Q| fn(x) = fa(X)| > fn = fall}-

Montrer que E := Uy Ax U, Bm.n €st de mesure nulle.
(b) Montrer que sur le complémentaire de E, la suite { f;, } ,eny converge uniformément vers une fonction

f.
(c) En déduire que L=(u) est complet.

2. Cas de LP(u).

(@) Soit 1 < p < oo et {f, }nen une suite de Cauchy dans LP (). Montrer qu’il existe une sous-suite

{fnk }kEN de {fn }nGN telle que Hfl’lk+1 _ﬁlk Hp < 2_k'
(b) Posons

k foo
8k = Z{ s — fuil et g= Z{ | frier = Tl
i= i=
ol g est & valeurs dans RU {+eo}. Montrer que pour tout k > 1, on a ||gx||, < 1, puis que ||g]|, < 1
(c) En déduire que la série .
fnl + Z] (f”li+] _f”i)
i=
est absolument convergente pour presque tout x € Q. Notons f(x) sa somme lorsque celle-ci est

finie et posons f(x) = 0 sinon. Vérifier que f est la limite ponctuelle des {f,, }xen pour presque
tout x € Q.

(d) Montrer que f — f,, € LP(1), f € LP(u) et que || f — fu||, — 0 quand m — 4-co. Conclure.

Correction V¥ [005955]

3 Différentiabilité des normes || - ||,

Exercice 3
Soient f et g deux fonctions de LP (1) avec 1 < p < 4. Montrer que la fonction N : R — R définie par

= 1)+ gl dp
est différentiable et que sa dérivée en t = 0 est donnée par :
= NP2 f x)d
o= P | I st du.

ol par convention | f(x)|?~2f(x) = 0 lorsque f = 0.
Correction V¥ [005956]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1,+oo) tel que %4—% = 1. La fonction 6 :R™ — R définit par 6(a) =
%a” + ébq —ab est dérivable et :
0'(a) =a’ ' —b.
Cette dérivée s’annule lorsque a = b , est négative pour a < bﬁ et positive pour a > bﬁ. On a
(b7 T) = Lt £ Lpe_plist — )
p q
Ainsi 6(a) >0, i.e.
1 1
ab < —aP + -b1.
p q

2. Soit f € LP(u) et g € L(u). D apres la question précédente, pour tout A > 0 et pour {-presque tout x :

glx AP A1
151 = 1449 21 < 2o+ 2 et
p q
Ainsi
AP A4
[1rglan <™ [pran+=— [ g,
Q P Jjo q JQ
Posons

AP » A4 q
o) =" [ 1frau+ == [ jglvap.
P JQ qg Jo
La fonction ® est dérivable et :
' (A) =AM flIb— A7 glld.

1

[ ) "™ est négative pour A < A; et positive pour A > A;. Ainsi le

LY

gl
7l

Cette dérivée s’annule pour A; := (

SN

minimum de & vaut :

N 9\~
(i) = (180) " A+ (1) 7 el
Lol AP Lo 25
= S elld A5 + Gl 1157 = 11 Nl

On en déduit I’inégalité de Holder :
1 gl <A1y lglly-

Si felL'(u)etgeL=(u),alors |g(x)| < gl pour presque tout x € Q et

[ 1fsld < lgll- | 1fldn.
Q Q

ie. [ gl < llgll=ll £l
3. Soient p,p’ € [1,40). On suppose p < p’. Soit p <r < p’. Ona
A1 =11 I L < FIPLpsn + P2 <

On en déduit que
[irraw < [ 117 dus [177ap <+
Q Q Q

donc f appartient a L"(pt).



4. Supposons que U soit une mesure finie et soit f € L=(u). Alors

< fle

pour presque tout x € . Ainsi pour tout p

[irran < i [ 1du = I71Z0(Q) < +
Q Q

ce qui implique que f € . En particulier, f appartient a I’ intersection S . De plus, pour
qui implique q LP(u). En particuli ppartient a I'i ion (> L”(1). De plus, p

tout p,ona:
1
11l < Il ()7,
ce qui implique que
li < co-
Jm LAy < A

D’autre part, pour tout 0 < € < || ||« , on a

[iran = [ FPde > (!f\lwe)”u<\f| >(Hf||oo8)>~
Q 1> ([ flle—€)

Ainsi pour tout p, il vient

1

P

1£llp > (HfHoe—S)u<f\>(\fHoo—8))
Puisque lim,_, ;o 1 (| f| > (HfHW—E))% = 1, il en découle que
. S e
R P

Comme € peut étre choisi arbitrairement petit, on a

i >
i £l > ]

donc finalement lim,, . || f]|p = || f] -

5. Posons fi := f"etgi:=g". Ona fi €L* (W)etgs € L' (1). Notons que I’identité %4— 7

1

= % entraine

que 2,4 > 1 et que les nombres 2 et  sont conjugués au sens de Young. Par I'inégalité de Holder on a

/Q(fg)rd#Z/QflgldH< </Qf1€du>;</gg;5du>;: (/prd“>;(_/gquu>2'

r’r
donc

D’ou, finalement,
I fell- < I £1lpllgllq-

Correction de ’exercice 2 A

1. Casde L”(1).

(a) Soit { f, }nen une suite de Cauchy de L= (). Pour k,m,n > 1, soient les ensembles

A= € Q) > fillee} 5 B := {x € Q[ fin(x) = ful0)[ > [ fin = Fll o}

et £ =, Ax Umm By, . Par définition de la norme infinie, les ensembles A et B, ,, sont de mesure

nulle. Par o-sous-additivité de u, on a

‘LL(E) < Z“(Ak) +Z“(Bn,m) =0.
k

n,m

4



(b)

©

Sur Q\E,ona:
sup | fu— fnl < | fu— finlleo

X€Q\E

i.e. {fu}nen est une suite de Cauchy uniforme sur Q\ E. En particulier, pour tout x € Q\ E, la suite
{fu(x) }nen est une suite de Cauchy réelle, donc est convergeante car R est complet. Notons f la
limite ponctuelle de f,, sur Q\ E. Montrons que la suite { f, },en converge uniformément vers f sur
le complémentaire de £. On a

o) = @) = tim /() = fu(0)] < lim_[1fy = fnle

m—y+oo

Comme {f, },en est de Cauchy dans L=(u), pour tout € > 0, il existe un rang N, tel que pour
n,m > Ng, || fu — fml| < €. Alors pour n > Ng,

sup | fa(x) = f(¥)[ <e.

XEQ\E

Il est découle que { f; }nen converge uniformément vers f sur Q\ E.

Etendons la fonction f 2 Q en posant f = 0 sur E. Il reste 2 montrer que la fonction f appartient 2
L>(u). Pourn > Ng,etx € Q\E,ona

1£()] < |fu(®)| +& < || fu(x)]Joo + €

On en déduit que || f]|e < || fu(x)||oo + & < +oo. Ainsi L () est complet.

2. Casde LP(u).

(@)

(b)

(©)

Soit 1 < p < o0 et {f,}nen une suite de Cauchy dans LP(u). 1l existe n; tel que pour n,m > nj,
I fuo = fnllp < 2~!. On prend ensuite n, > n; tel que pour n,m > ny, || f, — fullp < 272 et ainsi de
suite, pour tout k, il existe un ng > mi_; tel que n,m > ng = || f — finll ) < 27k,

Posons
k ~+oo
gk:Z|fni+l_f”i| et g:Z|fni+l_fni|’
i=1 i=1

ou g est a valeurs dans RU {+oo}. Pour toutk > 1, on a

k
||gk”p = Z |fn,-+1 — ful Hp-
i=1

D’apres I'inégalité de Minkowski,
k ko
Hngp g Z Hffl,url _]CIZ,'Hp - 2271 < 1.
' i=1

i=1

D’apres le lemme de Fatou, on en déduit que ||g|[, < 1.

Comme [, |g|”du < +oo, nécessairement |g| < +oo L1-pp, i.e. pour presque tout x € Q la série
fnl +Z (fn1+1 _fni)
i=1

est absolument convergente. Notons f(x) sa somme lorsque celle-ci est finie et posons f(x) =0
sinon. On a :

k—1
fl’l] + Z (fl’liH _fl’l,') :fnk
i=1

et f(x) =limg oo fu, M —PPp-



(d) Soit € > 0. Comme {f,},en est de Cauchy dans L?(u), il existe Ng > 0 tel que pour n,m > Ng,
| fu — fimllp < €. Pour m > N on a par le lemme de Fatou :

L 1r=salrdu = [ | 2im g~ folrdp <tim inf_[ (£~ fuldp <e.
Q Q k—+oo k—+o0 JQ

Ainsi f — f,, € LP (1) et || f — ful|l, = 0 quand m — 0. De plus, d’apres I’inégalité de Minkowski,
ona

1Al = I = fo) + Fnllp SN = S lp + 1 fimllp < e,

c’est-a-dire f € LP(u). En conclusion L” () est complet.

Correction de I’exercice 3 A

Soient f et g deux fonctions de LP () avec 1 < p < +oo. La fonction @(¢) = | f(x) + tan(x)|? est de classe "'
sur R et sa dérivée vaut

¢o'(t) = lim | f(x) + tan(x) +hg()2’p ~1f(x) + tan(x)|?

= p|f(x) + tan(x)[P72(f (x) + tan(x) g (x),

lorsque f(x) et g(x) ont un sens, ¢’est-a-dire pour presque tout x. De plus, d’apres le théoréme des accroissements
finis, on a

£ (x) +tan();)|” —f1” 0 (t0) = plf (x) +10g(x)|P2(£(x) + tog(x))g (),

pour un certain #y compris entre 0 et . Ainsi pour || < 1,

el el IR = plf(x) + 10 ()} )

<p(f)+lg))”
<27 p(IF@)1P +1g()1P),

ol la premiere inégalité découle de I'inégalité triangulaire et de la majoration [g(x)| < (|f(x)| + |g(x)]), et
ou la deuxieme inégalité provient de la convexité de la fonction x — x” pour p > 1 impliquant en particulier :
(“Tﬂ)p < ”71} + %p Il en découle que £ — s (X)Ha“(’i)lp_‘f (" est uniformément bornée par une fonction intégrable.

Le théoréeme de convergence dominée permet alors de dériver sous le signe somme et

o= L du

dt 1=0
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