Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Théoreme de convergence monotone, dominée et lemme de Fatou

Exercice 1

1. Soit {gy }nen une suite dans .#*(Q,X). Montrer que

oo oo
/Q<,;1gn> d.u:n;l/ggnd”'

2. Montrer que

+o0 xsfl
| a =)0,

ex_

ou I est la fonction d’Euler et ot { (s) =Y.', n*. (On pourra considérer les fonctions g, (x) = x“le*”xl[o7+w) )

Correction V [005939]

Exercice 2

Soit Q@ =R, £ = %(R) et u la mesure de Lebesgue sur R. Si on pose f, = 1), n € N, alors la suite {f, } nen
est monotone croissante vers f = 1jy ;). Bien que les fonctions f, soient uniformément bornées par 1 et que
les intégrales des f;, sont finies, on a :

/Qfdu:Jroo.

Est-ce que le théoréme de convergence monotone s’applique dans ce cas ?
Correction V¥ [005940]

Exercice 3

Soit Q =R, £ = HA(R) et u la mesure de Lebesgue sur R. Si on pose f, = %l[ngrw), n € N, alors la suite
{fa}nen est monotone décroissante et converge uniformément vers 0, mais

Othfduyém?Lﬁﬂu::+m

Est-ce que cela contredit le théoréme de convergence monotone ?
Correction ¥ [005941]

Exercice 4

Soit f, = %1[07,1], n e N, et f =0. Montrer que f, converge uniformément vers f, mais que

| rau #tim [ fap

Est-ce que cela contredit le théoreme de convergence monotone ?
Correction V [005942]

Exercice 5



http://exo7.emath.fr

Soit Q =R, £ = Z(R) et u la mesure de Lebesgue sur R. Soit f,, = —%1[07,,], n €N, et f =0. Montrer que f;
converge uniformément vers f sur R mais que

lim inf /f,,du < /fdu.
Q Q

n—y—+oo

Est-ce que cela contredit le lemme de Fatou ?
Correction V¥ [005943]

Exercice 6
Soit f € AT (Q,X) tel que [, fdi < -oo. Montrer que

u{x e Q, f(x) = 4o} =0.

On pourra considérer les fonctions f, = nlr>,y.
Correction V¥ [005944]

Exercice 7

Soit (Q,X, i) un espace mesuré avec [ (Q) < +oo. Soit { f, }nen une suite de fonctions mesurables convergeant
presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que |f,| < C

pour tout n > 1. Montrer que
Jdim [ fudp= [ rau.

Correction V [005945]

Exercice 8
Soit f € .Z'(R). Que vaut la limite

lim | f(x)cos"(mx)dA(x) ?

n—° JR

Correction V [005946]

Exercice 9
On rappelle qu’une fonction f : Q — R est dite intégrable si f} := max{f,0} et f— = max{—f,0} vérifient
Jofrdu < 4ooet [of-du < +eo. Onnote . 1(Q,X, u) I'ensemble des fonctions réelles intégrables. Pour

feLY(Q,x,u), on pose
| rau= | redu=[ s ap.

feLNQLu) < |fle 2 (Q1,u)

1. Montrer I’équivalence

et

‘/Qfdu‘ < [ ifian. (1)

2. Montrer que si f est mesurable, g intégrable et |f| < |g|, alors f est intégrable et

/Ifldu < /Ig\du-
Q Q

3. On rappelle qu’une fonction f : Q — C est dite intégrable si la partie réelle Ref et la partie imaginaire
Imf de f sont intégrables. On pose alors

./Qfdu:/QRefdu—H/QImfdu.

Montrer que I’inégalité (1) est vérifiée.



Correction V [005947]

Exercice 10
Soit (Q,X, 1) un espace mesuré. On dit que f,, converge vers f en mesure si pour tout &,

im_p{xeQ, |fu(x) - f(0)] > e} =0,

Montrer que si f, — f en mesure, alors il existe une sous-suite {f,, }xeny de {f,}nen qui converge vers f
[L-presque partout.
Correction ¥ [005948]

Exercice 11
Donner un exemple de fonction f: R — R qui est intégrable au sens de Lebesgue mais pas au sens de Riemann.
Correction ¥ [005949]

Exercice 12

X\ A A
1. Montrer que pour tout x € R, { (1 + 7> } est une suite croissante et
n

) <k
fim (14+0) == L3

2. Calculer la limite o
lim <1 + 7> e PdA(x)
n

n—eo JR

oub > 1.

Correction V [005950]

Exercice 13
Montrer que

n n
1. lim (1—5) Xdx = m! (pour tout m € N).
0 n

n—soo

n
2. lim (1+f)"e*2xczx: 1.
0 n

n—oo

Correction V¥ [005951]

Exercice 14

Montrer le théoréme suivant, Q étant un espace mesurable. (On pourra utiliser le théoréeme des accroissements
finis.)

Théoreme.(Dérivation sous le signe |)

Soit f : Q x R — C une fonction telle que

(i) Pour tout s € [s1,s2], la fonction x — f(x,s) est intégrable ;
(ii) pour presque tout x, la fonction s — f(x,s) est dérivable sur (s1,s2) ;

(i) il existe g € L1 (Q,R") tel que pour tout s € [s1,s2] et pour presque tout x € Q on ait ]&f X:5) | <glx).



Alors la fonction I(s) := [q, f(x,s)dp(x) est dérivable sur (s1,s2) et

dl [ df(x,s)
a_/g ds du ().

Correction V¥ [005952]

Exercice 15
Soit f € .Z(R). Sa transformée de Fourier est 1a fonction f:R — C définie par

7)== /R e f(x)dx,
montrer que

1. f est continue,

2. f estbomée et sup|f| < [Ifll1 (=fi ()|,

3. Six — xf(x) est intégrable, alors f est dérivable et on a
d - —
dy f=—ixf(x).

Correction V [005953]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit {g,}nen une suite dans .Z*(Q,X). Alors fi = YX_, g, est une suite croissante de .Z*(Q,X).
D’apres le théoreme de convergence monotone

oo Joo
/Q(’;lgn> d“:,;/gg”d‘u

2. Posons g,(x) = xs_le_”xl[oﬁm). Les g, appartiennent 2 . (Q,X) pour tout n € N. D’apres la question

précédente,

f(Ze)an-%

gn | du = /g,,du.

Q\ =1 n=17€

Or d’une part,
dp= [ 0l ydi=L [Ty levay=Lr
an U= Qx e [0.400) 4% = 5 0 yoerdy=-g (),

donc

w = ]
n;] /and,u = n;l ;F(S) = C(S)F(S)'

/ o0 J /+o<) o o0 .y /+oo xsfl J
= X e X = X,
Q ,l; g | A=, n; 0o e—1

d’ou I’égalité cherchée.

D’autre part,

Correction de I’exercice 2 A
Oui, le théoreme de convergence monotone ne dit pas que I'intégrale de f est finie. On a bien

+oo:/fdu: lim /fndu: lim n.
Q Q

n——+oo n——+oo

Correction de I’exercice 3 A
Non, le théoreme de convergence monotone ne s’ applique pas a une suite décroissante de fonctions positives.

Correction de I’exercice 4 A
Non, la suite de fonctions n’est pas méme monotone.

Correction de I’exercice 5 A
En effet, pour tout € > 0, il existe Ny = [%] + 1 tel que Vn > Ng,

sup|fu(x) = f(x)| <&,

x€R

i.e. f, converge uniformément vers f sur R. On a:

"
lim inf /fnduzlim inf —/ “dp=—1.
Q 0o n

D’autre part [, fdu = 0. Le lemme de Fatou ne s’applique pas car les fonctions f, ne sont pas a valeurs dans
[0, +-o9].

Correction de ’exercice 6 A



On a
B(f =+eo) = (Men{f = n}).
Puisque les ensembles A, := {f > n} vérifient A} D Ay D Ajz... et u(A;) < +oo (i =1,2,...), par continuité de
la mesure, on a :
W(f=+eo)= lim p(f>n).

n—y—+oo

Or, comme f est a valeurs positives, les fonctions f, définies par f, = nly., vérifient f, < f. Ainsi

| i = [ mlypmydi = (£ > m) < [ fap <o
Q Q Q
On en déduit que
w(f=n) < l/fduﬁo,
nJjo

donc
(f = +o0) =0.

Correction de I’exercice 7 A

Puisque 11 (Q) < oo, la fonction constante égale a C est intégrable, d’intégrale C 1(Q). Une application directe
du théoreme de convergence dominée donne

lim /fnd,u:/fd,u.
n—+oo JO Q

Correction de ’exercice 8 A

Soit f € Z!(R). Comme cos(7x) < 1 si x ¢ Z, cos"(mx) — 0 lorsque n — oo presque partout (pour tout
x € R\ Z). Notons f;(x) = f(x)cos"(xx). Alors, pour tout n € N on a | f,,(x)| < |f(x)| et comme |f| € £ (R),
par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

lim Rf(x) cos” (mx)dA (x) = nh_r}go an(x)dk (x) = Agﬂfn(x)dk (x) =0.

n—yoo

Correction de I’exercice 9 A

1. Par définition, f € Z!(Q,X,u) si et seulement si f; et f_ sont intégrables. On note que |f| = fy +
f-. Donc f € LY QX u) = |f| € LY (Q,XZ,u). Réciproquement, on a 0 < fi < |f], donc |f] €
LY QI u) = fe LY QX u). D autre part :

'/Qfdu‘ = '/Qf+d.u—/gfdu’ < /Qf+d“+/gffdﬂ — /Q|f|dﬂ-

2. Par monotonie de I’intégrale, on a

/\fldu </\g!du<+°°-
Q Q

D’apres la question (a), il en découle que f est intégrable.

3. Définissons z = [, fd. Comme z est un nombre complexe, il s’écrit z = |z|e’®. Soit u la partie réelle de
e f Onau<|e”f|=|f|. Donc

‘/Qfdu’ = [ yau = [ epap = [ uap < [ |fldu,

ol la troisieme égalité découle du fait que le nombre [, e % fdu est réel donc est I’intégrale de la partie
réelle de e~ f c’est-a-dire de u.



Correction de I’exercice 10 A
On cherche une sous-suite { f;, }»en de {fu}nen telle que pour p-presque tout x € Q, étant donné un € > 0, il
existe un k € N (dépendant & priori de x) vérifiant j > k = |f,(x) — f(x)| < €. 1l suffit de montrer que pour
p-presque tout x, il existe un k € N tel que j > k = [f,,(x) — f(x)| < % < % Cela revient a montrer que le
complémentaire de I’ensemble

= U Nl - }
1J>k{ ' 2J
est de mesure nulle. Or
= 1
ﬂLth .}.

Posons By, := Uj>k { ]fn_,. —fl= %} On a B; D By D Bs... avec B) de mesure fini ; donc par continuité de la
mesure, il vient :

p(A) = Jim (B,

wsy < Lo ({11125 f)

On définit alors la sous-suite { f;, }»en de la manieére suivante. Puisque f,, converge vers f en mesure, il existe

un indice n; tel que pour n > nj,
1
u({ih-n1=3}) <

Il existe un indice np > n; tel que pour n > ny,

1 1
w({ih-r125}) <2

et ainsi de suite: pour tout k € N, il existe un ng > ny_1, tel que pour n > ny

1 1
w({ih-r12 5 }) < 5
Pour cette sous-suite on a alors :

uie) < Lu({ih-125}) < Lg=5er

j=zk

Par o-additivité, on a :

N —

On a bien

p(A) = Tim p(B) =0,

Correction de ’exercice 11 A

La fonction de Dirichlet restreint a I'intervalle [a,b], f(x) = 1g |[a.,b] (x) , est intégrable au sens de Lebesgue et
son intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue vaut 0. Mais elle n’est pas intégrable au sens de Riemann:
S(f,7) =0etS(f,7) = b—a pour toute subdivision T de I’intervalle [a, b].

Correction de ’exercice 12 A




1. Montrons que pour tout x € R, (14 7)" est une suite croissante et que lim (1+ )" = ¢*. Pour n € N on
n—yoo

a
X\ &) k¢ xK
(1+3) = kzo@ () = Ly
. n! nn—1)---(n—k+1)
O Gnf= (n—k)!nk: nk '

Les assertions suivantes sont vraies:

1) ayt1k = ank. En effet, "j{if’}’%’ pour [ €N car n*>+n—Il-n>n*+n—1-n—1I,

ii) a,r <1 (évident);
iii) Pourtoutk € N, lima,; = 1.
n—soo
X n+1 n+1 xk n xk
Comme a,1 1,401 >0, [ 1+ —— = Z A1k — > Z an+1.4 — - 1l s’ensuit donc de (i) que la suite
' n+1 = Tk &5 " k!
X\" . . .. ceen s .
{ (1 + 7> } est croissante. Les assertions (ii) et (iii) impliquent que
n

x\" & &
— = — < -_— < -_— = x
<1+n> ,;)“"J‘k!\,;)kz\zk! ¢
) X\ n m xk o ) X\ "
et que, pour tout m € N, lim (1 + 7> > Z —. Ainsi, lim (1 + 7> ="
n—yeo n = k! n—yeo n
2. Par le théoreme de convergence monotone, on a pour b > 1,

lim <l+%>ne_hxdl(x) = Ju. Jim (1+2)" a2 (x)

n—eo JR.

= [y el =Plxap (x) = b%]'

Correction de I’exercice 13 A

1. Pourtoutx € R, etn € Nona
n
(1 — {) <e .
n
n
En effet, comme Iny<<y—1 poury>0,ona lny*% < y*% —1, c’est-a-dire (1 — l%y) <y~ L. Ainsi,

en posant x = Iny, il vient (1 —%)" < e™*. De plus,

tim (1-2)"= tim P00 = im e(i4ie(),
n—-+oo n n—>-+oo n——+eo

ot limy,0 €(u) = 0. Ainsi lim,, oo (1 — %) =™
Posons f,(x) = (1 — %)nxml[om]. Alors en utilisant le théoreme de convergence dominée et sachant que

['(m+1) = [e*x"dx = m!, on obtient le résultat.
0

2. Soit fu(x) = (1+ %)nefle[oin]. Comme la suite { f,(x)} est croissante et lim f,,(x) = e, on obtient le
’ n—soo

résultat en appliquant le théoreme de convergence monotone.

Correction de ’exercice 14 A
Cf le théoreme 24.2 dans le polycopié de Marc Troyanov.

Correction de ’exercice 15 A




1. Notons g(x,y) = e ™ f(x). Alors,

i.) pour tout y € R, la fonction x — g(x,y) est mesurable;

ii.) pour presque tout x € R (pour tout les x € R tels que f(x) est finie) la fonction y — g(x,y) est
continue pour tout y € R;

i) [g(x,y)] =le”™f(x)| < [f(x)| et |f] € LT (R,R).

On doit montrer que pour tout suite {y, },cn convergeant vers y, on a lim,_ . f(y,) = f(y). Posons
gn(x) = g(x,yn). D’apres le théoréme de convergence dominée,

lim f(y,) = hm/gn dx—/ g(x,y)dx =: f(y).

n——+oo n——+oo

Ainsi f est continue.

2. Pourtouty € R, | /]e Y f(x \dx</\f )|dx = || f]|, et donc

sup f| < IIf]lz, -

3. Soit g(x,y) = e ™ f(x). Alors, on a

i.) pour tout y € R, la fonction x — g(x,y) est intégrable;
ii.) pour presque tout x € R la fonction y — g(x,y) est dérivable pour tout y € R;

iii.) \ag 280 | = | —ixe ™ f(x)| < |xf(x)| avec x — xf(x) intégrable.

Ainsi, d’apres I’exercice 14 (le théoréme de dérivation sous le signe [), on a

jy 7= [ e (ixf0)dx =),




