Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Théoreme de Carathéodory, calcul d’aire et de volume

1 Théoreme de Carathéodory

Exercice 1

Le but de cet exercice est de prouver le Théoreme de Carathéodory.
Définition. Une mesure extérieure sur un ensemble Q est une application m, : Z(Q) — [0, 4| telle que

(i) m(0)=0;
(i) (monotonie) A C B = m.(A) < my(B) ;

(iii) (o-sous-additivité) Pour toute suite d’ensembles {A;};cn+ C Z2(Q) on a

i=1 1=

Théoreme de Carathéodory Soit m, une mesure extérieure sur Q. Un ensemble A C Q est dit m,-mesurable

si pour tout Q C Qona
m.(Q) = m.(QNA) +m.(QNA).

Notons .#,,, C &(Q) I’ensemble des parties m.-mesurables. Alors
1. A, estune c-algebre.

2. m=my| 4, estune mesure sur (Q,.#,,).

3. L’espace mesuré (Q,.#,,, ,m) est complet, i.e. si E € .#,,, et m(E) = 0, alors tout sous-ensemble A C E

appartient a .y, .
Début de I’exercice :

1. (a) Rappeler la définition d’une o-algebre.
(b) Vérifierque O et Q € A, ,et A € My, = A° € My,.

(c) Soit {A;};en+ un suite quelconque d’ensembles m,-mesurables. On pose Bj =0, B, = A et B =
U{;IIAi, pour j > 2. Soit Q un sous-ensemble de Q. Montrer par récurrence que 1’assertion (F%)

suivante est vérifiée pour tout k > 1 :

k

(B)  m(Q)=m(QNB,)+ Y m(QNBNA,).
j=1
(d) Soit A =U7_;A;. Déduire de la question précédente que
m.(Q) = m.(QNA°)+ ) m.(QNBSNA;).
j=1
e) En remarquant que QNA = J7_,(QNBSNA;), montrer :
m(QNAS) +m.(QNA) < m.(Q),

et conclure.
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2. (a) Rappeler la définition d’une mesure.

(b) En utilisant la question 1.d), montrer la o-additivité de m.
3. Montrer que m est compléte.

Correction V¥ [005928]

Exercice 2
On définit la mesure extérieure de Lebesgue sur R, m, : Z(R) — R, par la formule

oo

m.(A) = inf{Z(b,- —a;)|AC O]a,-,b,-[} :
i=1

i—1

Montrer qu’il s’agit bien d’une mesure extérieure.
Correction V [005929]

Exercice 3
On définit m, : Z(Q) — R par

0 siA=0
s (A) _{ 1 sinon.

1. Montrer que m, est une mesure extérieure.
2. Quels sont les ensembles ni,-mesurables ?
3. Vérifier le théoréme de Carathéodory sur cet exemple.

Correction V¥ [005930]

2 Airede .¥,_; et volume de %4,

Exercice 4

1. Calculer [17 ¢ dx.

.. R (2142 , .
Indication : On pourra d’abord calculer [, e (") dxdy en passant en coordonnées polaires.

2. Calcul de Iaire de la sphére unité de R". Soit .7, = {(x1,...,x,) e R", ¥, xl-z = 1} la sphere unité
de R”. On note 7,_; son aire. Calculer

n 2
/ e Li=1% dxy .. dx,
en fonction de <7, 1. En déduire I’expression de .27, en fonction de la fonction I :

oo
I'(s) ::/ xle ™ dx.
0

3. Calcul du volume de la boule unité de R". Soit B, = {(x1,...,x,) € R", Y, x? < 1} la boule fermée de
rayon 1 dans R". On note ¥}, son volume. Montrer que ¥;, = % En déduire que :

n

2
Vy=
L(5+1)

4. Application : Que vaut Iaire de la sphere de rayon R dans R?? R3? Que vaut le volume de la boule de
rayon R dans R? R?? R3?



Correction V [005931]

Exercice 5
Cet exercice fournit une autre méthode de calcul du volume de la boule unité %4, de R" et de I’aire de la sphere
“n—1 C R"™ On conserve les notations de 1’exercice précédent.

1. Montrer que %, = I, ¥,_1, ou I, = [; (sin6)" d6.
2. Vérifier que [, = %In,z.

3. Calculer ¥, pourn=1,2,...,7.

4. Calculer 7, | pourn=1,2,....,6.

Correction V¥ [005932]




Correction de ’exercice 1 A

1. (a) cf cours.
(b) clair.
(c) Soit {A;};en+ un suite quelconque d’ensembles m,-mesurables. On pose By =0, B, = A et B =

U{;fAi, pour j > 2. Soit Q un sous-ensemble de Q. Montrons par récurrence que 1’assertion (P)
suivante est vérifiée pour tout k > 1 :

k
(Px) m,(Q) =m.(QN B )+ ) mi(QNBjNA)).
j=1

* Pour k=1, (Py) dit simplement que m,.(Q) = m.(QNA{)+m.(QNA;). Ceci est une conséquence
de la m.-mesurabilité de A et de fait que

(on applique la o-sous-additivité de m, a C; = QNA{,Co =Q0NAjetC; =0 pouri > 3.)
* Montrons que (P) = (Pe+1) :
Puisque Ay est m,-mesurable, on a :

m«(QNBj, ) =m(QNBL NALy ) +mu(QN B NAky1).-

Or By | NA} (Bry1UAg11)¢ = By, Ainsi :

+1 7
m«(QN By ) =m(QNBiys) +m.(QNBL  NAkt). )
Supposons que I’assertion (FP;) soit vérifiée, alors

k
m.(Q) =m.(QNB )+ Zm*(QmBij,),
j=1

et d’apres (1)

k
m.(Q) = m(QNBi,) +m(QNB NAk)+ Y, m(QNBSNA))
Jj=1
k1
= m(QNB.o)+ ) m(QNBjNA)),
=1
qui n’est autre que (P ).
* En conclusion, comme (P;) est vrai et (P) = (Pc.1), il en découle que I’assertion (FP;) est
vraie pour tout k£ > 1.

(d) Comme Byy1 CA,ona QNB ;| D QNA® et, par monotonie de m.,
m.(QNBy) = m.(QNAS).

La condition (F;) entraine alors que pour tout k :

k
m.(Q) = m.(QNA°)+ ) m.(QNBSNA;).
j=1

Donc, en faisant tendre k vers +oo :

m.(Q) = m.(QNA°)+ ) m.(QNBSNA;).
Jj=1



(e) Ona: QNA=U7_,(QNBSNA;) et par o-sous-additivité de m :

m.(QNAS)+m,(QNA) = m*(QmAC)+m*<U(QmB;imAJ->
j=1

oo

< m(QNAS)+ ) m.(QNBSNA))
j=1

On en conclut que A = U;-":lA j est m,-mesurable.

2. (a) cf cours.

(b) Soit {A;};en+ une suite d’éléments m,-mesurables, deux a deux disjoints. Choisissons Q = A =
U7:1Aj, alors ONA“=0etQ ﬂB; NAj=A; pour tout j. D’apres la question 1.d),

m.(0) > Y m.(A)).
j=1

D’apres la o-sous-additivité de m,, il vient :

3. Soit E un ensemble m,-mesurable tel que m.(E) = 0 et B un sous-ensemble de E. Comme QN B C Q,
on a par monotonie de m, I'inégalité m,(QNB) < m,(Q). Comme QNB C E, on a aussi m,(QNB) =0.
On en déduit que

m(Q) = m,(QNB°)+m.(QNB).

Ainsi B est m,-mesurable et m est complete.

Correction de ’exercice 2 A
11 est clair que m,(0) =0 et que si A C B C R, alors m,(A) < m,(B), il faut donc uniquement démontrer que
m,. est o-sous-additive.

Soit {A, fnen C Z(R), fixons € > 0 et notons A = |J A,. Par définition de I’infimum, pour tout n € N, on peut

n=1

1771

trouver une suite {(a,b!)} telle que A, C _Ul}a’-l b et
=

1771

Comme A C J]a,b?[, on a
in

Correction de I’exercice 3 A




1. Tl est clair que m,(0) = 0 et que m, est monotone.

Soit maintenant {A,; };eny C Z?(Q). Si parmi les A; il existe au moins un ensemble A ; non vide, on a
i i

Si tous les A; sont vides, alors | JA; = 0, et donc
i

m*(UA,-) =0= Zm*(Ai).

Ainsi m, est o-sous-aditive et par consequent m, est une mesure extérieure.

2. Les seuls ensembles mesurables sont @ et Q, puisque si A € Z2(Q) est tel que A # 0 et A # Q, alors, pour
tout Q € () non vide et non inclus dans A, onaANQ # 0 et AN Q # 0, et donc

mANQ)+ma Q) =1+1=22m(@={ ¢

3. Il est clair que I’ensemble des parties m,-mesurables de Q, .#,,, = {0,Q}, est une c-algebre.
Il est facile de voir aussi que

est une mesure sur (Q, ., ).

Correction de I’exercice 4 A

1. Soitl = fi: e dx.Ona:
? :/ e_(x2+y2)dxdy.
RZ

L application @ : R* x]0,27[— R?\ {(x,0),x > 0} définie par :
®(r,0) = (rcosB,rsin0)

est un %' -difféomorphisme. De plus

/ e—(x2+y2)dxdy:/ e_(x2+y2)dxdy
R2 R2\{(x,0),x>0}

car I’ensemble {(x,0),x > 0} est négligeable. On en déduit que :

2 too 2 —e " i
1 :/ / e "rdrdd =21 7 =T.
r=0 J06=0 0

Ainsi I = [T7 e dx= /7.

2. Calcul de laire de la sphére unité de R". Soit .7, = {(x1,...,x,) e R", ¥, xl-z = 1} la spheére unité
de R". On note %%, son aire. D’aprés la question précédente, on a :

n 2 n
/ e L= dxy .. dx, = T2,
D’autre part, puisque I’aire de la sphere de rayon r dans R” vaut 7~ !.a7,_y, il vient :

n " ~+oo
/ e L dxy...dx, = %—1/ e ar.
n 0

6



2

En posant le changement de variable x = r~, on obtient :

_yn 2 1 teo _ n__
/ e Lim1% dxl...dxnzi%,l/o e x> ldx,

d’ou :

3. Calcul du volume de la boule unité de R". Soit B, = {(x1,...,x,) €R" ¥ x} < 1} la boule fermée de
rayon 1 dans R”. On note 7, son volume. On a :

1 1
R R e
0 n

On en déduit que :

2m2
()
Ce qui se réduit a :
Yoo T
TTr(g+1)

en utilisant I’identité : I'(s+ 1) = sI'(s).
4. Application : 1 aire de la sphere de rayon R dans R? vaut

2n
ANR=——R=2nR

qui est bien le périmetre du cercle de rayon R dans le plan.

Sachant F(%) = /7, aire de la sphere de rayon R dans R3 vaut

212 o 21V

= R?> = 47tR?
rg) ()

HR* =

qui est bien I’aire de la sphere S2.

Le volume de la boule de rayon R dans R vaut

B —

2 2
e Ve R,

ri;) v

qui est bien la longueur du segment [—R, R].

VIR =

Le volume de la boule de rayon R dans R? vaut

2n

R? = tR?
2r(1) ’

YR =

qui est bien I’aire du disque de rayon R.

Le volume de la boule de rayon R dans R> vaut

dh 5 4
VAR = ?21? = 7R,

Correction de I’exercice 5 A




1. Ona

Y, = / dxy...dx, = / dxl/ X7 ...dx,
n a1 x1
= Y,_ / < 1—x1> dx

Posons x; = cos 0, pour 6 € [0, 7]. Alors /1 —x3 = |sin@| =sin0 et dx; = —sinH d6. On a donc

0
Y= A /(sin@)”d@ — /(sine)"de — 1Y

T

2. Ona
T
I, = /sm@ )'d6 = /sme sinf@ do =
0
T
= [—cos@(sin@)” +(n—1) /smG (cos0)%do =
0
/1
= (n—1) /smG )72(1—(sinB)?) d6 = (n— 1)1, — 1)
0
1

Donc [, ="~ I, > .

3. Onalo:n,ll:2.Donc12:%,13:%,14:?,15:3,16:W,I7:§.

Comme ¥, = 2 on trouve:

4 2
%:n,%zg,%:g,%

I
NS
[

|
X

15 6’7" 105"

1
1
4. Ona”i/,,:/ / 7" ldrdo = -, |, d’ou /,_; =n¥,. Doncona
n

0 ynfl

1
”1227%&72:4%,ﬂfs=2n2,~%:§n2,%=n3,%:£n3.
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