Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Intégrales généralisées et théorie de la mesure

1 Rappel

Définition. Soit f : (a,b) — R une fonction Riemann-intégrable sur tout segment [, ] C (a,b) (on admet les
cas oll a = —oo et/ou b = +o0). Supposons que la fonction F (e, ) = |, O’f f(x)dx possede une limite I lorsque
o — a et B — b. On dit alors que I’intégrale généralisée ou impropre fab f(x)dx est convergente et que I est la
valeur de cette intégrale.

Proposition.(Condition de Cauchy) Soit f : [a,+oo[— R une fonction Riemann-intégrable sur tout segment
[a,x], x > a. Pour que I’intégrale impropre [," f(x)dx soit convergente, il faut et il suffit que I'intégrale

/
[; f(r)dt tende vers 0 lorsque x et x’ tendent vers +co.

Théoréme. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a,b]. Posons pour tout x € [a,b], F(x) = [ f(t)dt.
Alors F est continue sur [a,b]. De plus, si f est continue en un point x de [a,b], alors F est dérivable en x et

F'(x) = f(x).

Définition. Etant donné une fonction réelle g sur [a,b], on appelle primitive de g sur [a,b] une fonction G :
[a,b] — R telle que G est dérivable en tout point x € [a,b] et G'(x) = g(x). Une fonction Riemann-intégrable f
sur [a,b] n’admet pas nécessairement de primitive, mais si f est continue sur [a, b], le théoréme ci-dessus assure
que F(x) := [ f(¢)dt est une primitive de f.

Théoreme.(Théoreme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parametre) Soient A un espace métrique,
a et b deux nombres réels tels que a < b, et f : [a,b] x A — R une application continue. Alors la fonction
F : A — R définie par F(A) = [ f(z,A)dt est continue.

Théoreme.(Théoreme de dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un parametre) Soient A un ouvert de R, a et
b deux nombres réels tels que a < b, et f : [a,b] x A — R une application continue. On suppose que la fonction
f posseéde une dérivée partielle %(t, A) par rapport a la deuxieéme variable qui soit une fonction continue sur
[a,b] x A. Alors la fonction F : A — R définie par F(A) = fabf(t,l)dt est de classe ¢! et sa dérivée vaut
F'(A) = [2 9L (1,A)dr.

Théoréme. Soit F, est une suite de fonctions de classe €%, k > 1, qui converge uniformément vers F.

Supposons que, pour tout 1 < j < k, la suite des j*™® dérivées F,,(j )

gj. Alors F est de classe €* et la dérivée jM de F vaut FU) = ¢ e

converge uniformément vers une fonction

2 Intégrales généralisées

Exercice 1

1. Le but de cette question est de montrer que f0+°° %‘” dt n’est pas absolument convergente. Pour n € N, on
pose :

(n+1)71' Sint
Uy, = / | | drt.
nn t

(n+21)n = 1sintl 4t est divergente.

Montrer que pour n > 0, ;

< uy,. En déduire que |
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2. Deuxiéme formule de la moyenne. Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b], admettant
des primitives notées F et G respectivement. Supposons que F est positive et décroissante. Montrer qu’il
existe y € [a,b] tel que :

/abF(x)g(x) dx=F(a) /ayg(x) dx.

3. En déduire que [, S‘%’ dt est convergente.

4. Le but de cette question est de calculer la valeur de cette intégrale. Pour tout nombre réel A > 0, on
pose : ‘
f(t,A) = e tsinm pour t>0
flo,A) = 1.

(a) Pour 0 < x <y, démontrer que 'on a :

2
< 7671)(.
X

/xyf(t,/l)dt

(b) En déduire que les intégrales généralisées [," f(¢,A)dt sont convergentes, uniformément pour
A > 0. On pose, pour A > 0,
Fee sint
F(L) = / o2l g,
0 t
Démontrer que la fonction F est continue pour A > 0.

(c) Démontrer que la fonction F' est dérivable pour A > 0 et que sa dérivée est égale a I’intégrale
généralisée convergente

oo
F'(1) = —/ M sintd.
0

(d) Calculer cette derniere intégrale généralisée, par exemple en intégrant par parties sur [0,x] et en
calculant la limite quand x — oo,

(e) En déduire la valeur de F(A) pour A > 0 a une constante additive prés. Démontrer que F (A1) —
0 quand A — +oo. En déduire la valeur de la constante additive, puis la valeur de I’intégrale
o0 sint
=t
0 t

Correction V [005925]

3 Théorie de la mesure

Exercice 2

Montrer que 7 est une c-algebre si et seulement si 7 est une algebre et une classe monotone.
Correction V¥ [005926]

Exercice 3

Soit (2,X) un espace mesurable (i.e. un ensemble Q muni d’une tribu £ C Z(Q)). Soit u une mesure finie sur
(Q,X). Montrer les propriétés suivantes : (A, B,A; sont des élements de de X)

1. SiA,A,,...,A; sont deux a deux disjoints, alors
k

i (U A7) = Y ).

i=1
2. SiBC Aalors u(A\B) = u(A) — u(B).

3. Monotonie : Si B C A alors u(B) < u(A).



4. Principe inclusion-exclusion : W(AUB) = u(A) + u(B) — u(ANB).
5.u (U::I’A,-) < Zj:l’ WU(A;). (Rappelons que I’on a égalité si I’'union est disjointe.)

Correction V [005927]




Correction de ’exercice 1 A

1. Pourn € N, on pose :

(n+1)71' Sint
Uy, :/ udt
nm t

ﬁ < %,donc

Pourn>0,0ona ]
1 (n+1)7 (n+1)7 | o ¢t
7/ |sint|dr < / [sin ’dt
(n+1)7r nm nmw t

Or |sint| = (—1)"sint sur [n7, (n+ 1)7]. Ainsi

(n+1)m
/ |sint|dr = (—1)"[— cost]("H) =2.

T

Il en découle que 0 2

Grnr S Un et

+°°\smt] 2801
/0 z“un/iz‘n—kl

n=0
est divergente.

2. Deuxieme formule de la moyenne. D’ apres I’énoncé, F est une primitive de f et est positive et décroissante.
Puisque la fonction g admet des primitives, la fonction G(y) := [ g(x) dx est la primitive de g s’annulant
en a. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, pour montrer qu’il existe y € [a, b] tel que :

[ Fwsar=ra) [ g

il suffit de montrer que

F(a) m1n G(y) / F(x < F(a) max G(y).
v€(a,b] y€(a,b)

Par intégration par parties, on obtient :

b b
| Ps)dr = FB)6(b) - F@)Gla) = | ()60 dx

avec F(a)G(a) = 0. Comme f est négative sur [a,b],on a:

b
yren;g]Gy/ —flx —/a f(X)G(X)dx\yrg[%]Gy/ —f(x)

& min G() (F(a)~ F(b)) < — /abf(X)G(X)dX< max G(y) (F(a) — F(b)).

Y€[a,b] y€la,b]

On en déduit I’encadrement suivant :

F(b) (G(b)— min G(y )) +F(a) min Gy / F(x

y€(a,b] y€(a,b)]

< 7(5) (6(0) - max GO) ) + Fla) max GO

Les inégalités G(b) —minyc(, ;) G(y) > 0 et G(b) — maxye(qp) G(y) < O et la positivité de F permettent
de conclure.



3.

4,

D’apres le critere de Cauchy (voir la proposition des rappels), pour montrer que f0+°° %m dt est convergente,

il suffit de montrer que [ “ti’ dr tend vers 0 lorsque x et x' tendent vers 4. D’aprés la formule de la

moyenne appliquée 2 F(r) = 1 et g(r) = sint, il vient :

t

xl .

sint | R

—dt:f/ sint dt
x t X Jx

pour un certain y € [x,x’]. On en déduit que

)H .

sint

/ —dt
vt

fed 13 X' sint _ o0 sint
Ainsi limy v, 4o [} srdt=0et Jo =1+ dt est convergente.

=

1
= ;]cosy—cosx| <

e—lt

(a) Posons pour t >0, U(t) = <—. Onau(r) =U'(t) = —e% (At+1) < 0. Ainsi U est positive et
décroissante sur |0, +oo[. D’apres la deuxieéme formule de la moyenne, pour 0 < x <y, il vient :

—Ax X
e Yo,
= / sint dt
X

9

/xyf(t,/l)dt

y
/ U (t)sint dt

X

pour un certain y' € [x,y]. On en déduit que

28—7Lx
< .

/xyf(t,/l)dt

X

(b) On remarque que, pour tout x > 0, la fonction ¢ — f(¢,A) est continue sur [0,x], donc Riemann-
intégrable sur cet intervalle. D’apres le critere de Cauchy et la question 4.a), les intégrales généralisées
Jo " f(z,A)dt sont convergentes. Soit F(A) = [," f(t,A)dt. Pour montrer que les intégrales
généralisées f0+°° f(t,A)dt convergent uniformément en A > 0, il faut montrer que pour tout € > 0,
il existe xo > 0 tel que pour tout x > xq et pour tout A > 0,

<&

‘F(/l) —/Oxf(t,).)dt

Or, d’apres la question 4.a),

e M 2e7A 2
< < < =
X X0 X0

‘F()L)—/Oxf(t,l)dt

Ainsi pour xg > % on a I’inégalité désirée, et ce indépendamment de la valeur de A. Posons F}, (1) =
Jo f(&,A)dt. D’apres ce qui précede,

sup  |[F(A)—F,(A)| <
A€[0,4-09]

SN

)

i.e. F, converge uniformément vers F sur [0,4co[. Comme les fonction F, sont continues, il en
découle que F est continue. On peut aussi revenir a la définition de continuité : pour montrer que
la fonction A — F(A) est continue en un point Ay € [0, 4-o<|, il faut montrer que pour tout € > 0, il
existe un voisinage de A tel que |F(A) — F(Ao)| < € pour tout A dans ce voisinage. Soit € > 0 fixé,
et posons xg = g. Ona:

FO) -FOa)l = | [ G - fads [ pe - [ )

Xe

N

Xe +oo
| 02— se.20) at] + [ s a

/;wf(t,l)dt

N

/xe (F(A) = f(t. o) di| + 2¢.
0 3




Pour conclure, il suffit de trouver un voisinage de Ay tel que ’ Jof (F(,A) = f(1, %) dt’ < £ pour
tout A dans ce voisinage. L’existence d’un tel voisinage est garantie par la continuité de la fonction
A [o¢ f(z,A)dr donnée par le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parametre
(voir les rappels). On peut également déterminer I’existence de ce voisinage a la main de la fagon
suivante :

[ ) = re.0) dr

< [TIren) - 20

Ye | sint
< sup e*lt—e*)“)’/ — | dt,
1€[0,xe] 0 !
< xg sup |e M —e M|,
1€[0,x¢]

ou I’on a utiliser I"inégalité |sin¢| < |¢|. On a:
‘ (o) ( (oA (/10—/1)/>‘
e 2 e 2 —e 2

< 2sinh (W) < 2sinh (W) ,

‘eflt - efaot

car la fonction sinh est croissante. Ainsi le voisinage de A9 déterminé par [A — Ao| < 5argsinh (‘9—6)
convient.

(c) Pourx € [0,+oo[ et A €]0, o[, posons

Flx,A) = /Oxf(t,l)dt

D’apres le théoréme de dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un parametre (voir les rappels), la
fonction F' est dérivable par rapport a la deuxieme variable et sa dérivée partielle vaut :

OF X Qf

(M(xk) 810 A)dt

Lorsque x — +oo, F(x,4) tend vers F (). D’aprés la question 4.b) cette convergence est uniforme
pour A > 0. D’autre part, lorsque x tend vers oo, g/l (x,4) tend vers F'(1) := — [, e * sint dt.
On peut montrer comme dans la question 4.b) que cette convergence est uniforme pour A >
0 (attention il faut exclure A = 0 ici). Il en découle que limj_,¢ %)_F(M = F'(A) (écrivez
I’argument! On pourra soit utiliser le dernier théoréme des rappels, soit le montrer a la main...).

(d) Soitx>0.0Ona:

X —At * X —At
R P e . / e
— sintdt = sint| — costdt
/o ¢ [ 2 o A
e*lx 7lt X o —At
= sinx + cost| + ———sintdt
e e
e—?Lx e—lx
= 1 sinx—i-?cosx—ﬁ—i-/o ?sintdt.
Ainsi . N
1 x —Ax —AX 1
— (1 + 7L2> /0 e Msintdt = el sinx + eaz COSX — 5.
On en déduit que
X -1
F'(A) = i —/ “Mintdt = .
(1) Jim = | e Tsin YR



(e) De la question précédente, il découle que
F(A) = —arctanA +C,

ou C est une constante réelle. Montrons que F(A) tend vers 0 lorsque A tend vers +co. Soit € > 0
etx > g. Ona:

FA)] =

x sint teo sint
/ e’lt—dH—/ e M gy
0 t X t

* . |sint rtee . sint
< /e ’“Hdt+/ e M dt
0 t X t

X €
< / e Mdr+ =,
Jo 2

ol on a utiliser que |sin#| < ¢ et la question 4.b). Ainsi

1—e? ¢

FA)| < ——+-.

PO < T
Comme lim_, ., % =0, il existe A9 > 0 tel que pour tout A > Ao, 1_67[/“0 < £. On en déduit
que pour A > Ao, |[F(A)| < &, c’est-a-dire limy_, . F(A) = 0. Alors C = lim,_,  ,arctanA = 7.

Ainsi

+0o0 o t
F(?L):—arctan)'t—kE et / ﬂdt:F(O):E.
2 0 t 2

Correction de I’exercice 2 A
cf Proposition 5.1. du polycopié de Marc Troyanov.

Correction de I’exercice 3 A
Découle directement des définitions.
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