Exercices : Barbara Tumpach
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Intégrale de Riemann

1 Rappel

Soient f une fonction bornée et 0 = {ap = a < a; < --- < a, = b} une subdivision de [a,b]. On note :
my = inf{f(x), x €|ax_1,ax [} et My = sup{f(x),x €|ax_1,ax[}. On appelle somme de Riemann inférieure
relativement & o la quantité : 7? = Y7 my (ak —ax—1) . De méme, la somme supérieure de Riemann de f

relativement a o est égale a 3}7- = Y41 My (ar — ar—1) . La somme inférieure de Riemann de f est définie par :

S; = sup, S7. La somme supérieure de Riemann de f est définie par : Sy = infs 5}7.

Définition. Une fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b] si S, = Sy. L'intégrale de f sur [a,b] est alors
définie par: f:f(x) dx=S8;= Sy.

Théoreme. Une fonction f bornée est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si et seulement si pour tout
€ > 0, il existe une subdivision ¢ de [a, D] telle que

ij <87 +e.

2 Propriétés de I’intégrale de Riemann

Exercice 1
En utilisant la définition d’une fonction intégrable au sens de Riemann, montrer les propriétés suivantes :

1. Si f et g sont Riemann-intégrables sur [a, D], alors f + g est Riemann-intégrable sur [a, b].
2. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et A € R, alors A f est Riemann-intégrable sur [a, b].

3. Si f et g sont deux fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que, pour tout ¢ € [a,b], f(¢) < g(t),
alors [7 f(t)dr < [P g(t)du1.

4. Une limite uniforme de fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a,b].

Correction V [005917]

3 Quelles sont les fonctions Riemann-intégrables ?

Exercice 2

Montrer qu’une fonction monotone sur [a,b] est Riemann-intégrable sur [a, ).
Correction Vv [005918]

Exercice 3
Montrer qu’une fonction continue sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b].
Correction V [005919]

Exercice 4
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1. Montrer que la fonction f : [0, 1] — R définie par :

1 si x€eQ
f(x)_{o si xeR\Q

n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1].
2. Montrer que la fonction g : [0, 1] — R définie par :

avec p et ¢ premiers entre eux

g x=2
g(_x): q . q
0 si xeR\Qoux=0

est Riemann-intégrable sur [0, 1].

Correction V [005920]

Exercice 5
On dit qu’une partie A de R est négligeable si, pour tout nombre réel € > 0, il existe une suite (I,),en
d’intervalles I, =|ay, b,| telle que :

AC UI" et Z(bn—an)ée.

neN neN

1. Montrer qu’une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est un ensemble négligeable.

2. Montrer qu’une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] si et seulement
si I’ensemble des points ol f n’est pas continue est négligeable.

Correction V [005921]

4 Peut-on intervertir limite et intégrale ?

Exercice 6

Pour tout n € N, on définit f,, :]0,1] — R par: f,(x) = ne™™. Montrer que la suite (f,),cr converge simplement
vers une fonction f sur ]0, 1] mais que

lim lim

[) n%Jroofn n——+oo fn

Vérifier que la convergence de (f,,),en vers f n’est pas uniforme sur |0, 1].

Correction V [005922]

S5 Applications

Exercice 7

Montrer que, si f : [a,b] — R est une fonction intégrable au sens de Riemann, on a :

bla/abf“)df:nBTwan(“*kb )

En déduire les limites suivantes :

" % n im Y n_\'
@) Jim o Yanl b)) lim Yootm o nliffwk_zf(’g(m)

Correction V [005923]

Exercice 8




1. Montrer que si f : [a,b] — R est Riemann-intégrable, alors
b b
/ fx)dx= / fla+b—x)dx.
a a
2. Calculer (en utilisant 1.) les intégrales suivantes :

T xsinx £
(1) A m dx b) /0 log (1 —+ tanX) dX.

' _ tan(or) —tan(f3)
Rappel :  tan(a—f) = 1 +tan(a) tan(f)

Correction V [005924]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit € > 0 donné. Puisque f est Riemann-intégrable sur [a,b], il existe une subdivision o1 = {ay =
a<ay < <a,=b}de[ab] telle que 57 < S7' + 5. Puisque g est Riemann-intégrable sur [a,b],
il existe une subdivision 6, = {by = a < by < --- < b, = b} de [a,b] telle que S < S¢* + 5. On note
o1Uoy ={co=a<cy <---<cg-1 < cqg= b} lasubdivision de |a,b] obtenue en ordonnant I’ensemble
{ao,...,an,bo,...,b,} par ordre croissant, puis en identifiant les points qui apparaissent plusieurs fois
(on obtient une subdivision de [a,b] en g intervalles avec max{n,p} < g < n+ p). Puisque o] U 0, est
une subdivision plus fine que o1, ona:

<o1Uo; <O

SPTKSS et ST S (1)
De méme,

SgUT < Sy et 8P < SV @)

De plus, sur un intervalle |cx_1,cx[ donné, on a :

sup{f(x) +g(x), x €lex—1,ck[} < sup{f(x), x €ler—1,ck[}
+sup{g(x), x €ex1, e[}

De méme :

inf{f(x)+g(x), x €]ex_1, e[} = inf{f(x),x €]cr_1,ck[}
+inf{g(x), x €]cr—1, [}

On en déduit que :

S?L.L;GZ < S;']UGz +§§1U02’ (3)
et
S 4 5 L ST, @)

En utilisant les inégalités (1), (2), (3) et (4), il vient alors :

— U p— —
Sie <8745y <SP +ST+e< ST +e.
D’apres le théoréme rappelé en introduction, on en déduit que f + g est Riemann-intégrable sur [a,b]. De
plus, de I’inégalité
O O c1Uo»
S9 4+ 8% < S,
on déduit que

o (5+57) < g 5757
01,02

01,02
Or o} O (e O; b b
gup (Efl +§g2> =supS;' +supS;? :/ f(x)dx+/ g(x)dx
1,02 (o] (o3 a a
et b
sup $72% = sup 7., = [ (£(0)+g() d.
01,07 o a
Ainsi

/ubf(x)der/abg(x)dxg /ab (f(x)+g(x)) dx.

De méme, I’'inégalité

ST < 57457
implique [” (f(x)+g(x)) dx < [? f(x)dx+ [ g(x) dx. Bn conclusion, [ (f(x) + g(x)) dx= [” f(x)dx+
I g(x)dx.



2. -Pour A =0iln’y arien a démontrer.
- Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et A > 0, alors pour tout subdivision 6 = {ap =a < --- < a, = b}
de [a,b], on a:
inf{Af(x), x €lar—1,ax[} = Ainf{f(x), x €Jar1, [}
sup{Af(x), x €lar_1,ar|} = Asup{f(x), x €|ar_1,ar[}.

Par conséquent, S7 , = AS7 et ng = lf}y. On en déduit que
p p b . ;50 . O
supSy ;= AsupSy = l/ f(x)dx= llngf = 11(}fS;Lf.
(e} o a

En conclusion, A f est Riemann-intégrable et | f Af(x)dx=A | ab f(x)dx.
- Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et A < 0, alors pour tout subdivision 6 = {ap =a < --- < a, =b}
de [a,b], on a:

inf{A f(x), x
sup{Af(x), x

Par conséquent, S7 - = kgjf et ng = AS7. On en déduit que

lax—1,ar[ } = Asup{f(x), x €]ar—1,ar[}

S
€lag_1,ax[} = Ainf{f(x), x €Jax_1,ax]}.

_ b _
sgpﬁgf = ling‘? = l/a fx)dx= 2 sgpg}’ = 11(}fo{,¢.

En conclusion, A f est Riemann-intégrable et | f Af(x)dx=A | ab f(x)dx.

3. Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que, pour tout t € [a,b], f(1) < g(1).
Soit 0 = {ap =a < --- < a, = b} une subdivision de [a,b]. Alors

inf{ f(x), x €ag_1,ar[} <inf{g(x), x €]ar_1,ax]}.
Il en découle que

sup7 < sups7.
(e} o

c’est-a-dire 7 f(x)dx < [ g(x)dx.

a

4. Soit {fi}ien une suite de fonctions Riemann-intégrables, qui converge uniformément vers f sur [a,b].
Soit € > 0 donné. Il existe N > 0 tel que Vi > N, supy,  |fi() — f(¢)| < &. En particulier, fi(t) — € <
f(t) < fi(t) +&€. Pour un tel i, on en déduit que pour toute subdivision 6 = {ap=a < --- < a, =b},ona

sup f < sup fi+é€ et inf f> inf fi—e¢

]ak,hak[ }akfl,ak[ Jak—1,ax] lag—1.ax]

En particulier :

sup f— inf f< sup fi— inf f;+42e.

}ak—l ,ak[ ]ak—l -,ak[ }ak—l 7ak[ Ak—1,dk

Il en découle que :
S —87 <57 —87+2e(b—a).

Comme f; est Riemann-intégrable, d’apres le théoreme de 1’introduction, il existe une subdivision o de
[a,b] telle que S; — 8% < &. On en déduit que

57 -89 <e(1+2(b—a)),

ce qui implique que f est Riemann-intégrable.



Correction de I’exercice 2 A
Soit f une fonction croissante [a, b]. Pour montrer que f est Riemann-intégrable, il suffit de trouver, pour tout
€ > 0 donné, une subdivision de [a, b] telle que S;‘c — 87 <e&. Soit 6 ={ap=a < -+ <a, = b} lasubdivision

réguliere de [a, b], de pas ( ). Ona
inf f=fla—1) et sup f=f(a).

Jar—1,ax Jar—1,ax

Ainsi :

3?—5}’ = Z ar — ag-1) (f(ax) — f(ax-1))
k=1

flag) — flak-1))

I
/\
Q
N———
~
1M=

Pour n assez grand, la subdivision réguliere de [a,b] satisfait S; - §? < €. D’autre part, si g est décroissante,
f = —g est croissante, donc g est Riemann-intégrable par 1’exercice précédent (question 2.) avec A = —1.

Correction de I’exercice 3 A
Une fonction f continue sur [a, b] est uniformément continue sur [a,b]. En particulier, pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que

b—a
sl < (220) = - sl <e.
Soit 6 = {ap =a < --- < a, = b} la subdivision réguliere de [a, ], de pas ( ). Ona:

sup f— inf f<2e.

]ak717ak[ ]ak—lvak

57-87< (b “) Y 2e=(b—a)2e
k=1

ce qui permet de conclure grice au théoréme de I’introduction que f est Riemann-intégrable sur [a, b].

11 vient alors :

Correction de ’exercice 4 A

1. Considérons la fonction f : [0,1] — R définie par :

1 si x€Q
f<x>_{o si xeR\Q -

Pour toute subdivision ¢ de [a,b], on a:
57=1 et 59=0.

On en déduit que 1 = sup,; E}; # infs Q? =0, ce qui implique que f n’est pas Riemann-intégrable sur
[0,1].

2. Considérons la fonction g : [0, 1] — R définie par :

) é si x= g avec p et g premiers entre eux
X) = ]
8 0 si x€eR\Qoux=0

6



Pour toute subdivision ¢ de [a,b], on a:
Sg =0.

Pour tout £ > 0 donné, la fonction g prend des valeurs supérieures a ;% en un nombre fini de points

Lok 1 € PP 5 b—a S :
seulement (les points 7 avec > ha ce qui équivaut a g < =;%). Notons x;, i = 1,..., p ces points
ordonnés par ordre (strictement) croissant.

Sur [0,1]\ {x1,...,x,} la fonction g prend des valeurs < € et > 0. Ainsi avec la subdivision o =
{x1,...,x,} nous obtenons :
—0 E
0<5, < b—a

(b—a)=¢

Comme On en conclut que g est Riemann-intégrable sur [0, 1].

Correction de I’exercice 5 A
cf André Gramain, Intégration, p. 7, Hermann (1998).

Correction de I’exercice 6 A

Pour tout n € N, on définit f, :]0,1] — R par : f,(x) = ne™™. Pour tout x €]0,1], on a lim,_ e fn(x) =
lim,,_, o ne™™ = 0. On en déduit que la suite de fonctions f,, converge ponctuellement (ou simplement) vers la
fonction identiquement nulle f =0. On a fol f(x)dx =0 mais

[ fitods=1-e",
0

et lim, 4 fol fa(x)dx =1. La suite (f,),cr ne converge pas uniformément vers f sur |0, 1], car pour tout
€>0,etpourtoutn € N,ona:

sup  |fulx) = f ()| > €.

0.~ log (%)

Correction de I’exercice 7 A
Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann.

Notons x; = a—I—kbn;“, k=1,...,nles points ol

Soit ag = a, a,+1 :betak:a+% pourk=1,...,n.

Considérons la subdivision 6 = {ap =a < --- < ay < --- < a, = b} de [a,b]. Cette subdivision est presque
réguliere, seul le premier intervalle et le dernier ont des longueurs différentes. Pour k =1,...,n— 1, x; est le

milieu de Jag, ag1].

Notons ny, = inf{ f(x),x €|ar_1,ax[} et My = sup{ f(x),x E€]ar_1,ax[}

Donc pour k = 1,...,n—1 on a my < f(x;) < M. Mais il faut aussi tenir compte de f(x,) = f(b) et des
premiers et derniers intervalles. D’ol pour la minoration:

b—a b—a{ b—a b—a"")
o _ < S
87 = (mo +my) ==+ — k;mk\(moern) T k;f(xk).
Cela donne ) )
—a —a &
87 — (mo+my+2£(b)) o ST, Y flw).

~
Il

1

Quand n tend vers +oo on trouve que S7 — |, f fet (mo+my,+2f(b))%% — 0 cela donne I'inégalité :

n—+e n

b _ n
/f< tim 270y fw).
a k=1



-0 - . s . ey . < -, s N
La somme S, conduit de manicre similaire a I'inégalité inverse, d’ou :

b . b—a\ & b—a
/af(x)dx:ngrfm< - )k;f< p )
1 n

a) ngrfm;kgitan; = —log(cos1) b) limy s uYi |2t =%

Ona:

n E
c) ngnglog<n+k> =—2In2+1.

Correction de I’exercice 8 A

1.
b b
/f(a—l—b—x)dx:—/f(a—l—b—x)(a—l—b—x)’dx
o() a b
=— [ f()dt = —/f(t)dt:/f(t)dt
¢(a) b a

ol ¢ : [a,b] — [a,b], p(x) = a+b — x est une fonction de classe C'.

2. a)
n . 7r .
xsinx (m —x)sin(7 — x) (m—x)sinx
e ] om [ isng,,
1—&—cos2 1+ cos?(m—x) 1 +cos?x
0 0
T
_ 717/ sinx
~ ") 1+4cos?x
0
T ) T o(m)
T sinx [ (cosx) T 1 gt
2J 14cos?x 2J 14cos?x 2 14+
0 0 ¢(0)
~1 1
T [ 1 T 1 n?
2/1+12 2/1+t2 4
1 -1
ol ¢ : [0,7] — [—1,1], @(x) = cosx est une fonction de classe C'.
b)

n/4 m/4
J:= / log(1+tanx)dx = / log (1 —i—tan(% —x)) dx

/4 /4

1 —tanx 2 T
= /1 1 dx= |1 dx=—log2—J
/og( +1+tanx> * /Og<1+tanx> TT 08
0 0

d’ou la valeur de I’intégrale est J = £ log2.
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