Exo7

Applications linéaires continues, normes matricielles

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 *

On munit £ = R[X] de la norme || || définie par: VP € E,

P||w:Sup{’%’, nEN}.

1. Vérifier brievement que || || est une norme sur E.

2. Soit f I’endomorphisme de E défini par VP € E, f(P) = XP. Démontrer que 1’application f est continue
sur (E, || ||~) et déterminer ||| f]|]-

Correction V [005854]

Exercice 2 **

On munit E = ¢~(C) le C-espace vectoriel des suites bornées de la norme ||u||. = sup |u,|.
neN

On considere les endomorphismes A et C de ¢=°(C) définis par :
Yue E,A(u)y=vouVneN, v, =u,1 1 —u,etVu e E,C(u) =wouVneN,w, = nlﬁzzzouk.

Montrer que A et C sont continus sur (E, || ||.) et calculer leur norme.
Correction ¥ [005855]

Exercice 3 *** ]

On munit E = C°([0,1],R) de la norme 1 définie par Vf € E, || f||; = fol |f(2)] dt.
Onpose T : E — E et on admet que 7 est un endomorphisme de E.
f = Tf: [0,1] — R
x = Jof@)de

1. Démontrer que T est continu sur (E, || ||;) et déterminer |||T|||.

2. Vérifier que la borne supérieure n’est pas atteinte.

Correction V [005856]

Exercice 4 **
On munit E = .#,(R) de la norme N définie par VA € E, N(A) = Sup {Z;?:l |ai j|} (on admet que N est une

<i<

1<ign

norme sur E).

Soit f I’application de E dans R définie par VA € E, f(A) = Tr(A). Démontrer que I’application f est continue
sur (E,N) et déterminer ||| f]||.

Correction ¥ [005857]

Exercice 5 ***

Déterminer s = Sup{%, (A,B) € (A,(C)\ {0})2} quand || || est

1
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LAl

2. | {l2,
3. || [|oor
Correction V¥ [005858]

Exercice 6 *
Une norme sur .#,(R) (n > 2), est-elle nécessairement une norme trois barres ?
Correction V [005859]

Exercice 7 **

Soit N une norme sur .#,(R).

Montrer qu’il existe k > 0 tel que ¥(A,B) € (.#,(R))?, N(AB) < k(A)N(B).

Correction ¥ [005860]

Exercice 8 **
Existe-t-il une norme N sur .#,(R) (n > 2) telle que V(A,B) € (.#,(R))?, N(AB) = N(A)N(B).
Correction ¥ [005861]

Exercice 9 ***

On pose X = (391212 (B). X1 = Lo el et [ X = Max x|

Déterminer les normes sur .#,(R) respectivement associées aux normes || || et || | de .7, 1(R). On notera
[ 11 et ||| ||| ces normes.

Correction V [005862]

Exercice 10 **I

Pour X = (x;)1<i<n € My 1(R), on pose || X||2 = /¥, x7. Pour A € .%,(R), on note p(A) le rayon spectral de
A c’est-a-dire p(A) = Max{|A|, A € Sp(A)}.
Montrer que VA € .%,(R), |||A||l2 = p(A) ot |||A]|] = Sup { Il X € M1 (R)\ {0}}.

Correction V [005863]




Correction de ’exercice 1 A

1. * Soit P € E. Si on pose P = Y% a,X*, il existe n € N tel que Vk > n, ax = 0. Donc ||P||. =
Sup{) )<O) ke N} = Max{|ax|, 0 < k < n} existe dans R.
*VPEE,|P|e>0
*SOitPEE. ||Pll=0=VkeN, || <0=VkeN, ¢ty =0=P=0.
*Soient P € Eet A € R. ||AP|| = Max{|Aay|, 0 < k <n} =|A|Max{|ak|, 0 <k < n} = |A][|P]|c-
< lae| + [bi] < (1Pl +

1] et donc [|[P+ Qe < [|Plleo 4| Q|-

|| ||oo est une norme sur E.

(P) ]| = 1Rl= — 1. On en déduit que Sup { Bl p e E\ {0}}

1. Ceci montre tout 2 la fois que f est continue sur (E, || ||) et ||| f]|| = 1.

f est continue sur (E, || ||l) et [|[f]|| = 1.

Correction de I’exercice 2 A
(La linéarité de A est claire et de plus A est un endomorphisme de E car si u est une suite bornée, A(u) 1’est
encore. Plus précisément,)

Vue E,VneN, |[Au),| < uy| + |unsi1| < 2||ul| et donc Vu € E, ||A(u)||eo < 2||tt]|oo-

Ceci montre que A est continu sur E et |||A||| < 2. Ensuite, si u est la suite définie par Vn € N, u,, = (—1)" alors
u est un élément non nul de E tel que ||u||w = 1 et ||A(#)||ec = 2. En résumé,

-vue E\ {0}, 5= <o,

«Juck\ {0}, I3il= = o,
On en déduit que

A est continu sur (E, || ||-) et [||A]]] = 2.

(La linéarité de C est claire et C est un endomorphisme de E car si u est bornée, C(u) 1’est encore. Plus
précisément,)

Vue E,VneN, [(C(u)),| < ,,I?ZZ:O ||u||e = ||ut||o et donc Vu € E, ||C(u)]|co < ||t]]co-

Par suite 7 est continue sur E et |||T||| < 1. Ensuite, si u est la suite définie par Vn € N, u,, = 1 alors u est un
élément non nul de E tel que ||u|l« = 1 et ||C(u)||« = 1. En résumé,

«vue E\ {0}, IS, ‘|“ e 1,

- JueE\ {0}, [l = 1.
On en déduit que

C est continu sur (E, || [|) et |||C]|| = 1.

Correction de ’exercice 3 A




1. Soit f € E.

Tl = [ rse)ae= |

<[;(Arfanm)dx
<[ ([ 1ronar)as= [Tt as= sl

Ceci montre que Vf € E\ {0}, ”HT’fulll < 1. Ceci montre que 7 est continu sur (E, || ||1) et que |||T||| < L.

Pourn € Netx € [0,1], posons f,(x) = (1 —x)". Pourn € N,

fdt

—x n+1 1
fulli = Jy (1= de = [~ 0280 =

puis pour x € [0,1], T f,(x) = [ (1 —1)"dt = —7(1 = (1 —x)"*") et donc

IT fulls = Jo 1T fu(x)] dx = 5 fo (1= (1 =2 ) dx = L5 (1-.15) = L5

T”
On en déduit que Vn € N, |||T||| > > | ml —%.
En résumé, Vn € N, 775 <[||T||| < 1 et donc [[|T||| = 1.

T est continu sur (E, || [|1) et |||T]|| = 1.

2. Supposons qu’il existe f € E\ {0} tel que [|Tf|li = ||f]li- On en déduit que chaque inégalité écrite
au début de la question 1) est une égalité et en particulier fol (Jo If(@0)] dt)dx = fol (fol lf ()] dt) dx
ou encore ( JolF @) de = [31£@)] dt) dx = 0. Par suite, Vx € [0,1], [y [f(2)] dt — f{|f(1)| dt =0

(fonction continue, positive, d’intégrale nulle) puis en dérivant la derniére inégalité, Vx € [0,1], | f(x)| =0
et finalement f = 0. Ceci est une contradiction et donc |||T'||| n’est pas atteinte.

Correction de ’exercice 4 A
L application f est linéaire de (E,N) dans (R, | |). SoitA = (a; )i<i,j<n € E.

n

£ = [Tr(A)] < Y las

i—1

<f(imu><imm—

i=1

Ceci montre déja que f est continue sur (E,N) et que |||f]|| < n. De plus, si A =1, # 0, % = 1 =n. Donc

f est continue sur (E,N) et |||f]|| = n.

Correction de ’exercice 5 A

* VA = (aij)1<ij<n € Mp(R), [|A]le = Max{|a; |, 1 <i,j<n}.

Soient A = (ai,j)lgi,jgn et B= (bl}j)lél}jén' Posons AB = (Ci,j)lgi,jgn ol V(l,]) S [[l,nﬂz, Cij= ZZ:] Cl,'7kbk7j.
Pour (i, ) € [1,n]%,




leijl < Xizilaillbe | < Xy [|A ][ Bl = 7l[Al]eo|[ B oo,

.. AB||s
et donc, [|AB]e. < n|A | |[Bl|. Ainsi, V(A, B) € (.#4,(C)\{0})?, pitle <n.

De plus, pour Ag = By = (1)< = |Bole- = 1 puis [|AoBo||ee = [[nAo | = n et done p14e5=— =

n. Ceci montre que

sup { e (4,8) € (4(C)\ {0))7) =

En particulier, || ||. n’est pas une norme sous-multiplicative.
* VA = (ai ) 1<i,j<n € Mn(R), . Avec les notations précédentes,

= Zlgi,jgn ’ai,j

1Bl =Y leijl=) |Y aibr,

1<i,j<n 1<i,j<n [k=1
n
< Y ([ Xladlbejl | = Y, laixllbejl
1<i,j<n \k=1 1<i,jk<n

Y, laijllbeal = IAILIBIL-

1<i, jl<n
Donc V(A,B) € (.4,(R)\ {0})%, 48l _ <1
onc V(A,B) € (#,(R) > Tanen < L

De plus, pour Ag = By = Ej 1, on a AgB_E ; et donc % = 1. Ceci montre que

Sup { (2 (4,B) € (4,(C)\ {0} =1

En particulier, || ||; est une norme sous-multiplicative.

* VA = (aij)1<ij<n € Mn(R), [|All2 = /X< j<n a%j. Avec les notations précédentes,

2
n
1ABlf="Y ;=Y (Zaukbk,j>

1<i,j<n 1<i,j<n =
n n
< Y (Yai || Yot | (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
1<i,j<n \k= k=1

n n
= ) (Z“ik) (Zblzd) = ) “z‘%kblz,j:( ) aﬂ) ( ) blz.,j> = [lAll2[[Bll2
1<ig<n \k=1 =1 1<i, jkI<n 1<ik<n 1<j<n

AB
Done (4, B) € (.#(R) \ {0}, pafyfs < I
De plus, pour Ag = By = Ej 1, on a AgB_E ; et donc [AoBollz

TaolaTBols — 1. Ceci montre que

Sup { e (A.B) € (A(C)\ {0} =1

En particulier, || ||2 est une norme sous-multiplicative.

Correction de I’exercice 6 A

Une norme trois barres sur .#,(R) est nécessairement sous-multiplicative. L’exercice précédent montre qu’il
existe des normes sur .#,(R) qui ne sont pas sous-multiplicatives (par exemple || ||). Donc une norme sur
A, (R) n’est pas nécessairement une norme trois barres .




Correction de I’exercice 7 A
Soit N une norme sur .#,(R). D’apres I’exercice 5, || ||; est une norme sous-multiplicative.
Puisque .#,(IR) est un espace vectoriel de dimension finie sur R, N et || ||; sont des normes équivalentes. Par

suite, il existe deux réels strictement positifs o et 8 tels que o ||} <N < Bl ||1-
Pour (A,B) € (#,(R))?,

N(AB) < BlIABIi < BlAlliIIBI: < EN@A)N(B)

etle réel k = % est un réel strictement positif tel que V(A, B) € (.#,(R))?, N(AB) < kN(A)N(B).
Remarque. Le résultat précédent signifie que N’ = %N est une norme sous-multiplicative car pour (A,B) €

(Ma(R))?,

N'(AB) = ;N(AB) < sN(AIN(B) = IN(A)LN(B) = N'(A)N'(B).

Correction de ’exercice 8 A
Non, carsiA =E;; #0et B=E;, # 0 alors AB = 0 puis N(AB) < N(A)N(B).

Correction de I’exercice 9 A
* Pour H H1 Soient A = (ai’j)lgi’jgn € %H(R) puis X = (x,')lgign‘//ml(R).

M:

lAX ][ =

n
Z ai,jXj
]:

n
(Z \x1\> MaX{Zai,j\7 1 <J’<n} = Max{{[|Cjl1, 1 <j<n} x| X[,

i=1

I
—_

M:

1

en notant Cy,. .., C, les colonnes de la matrice A. Donc, VA € .#,(R), < Max{||Cj|li, 1 < j<n}.
Soit alors jo € [1,n] tel que ||Cj,|[1 = Max{||Cj||1, 1 < j < n}. On note X, le vecteur colonne dont toutes les
composantes sont nulles sauf la jp-eme qui est égale a 1. X est un vecteur non nul tel que

|AXo|[1 = X laijo| = Max {||Cj|[1, 1 < j < n} x [[Xol1.

En résumé,
(D) VX € A1 (R)\ {0}, I <Max )¢ 11, 1 < j < n},

(2) 3o € A1 (R)\ {0}, 1281 = Max {||c11, 1 < j < n}

On en déduit que VA € .7, (R), |||A]||i =Max {||C;||, 1 < j <n}.
* Pour || ||e. Soient A = (a; ;) 1<i,j<n € #n(R) puis X = (x, )1\1 ntln 1 (R). Pour i € [1,n],

n
Y %)

=1

MaX{Zlaz,ﬂl S }”X|°°—Max{|Lk||l7 <k <n} x[|IX]|e,

j=1

|(AX);] =

n n
< Z |ai jl|x;| < (Z |ai,j|> [1X ]
. ~

ennotant Ly,..., L, les lignes de la matrice A. Donc, VA € .#,(R), |||A|||.. <Max{||L;||;, I <i<n}.



Soit alors iy € [1,n] tel que ||L,||1 = Max{||Li||1, | <i<n}. On pose Xo = (&) <icy OU V) € [1,n], & estun

élément de {—1,1} tel que a;, j = €;|a;, j| (par exemple, €; = | siaj, j#0etegj=1sia;;=1).

,lgign}

n
=Y laijl = |ILi It = Max{|[Li[}1, 1 <i < n} x || Xo|eo.
=

_\a

n
Z ai j€j
j=1
n
2 Z Ay, j€j
j=1

|AX0|ee = Max{

En résumé,

(D) VX € 4,1 (R)\ {0}, 1= < Max {||Lilly, 1 <i < n},

(@) I € A1 (R)\ {0}, 128= > Max {||Lifls, 1 < i< n}.

On en déduit que VA € #,(R), = Max {||Li|1, 1 <j<n}.

Ainsi, en notant Cy,..., C, et Ly,. .., L, respectivement les colonnes et les lignes d’une matrice A,

VA € A, (R), |||A][l; = Max{||Cj[l1, 1 < j <n} et|||A][|l. = Max{||Lil[1, 1 <i<n}.

Correction de I’exercice 10 A
Soit D = diag(?t,-)lg,-gn S @n(R). Pour X = (x,-)lg,-gn S %ml(R),

IDX 2 = /Ty 233 < \/(p(D)2 XL, 22 = p(D)

De plus, si A est une valeur propre de D telle que |A| = p(D) et Xy est un vecteur propre associé, alors
[1DXol[2 = [[AXol[2 = |A[[|Xo[l2 = p (D) ][ Xoll2-

En résumé

(D)X € .4, (R)\ {0}, IZXE < p(D),

@) Iy € A1 (R)\ {0}, 15542 = p(D).

On en déduit que VD € Z,(R), =p(D).

Soit alors A € .7, (R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) et D = diag(A;)1<i<n € Zn(R) tel que
A =PD'P. De plus p(A) = p(D). Pour X € .#,,(R),

|AX ]2 = [|[PD'PX|
= [D('PX)||2 (car P € On(R) = VY € M1 (R), [[PY[]2 = [|Y]]2)
= ||DX’||; ot on a posé X' ="PX.

Maintenant I’application X — 'PX = X’ est une permutation de ./, ; (R) car la matrice ' P est inversible et donc
X décrit A, (R) si et seulement si X’ décrit .7, | (R). De plus, pour tout vecteur colonne X, || X'||> = ||"PX||> =

|X||2. On en déduit que { Hf;fu\iz? X e M1 (R)\ {0}} = { Hﬁ?{[‘!z, X' e M1 (R)\ {0}} et en particulier,

[[lAlll2 = [[IDlll2 = p(D) = p(A).

VA € .7,(R),

- Sup{ Il X € ua(R) {0}} = p(A).

Remarque. L’ application A — p(A) est donc une norme sur .#,(R) et de plus cette norme est sous-multiplicative.




