Exo7

Séries de Fourier

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

1. Soit f la fonction définie sur R, 277-périodique et impaire telle que Vx € |0, 5 [, f(x) = sin (). Déterminer
f(x) pour tout réel x.

2. Soit f la fonction définie sur R, 27-périodique et paire telle que Vx € [O, %] , f(x) =sin (%) Déterminer
f(x) pour tout réel x.

Correction V [005781]
Exercice 2

Développer en série de FOURIER les fonctions suivantes puis déterminer la valeur des sommes indiquées :

1) (**) f : R — R 2z-périodique paire telle que Vx € [0, 7], f(x) =1 — 2x . En déduire ¥,/ Znil)z, = n%
et Z;:l n%

2) (¥%) f : R—R 27t—périodique impaire telle que Vx € [0, 7], f(x) = x(7 —x). En déduire Y, 2;)1)3,

o0

n=0 (2n+1 (2n+1)8 et Z’n 1 n6

3) (**) f : R — R 27-périodique telle que Vx €] — 7, 7], f(x) = sin (3 ). En déduire ¥, (—1)" 22—
4) (¥FF) f R —> R 27c—péri0dique telle que Vx € [-m, x|, f(x) = ch(Ax) (A réel strictement positif donné).
En déduire ¥, A; 2:2 T e et TS m

5) (**) f : R — Rtelle que Vx € R, f(x) = sup(0, sinx). En déduire Zn | 5 4 —-

Correction V [005782]

Exercice 3 ***
Soita € C\ [-1,1].

1. (a) Développer en série trigonométrique la fonction f : ¢ +— m (utiliser la racine de plus petit

module, notée b, de I’équation Z—az+1= 0).

(b) La série obtenue est-elle la série de FOURIER de f ?

2. Déduire de 1) la valeur des intégrales I, = [F <" g n € N.

0 a—cost

Correction V¥ [005783]

Exercice 4 *** |
(un développement en série de fonctions de

W et cotan(7z)).

Soit & € C\ Z. Soit f I’application de R dans C, 2x-périodique telles que Vx € [—m, 7], f(x) = cos(ax).

1. Développer la fonction f en série de FOURIER.

2. En déduire que pour tout z € C\ Z,
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T _1 doo ¢ 1\n_2z _1 Foo 2z
sz — 2T po1 (—1)"' %5 et meotan(7z) = - + Y, 7 27

Correction V [005784]

Exercice 5 **

Développer en série de FOURIER la fonction f : x — x—E(x) — 5.
Correction ¥ [005785]




Correction de ’exercice 1 A

1. * Puisque f est impaire, f(0) = 0. Puisque f est impaire et 27-périodique, —f () = f(—7) =

donc f(m)
Finalement, Vk € Z, f (k) = 0.

Soit x €]

f(x)=sin(3).

Soit x € R\ nZ. 1l existe k € Z tel que —m < x — 2kmw < 7 et puisque f est 27w-périodique, f(x)
f(x—2km) =sin (=22) = (—1)*sin (3). Deplus, — T <x—2kw < T=k < SR <k+letk=E

= 0. Puisque f est 2x-périodique, pour k € Z, f(2k)

— m,0[. Puisque f est impaire, f(x)

=f(0)=0et f((2k+1)7) = f(7

= —f(—x) = —sin (—%) = sin (%) et donc Vx €]

Vx e R, f(x)

{

2. ¢ Soit x € [—m,0].

flx)= sin(%‘).

Soit x € R. Tl existe k € Z tel que —7 < x —2km < 7 et puisque f est 27-périodique, f(x)

in (|27,

Osix e nZ

Puisque f est paire, f(x)

(=1)*sin (§) ouk=E (3F) six ¢ 1Z °

Vx €R, f(x) =sin (|5 —kn|) ouk =E (3£Z).

2r

= f(—x) =sin(—3%) = sin(|3|) et donc Vx € [—

f(m) et
) =0.

— 7,7,

x+7m

5.

T, 7|,

= f(x—2km) =

Correction de ’exercice 2 A

1. La fonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients

de FOURIER.
1
l [l _273- Il [l _7|T [l /\ [l |7T [l ] |27T [l Il
8 1 —6 -5 -3 <2 -1 1\2\3/567\8\
14
Puisque f est paire, Vn € N*, b, (f) = 0 puis pour n € N, a,(f) = Z [ (1 — £) cos(nx) dx

Par suite, ao(f) = 0 puis pour n € N¥,

i =3 ([0-3) =]

4-(-1")

n2m?

T
e sinn) dn) = [~ =

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R. D’aprés le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. Par suite, pour tout réel x,

flx)= # "’Z::l (an

(f)cos(nx) + b, (f)sin(nx)) =

4y 12CLF

cos(nx) =

VxR, f(x) =2

Z+o<) cos((2n+1)x)
n? (2n+1)?

Z+oo cos((2p+1)x)
n? (2p+1)?



. . oo 2 . v
L égalité £(0) = 1 fournit /=, m = % Ensuite, si § = e n%, on a

2

S=L. oG iy = ¥ F

FNTA

B

2 2
etdoncS:%x”—:”—

8 6

D’autre part, puisque f est continue par morceaux sur R et 27-périodique, la formule de PARSEVAL
2

fournit % + 557 (an()* 4 (Ba(£))?) = L [T (f(x))? dx et donc

n=1

64 vt 1 2 20\ 2 1 2\31" _ 2
P ::0(2n+1)4zﬁf0n(1_l) dx:[_é(l_l)}ozé

o 1 _ 2,1t _ i -1
etdonc ) =, ) =3 X 63 = % Enfin, si on pose § = 7,

R u 1 +oo 1 _ = S
S =X050 @ Tt Gy = 96 T i

_16 . _ ot
etdoncS—Ex%—%.

. La fonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients
de FOURIER.

3__
2__
1__
[l [l 7IT [l [l [l [l [l I2 [l
-5 —4 3 -2 -1 1 2 3 4 3 6 7
L9 1
34

Puisque f est impaire, Vn € N, a,,(f) = 0 puis pour n € N*,

ba(f) = i_/oﬂx(ir—x) sin(rnx) dx = % ([x(ir—x)_corsl(nx)]:+:l/oﬂ(n—2x) cos(nx) dx>
= % ([(E—Zx)mlim)]:Jri/oﬂsin(nx) dx) = % [—cosinx)}: _4d _’13(;1)n).

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’apres le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. Par suite, pour tout réel x,

4



(@) = 5 4+ 31 (an(f) cos(nx) + b (f) sin(nx)) = £ £, 5 sin () = £y SR,

Vx e R, f(x) = S, S,

., , 2 . (e}
L égalité f (5) = % fournit ¥, (— 2 Ensuite, puisque f est continue par morceaux sur R

n 1
1) (2n+l)
et 2m-périodique, laformuledePARSEVALfourmt( ()) + X (an (1)) + ba(£)H) = L [T (f(x))? dx

n=1
et donc

Gyt L _ 2w 2 N U0 E S s TS L g B R A

72 Ln=0 (2ng1)5 — wJo X (m—x)? dx= 2 |n°5 =283 +75 0—2” (3 2+5)—15
et donc Y% R N M Enfin, si on pose S = =,
2n+1) 64 15 — 960" p = 5>

_ S
§= Z 2n+l°+z )6_977:@—1_67’

6 6
T
etdonc S = 3 X 960 545+

(1) s = Ty Iyt L=
n=0 @nt1) — 320 Ln=1 2y 1)6 — 960 St Ln=176 = 945

. La fonction f est continue par morceaux sur R et 27z-périodique. On peut donc calculer ses coefficients
de FOURIER.

La fonction f a mémes coefficients de FOURIER que la fonction g définie sur R, impaire et 27-périodique
telle que Vx € 0,5 [, g(x) = 0. Donc Vn € N, a,(f) = 0 puis pour n € N*,

bn(f):i/oﬂsin(;>sin(nx)dx:71r/0ﬂ (Cos<<n;>x> cos< n+;>x>>dx

1 [sin((n—;)x) B sin((n—i-;)x)]n _ 1 (_(_1)" (_1)">

T A S S
LDt 2 (-1 8
A N e

La fonction f est 27-périodique et de classe C! par morceaux sur R. D’apres le théoreme de DIRICHLET,
la série de FOURIER de f converge en tout réel x et a pour somme 5 ( f(x*)+ f(x7). En particulier,



Vx €] — 7, 7], sin (

Légalité f(5) = \1[ fournit

I __ 8yfeo ~ 8 2p+1 8 2p+1
N A no(—1)" gy sin (nF) = 7 Ly 042pi1)2 psin((2p+1)5) = Z o(= )p16p£»1p+3’

o0 2n+1 _ .z

n:O(* ) 16n2+16n+3 ~— 82"

. f est 2m-périodique, continue par morceaux sur R et paire. Pour n € N*, b,(f) = 0 puis pour n € N,
an(f) = £ |7, ch(Ax)cos(nx) dx.

1ere solution. Soit n € N.

ay(f) = lRe / ch(Ax)e™ dx | = iRe / X gy [ AKX gy
T - 2n - -
1 (A+in)m _ ,—(A+in)w (—A+in)m _ ,—(—A+in)w 1) 72sh _2sh
_ Re(e “em e e (—1) Re< sh(Am) | —2s (M))

o “A+tin ~om A +in A +in
(—1)"sh(A7) A—in  A+in\ 2Ash(Am) (1)
T Re 12+n2+12+n2 - T A2

2eme solution. Une double intégration par parties fournit

T

T n
1 cos(nx)} _n+z 1 7).

(eﬁymu;<pgmmmr[;ﬁ@@mwmw»

—1)"s n?
Ao 2

T

2(—1)"sh(Ax 2 2Ash(Am)  (=1)"
etdochnEN,an(f):( );L;( )anﬁkzz gn( )Xn(2+/)12‘

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’apres le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. On en déduit que

Vx €R, f(x) =2 %r ) 4 Mgh(l” Zn ] n2+]/’)LnZ cos(nx).

2 sh(AT) poo (—1)"

L égalité £(0) = 1 fournit 1 = L 4 AT ytes (LY o donc
foo (=) | _ shAm)) _ z(sh(Am)—7d)
el A2 = sham \L T A ) = 2227sh(A7)
et I’égalité f(m) = ch(A ) fournit
o 1 sh(An)\ _ Amch(Am)—sh(Ax)
:l_=1 n2+A2 7 21 sljlr(ln') (Ch(?tﬂ') == Aw ) - C27Lzsh(2.§7r)

" sh(aa singux) dx) _1 (HS}‘(M) w2 " sh(Ax) sin(n) dx)



1 _ Amch(Axm)—sh(Ax)

" T +oo
VA >0,1,5 1n2+az = 2] St onm1 527 = T 2A%sh(Ra)

)2
La fonction f est 2z-périodique, continue par morceaux sur R. L’égalité de PARSEVAL s’écrit % +

= ((an())*+ (ba(f))?) = £ [T (f(x))? dx avec

* TR ()2 dx = [Tpeh? (A de= [T SEE de= 14 HETE

T

(217:) _ 2sh*(Am) | 4A%sh’(A7)

etdonc 1+ 2 T = (/12 e puis
+oo 1 . 2 14 (ZM:) _ 2sh’(Am)\ _ 27°A%+mAsh(2Am)—4A%sh*(Ax)
n=1 (A24+n?)> " 4)2sh’(Ar) A2 - 8A4sh?(Am)
_ m*A’+mAch(Am)sh(An)—2A%sh?(Ax)
VA >0,%,% )l2+n2) = 422sh2(A) :

5. La fonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients
de FOURIER.

Soitn € N.

an(f) = 1/7r sup(sinx,0) cos(nx) dx = ;/On sinxcos(nx) dx = 217t/0ﬂ sin((n+ 1)x) —sin((n— 1)x) dx

VA
5 Jo sin(2x) dxsin =1 ﬁ[_coszﬁ}”sinzl
= 1 _cos((n+l)x)+cos((n—l)x) T Sin;él = | (,1)n+1,01 (-1 1—1 .
2 n+1 n—1 0 2 <_ T ) sin |
{ Osin=1
= 1+(-1)"
T
Soit n € N*,
1 /7 1 7 2 sin=1
bu(f) = E/o sinxsin(nx) dx = E/O (cos((n—1)x) —cos((n+1)x)) dx = { (2)3511:7& 1

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’apres le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. On en déduit que pour tout réel x



. i w 1
sup(smx,O):% 0 — %ZJ’ J}; b cos(nx) = % S — 2Zp i L 77 €08 (2px).

L égalité £(0) = 0 fournit £ — 2y 1 — = 0 et donc

T 1421

doo 1 1
n=142-1 — 2"

. 1 N 1 [ERENT 1 Ly 1
Remarque. Y% - T — = limy e 3 Yo (g7 — 2n+1) = limy e 5 (1 2N+1) =2

Correction de I’exercice 3 A

1. (a) Soita € C\[—1,1]. Pour tout réel ¢, a — cost # 0 et

1 2 —2¢

a—cost — 2a—e'—e~ T (e)2—2qel 41"

L’équation z> — 2az+ 1 = 0 admet deux solutions non nulles inverses I’une de ’autre. On note b la
solution de plus petit module de sorte que || < 1.

On ne peut avoir |b| = 1 car alors il existe 8 € R tel que b = ¢®. On en déduit que 2a = b+ % =
2cos 0 € [—2,2] puis que a € [—1,1] ce qui n’est pas. Donc |b| # 1. Plus précisément, puisque
|b| < ||, ona |b] < 1et|}|. En particulier, b # }.

Ensuite, pour |¢| < |b|, on a

I 2 b /b \_ 2 ( bt 1
a—cost (et — ) (et — %_b et —b et —1 ] 1-p2\1—be = 1—bet
_ 2b be ! " ﬂnt_’_zbn int (Car‘beit|:|b€7it‘=‘b’ < 1)

1-b2 )
2 ([ +1 —i(n+1)t 2b e A
— 1_b2 (n_o n zn +r§)bn int — 1 5 1+n;1bnelm+n;1bne int
2b
=T (1—1—221)%05 nt))

VieR

2 (142%, = b" cos(nt)).

> a— cost -

(b) Pour tout réel 1 € [—m, | et tout entier naturel non nul n, on a |b" cos(nt)| < |b|". Comme la série
numérique de terme général |b|" converge, on en déduit que la série de fonctions de terme général
t — b"cos(nt), n € N, converge normalement et donc uniformément sur le segment [—7, 7].

On sait alors que la série obtenue est la série de FOURIER de f.

2. Puisque la fonction f est paire, pour tout entier naturel n, a,(f) = 2 /¢ ZOSCZS - dt. Donc, pour tout entier
naturel zn (y compris pour n = 0),

7 cos(nt) dt — nan(f) 20
0 a—cost 1-b2

Finalement,



n+1
VneN, [Tt gy — "

a—cost 1-b

Correction de I’exercice 4 A

1. Soit & € C\ Z. La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R.
Donc la série de FOURIER de f converge vers f sur R d’apres le théoréme de DIRICHLET.

Puisque f est paire, Vn € N*, b, (f) = 0 puis pour n € N,

T T
aﬂﬂzi/cm@ﬂuﬂmﬂk:;/(wd@+®@+wﬁ@—@ﬂﬂx
0 0
1 [sm((a +n)x) N sin((a —n)x )] (car 0 ¢ Z)
T a+n a—n 0
_ 1 (sin((a+n)7 ) sin((a —n)m) 20tsm(oc7r)
o a+n a—n n(a?—n?)
Finalement,

Vo€ C\Z,Vx € [-r, 7], cos(ox) = % + w te(—1)" aff‘nz cos(nx).

2. Soitz e C\Z.

On prend ¢ = z et x = 0 dans la formule précédente et on obtient 1 =
(*). Maintenant,

sin(ﬂz)+s1n( 2) +oo( l)n 2z

174 T n=1 72—n2

sin(71z) = 0 < 5. (e — e ™) = 0 & €™ = ¢ ™ & 2™ = | & 2inz € 2inL < 7 € L.

Puisque z € C\ Z, sin(71z) # 0 et I'égalité () peut s’écrire £~ = LY (- )”Z22_Zn2

sin(7z)
iz

ST 3 pee “ etdonc zrcotan(nz) =

De méme, en prenant ¢ = z et x = 7T, on obtient cos(7z) = ) DU z2

- + Zn 1 22,n2

1yt 2
Sinfﬂz) = L4y (—1)" 2%, et meotan(rz) = L e M anZ

Correction de ’exercice 5 A
La fonction f est 1-périodique, continue par morceaux sur R. On peut donc calculer ses coefficients de
FOURIER.

1__

SN
VAV EE AN

-1 4+

fx)six¢ Z

0sixe? qui est impaire.

La fonction f a mémes coefficients de FOURIER que la fonction g : x — {

Donc, Vn € N, a,(f) = 0 puis pour n € N*



b 1/ ) < ) d —/01(2t1)sin(2n7rt) d

2t —1 wmt)]' 1 ! 1 1
= [_( ) cos(2nm >] +— | cos(2nmt) dt = <——> +0
2nm o NhmJo 2nwt 2nmw

La fonction f est de plus de classe C! par morceaux sur R et d’apres le théoreme de DIRICHLET, en tout réel
x, la série de FOURIER de f converge et a pour pour somme 1 (f(x*)+ f(x™)). En particulier,

:x—E(x) 1_ _ZJ,»oo sin(2nmx) '

2 nmw

Vx € R\Z, f(x)

Soit p € N*. Pour n € N*,

bu(fp) = 2/01f(pt)sin(2n7rt) dt = 2/0pf(u)sm <2n7ru> du

p/) P
2t —1 o)1t 1 ! 1 1
= _( ) cos(2nmt) +—/ cos(2nmt)dt = | ————=— ] +0
2nmw o Nn«Jo 2nw  2nw
_ 1
oam

Remarque. Soient p € N*etx € [0,1]\ {%, k € [0, p] } Alors px ¢ Z et donc

fp(x) = f(px) = Z+w m Z 1 bicp sin(2kmx)

0 51 k¢ pZ
ol Vk € N*, by, = { Lsikepz mais malheureusement, on ne peut pas récupérer ces coefficients car la

[7
série obtenue ne converge pas normalement.

V(p.g) € (N')2, Ji £ (x) fy(x) dox = POSDLPal)”
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