Exo7

Intégrales dépendant d’un parametre

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

Pour n € N* et x €]0, +oo[, on pose I,(x) = [, m

1. Calculer la dérivée de la fonction I, sur |0, 4-oo].

2. En déduire la valeur de [, ﬁ dt.

Correction V [005765]

Exercice 2 *** [ (tres long) Intégrale de POISSON
Pour x € R, on pose F(x) = [ In(1—2xcos 0 +x?) d6.

1. (a) Montrer que F est paire, définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—1, 1}. Préciser une expression
de F'(x) sous forme intégrale.

(b) Calculer F'(x).
(c) Déterminer limy_, ;o (F (x) —4mlnx).
(d) En déduire F(x) pour tout réel x.

2. (a) Quand x €] — 1, 1], retrouver ce résultat en écrivant d’abord In(x*> — 2xcos 6 4 1) comme somme

d’une série (commencer par dériver la fonction de 0).
(b) Déterminer une relation entre F(x) et F (1) et en déduire F(x) pour tout réel x.

Correction V¥ [005766]

Exercice 3 ** I Un calcul de I'intégrale de GAUSS I = [/ e~ dt

1 e”‘z(lﬂz)
Pour x € R, on pose F(x) = | 1+12

dt et G(x) = ( Xot’ dt)z.

1. Montrer que F est de classe C' sur R et préciser F’.
2. Montrer que G est de classe C! sur R et préciser G'.
3. Montrer que la fonction F + G est constante sur R.
4. Déterminer limy,_, 4o, F(x).

5. En déduire 1.

Correction V¥ [005767]

Exercice 4 ***
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. (oo} — 2 oo p— 2
Existence et calcul de [, e~ ch(tx) dt (on admettra que [, e™" dt = @).
Correction ¥ [005768]

Exercice 5 ***

Existence et calcul de 01 %t" dt.
Correction V¥ [005769]

Exercice 6 **** [ (trés long)

Montrer que pour tout réel x strictement positif, [ 3 ;2 dt = [ % dt et en déduire [, “‘%’ dt (indication

: trouver une équation différentielle du second ordre vérifiée par ces deux fonctions).
Correction ¥ [005770]

Exercice 7 ** I (Produit de convolution)

1. Soient f et g deux fonctions définies sur R, continues et T-périodiques (7" réel strictement positif). Pour
x € R, on pose

frgl0) = Jy flx—1)g(t) dr.

Montrer que la fonction f * g est définie sur R, continue et 7T-périodique.

2. x est donc une loi interne sur E, 1’espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R et 7'-
périodiques. Montrer que cette loi est commutative.

Correction V [005771]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit n € N*. Soient a et A deux réels tels que 0 < a < A. On considére F, : [a,A| xR — R

(x,1) = m

* Pour chaque x de [a,A], 1a fonction 7 — F;(x,#) est continue par morceaux et intégrable sur [0, 40| car
Fi(x,t) ~ -5 >0avec2n> 1.
t—

oo 17
* La fonction F, est admet sur [a,A] X [0, +oo[ une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x
définie par :

V(x,1) € [a,A] x [0, +oo[, % (x,1) = e

12+x2)n+l .

De plus,

- pour chaque x € [a,A], la fonction 7 — %2’ (x,1) est continue par morceaux sur [0, +oo],

-pour chaque 7 € [0, +eo, la fonction x — %i" (x,1) est continue sur [a,A],

-pour chaque (x,?) € [a,A] x [0, +oo],

JF, _ —
0| e < el 50

ou la fonction @ est continue par morceaux et intégrable sur [0, 4-oo[ car négligeable devant l% quand ¢
tend vers oo,

D’apres le théoréme de dérivation des intégrales a parametres (théoréme de LEIBNIZ), la fonction 7, est
de classe C' sur [a,A] et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour
tous réels a et A tels que 0 < a < A, on a montré que la fonction 7, est de classe C' sur |0, +oo| et que

Vx > 0, I,/l(x) = —2I’leo+°o m dl = —2nx]n+1(x).

Vn e N*, I (x) = —2nxl, 41 (x).

2. Pourx > 0,0nal(x) = [Larctan (L)];oo = Z. Ensuite, L (x) = —5-1{ (x) = % puis 3(x) = — -5 (x) =
_3

X
3n T
o5 etdonc I3(1) = 7.

o 1 _ 3z
Jo GES)E dt = 1¢.

Correction de ’exercice 2 A

1. (a) Parité de F. Soit x un réel du domaine de définition de F. En posant t = 6 + 7, on obtient

T 2m
F(x)= [ In(x*—2xcos@+1) d@z/ In(x* +2xcost + 1) dr
0

-

T
= [ In(x?42xcost+ 1) dr (par 27-périodicité)
—T
T
= In((—x)? —2(—x)cost + 1) dt = F(—x).

-

Ainsi, pour tout réel x, F(x) existe si et seulement si F(—x) existe et de plus F(x) = F(—x).



Définition de F. Soit x € [0, +oo[. Pour tout réel 6 € [—m, 7],
x? —2xc0s@ +1 = (x—cosB)*+ (sin@)?> = ‘x—eie‘z > 0.

De plus,

x—e?|=0& ¢ =xx=1et6 =0. Par suite,

*si x # 1, la fonction 6 +— x> — 2xcos 6 + 1 est continue sur le segment [0, 7] et donc intégrable sur
ce segment.

« si x = 1, pour tout réel 6 € [—7m, 7] on a x> —2xcosO + 1 =2 —2cos O = 4sin’ % La fonction
0 — In (4 sin’ g)

est continue sur [—,0[U]0, 7] et quand 6 tend vers 0

In (4sin® %) =2In2+2In|sin§| ~2In|%| ~2In|6| =0 (\ﬁﬁ)

On en déduit que la fonction 6 — In (4sin? $) est intégrable sur [—7, 7] et donc que F(1) existe.
Finalement, F' est définie sur [0, +oo[ et par parité

F est définie sur R. '

Remarque. Par parité de la fonction 8 — In(x? —2xcos @ + 1), pour tout réel x, on a encore F(x) =
2 [ In(x> —2xcos O + 1) d6.
Continuité de F. SoitA > 1. Soit ® : [0,A]x]0,x] — R .
(x,0) —  In(x> —2xcos O+ 1)
* Pour chaque x € [0,A], la fonction 6 — ®(x, 6) est continue par morceaux sur |0, 7].

* Pour chaque 6 €]0, 7], 1a fonction x — ®(x, 0) est continue par morceaux sur [0,A].
* Pour chaque (x, 0) € RT x]0, 7], puisque x> —2xcos 0 + 1 = (x —cos 8)* 4 (sinH)?,

|®(x,0)] < Max{|In(0* —Ocos 6 + 1),
= Max{2|In(|sin0])|,

In(cos® 6 —2cos O cos O + 1)’ , |ln(A2 —2Acos 6 + 1)|}
In(A* —2Acos 6 +1)|} = ¢(0).

On a vu que la fonction f : 6 — 2|In(|sin 6|)| est intégrable sur |0, 7] et d’autre part, la fonction
fo  6|In(A% —2Acos 6 + 1)| est intégrable sur [0,7] et donc sur ]0, 7] car continue sur [0,7].
Puisque ¢ = %( fi+ fa+|fi — f2]), on en déduit que la fonction ¢ est continue par morceaux et
intégrable sur |0, 7).

D’apres le théoréme de continuité des intégrales a parametres, la fonction F est continue sur [0,A]
et ceci pour tout A > 1. Par suite, la fonction F est continue sur R puis par parité,

la fonction F est continue sur R. '

Dérivabilité de F. Soient A €]0,1[ puis ® : [-A,A] x[0,n] — R .

(x,0) +—  In(x* —2xcos O+ 1)
* Pour chaque x € [—A,A], la fonction 6 — ®(x,0) est continue sur le segment [0, 7] et donc
intégrable sur ce segment.

* La fonction @ admet sur [—A,A] x [0, 7] une dérivée partielle par rapport a sa premiere variable x
définie par

V(x.0) € [-A.A] x [0,7], §2(x,0) = 2k

De plus,

- pour chaque x € [—A,A], la fonction 6 — %—f(x, 0) est continue par morceaux sur [0, 7],
- pour chaque 6 € [0, 7], la fonction x — %—f(x, 0) est continue sur [—A,A],

- pour chaque (x,0) € [-A,A] x [0, 7],



(b)

(x 9)’ 2|x—cos 0| < 4 (P(9)

—e®F N JA-If

La derniere inégalité écrite est claire géométriquement :

e La plus courte distance d’un point du
segment [—A, A] au cercle trigonométrique
est la distance de A a 1.
; }
A—A j

De plus, la fonction constante ¢ est intégrable sur le segment [0, ].
D’apres le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction F est de classe C! sur
[—A,A] et sa dérivée s’ obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout A €]0, 1],

F est de classe C' sur | — 1,1 et Vx €] — 1,1], F'(x) = 4%7% d6. La démarche est

analogue sur | — oo, —1[ et sur |1, 4-oo[ et finalement F est de classe C' sur R\ {—1,1} et

Vx € R\{—1,1}, F'(x) =4 [ 520 __ 46

Calcul de F'(x). Soitx € R\ {—1,1}. On pose t = tan (). On a donc cos 6 = ifii etdd = %.
On obtient

-2
() 4/” x—cosbf 8/+°° 1+§2 dt
X) = =
0 x2_2xcos0+1 }+§§+1 1422
8/+°° (1+12)x—(1—t2)
N (1+12)x2 —2x(1 —12) + (1 +12)) (1 +12)

B (x+1)t2 +(x—1)
_8/0 G+ 122+ = 1) (1 +22)

dt

Pour tout réel ¢,
(P )P (P4 1) = (= 520) (4550 (= ) e+

Deplus j:)C+1 j:1<:>§+} -1 x=0.

F'(0) =4 [;(—cosB) do = 0.

* Si x # 0, les poles de la fraction rationnelle T (et e+ (x—1)

x+1)224+(x—1)2)(1+42)
décomposition en éléments simples de cette fraction s’écrit

sont simples et par parité, la

(PO e a4 b b
(122 =)D (147) 7 =it it =i D
avec
2
D)) e a1 - D+ 1)?
- —1\2\ 9 _ 2 _(y—1)2
(X+1)2(2lm) (1_(ﬁ)> 2ix+D(x—D((x+1)2—=(x—1)?)
2= 1
C2i(x2—1)(4x)  4ix’
et



(©

(d)

(@)

Donc

(x4 D)2+ (x—1) 2( 1 1 1 1 )

== - o
(122 + (x—D2)(1+12)  ix \r—i o+ =i t+i

1

2 2ty L2 _4 21 N
Cix t2+(§)2 2+ ) x \(x+1)22 4+ (x—1)2

x+1

3 ; x—1
Ensuite, en notant € le signe de 7

4 [t x2—=1 1
F' :—/ dt
=2 <(x—|—l)2t2—|—(x—l)2+t2—|—l)

oo

41 x2-1 1 . t 4(8+1)

= ﬁjarcan i = —
(x+1) = = o X

X

o1

Par suite, si x €] — 1, 1[, F'(x) = 0 et si x €] — oo, — 1[U]1, +oo, F'(x) = 4Z,

vx € R\ {-1,1}, F’(X)Z{ (j;isff]e]_li[_uu]l Foof

X

Soit x > 1.

241

F(x) —4min(x) = [T In(x* —2xcos 0 + 1) dO — [T In(x*) d6 = [T In (1 —2cosO+ %) db =

F(b)

Par suite, lim,_, yo(F (x) —471n(x)) = lim,_, ;o F () = lim, o F (y) = F(0) = 0 par continuité de

FenO.

limy., + o0 (F(x) — 47 In(x)) = 0.

* F est continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1] de dérivée nulle sur | — 1, 1[. Donc la fonction F

est constante sur I'intervalle [—1, 1]. Par suite, pour tout réel x € [—1,1], F(x) = F(0) = 0.

« F est dérivable sur |1,+oo[ et Vx > 1, F/(x) = *Z. Donc il existe C € R tel que Vx > 1, F(x) =

4nlnx+C avec C =lim,_, ;o(F (x) —4mwInx) = 0. Donc Vx > 1, F(x) = 4xlnx.
*Six< —1,F(x) =F(—x) =4rln(—x) = 4mln|x|.

Osixe[—1,1]
4rln(|x|) six €] — oo, —1[U]1,4oo]

Vx € R, [ In(x* —2xcos0+1)dO = {

Soit x €] — 1,1[. Pour 6 € [~7, 7], on pose f(8) = In(x> — 2xcos O + 1). Puisque V6 € [, 7],

x? —2xcos @ + 1 > 0 (voir 1)), f est dérivable sur [, 7] et pour 8 € [—7, 7],

(6) = 2xsin @ 1 e e 1 N 1
x2—2xcos0+1 i\x—e® x—ei® i 1—xe 0 1 —xel
_ 1 f n in6 Ry —in0 0 —i0) __
=- x'e"? — Y X'e (car |xe'”| = |xe™ 7| = |x| < 1)
l n=0 n=0

~+oo
=2 Z sin(n@)x".

n=1

)



Soit 6 € [—m, 7]. I désigne Iintervalle [0, 8] ou [8,0] suivant que 6 soit positif ou négatif.

Pour n € N* et r € I, posons g,(t) = 2sin(nt)x". Pour tout n € N* et tout r € I, on a |f,,(¢)| < |x|".
Comme |x|" est le terme général d’une série numérique convergente, la série de fonctions de terme
général f,, n € N*, converge normalement et donc uniformément sur le segment /. D’apres le
théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, on peut écrire

0 +oo [*]
f(8) :f(0)+/0 f'(t) dt =21n(1 —x) + sz"/o sin(nt) dt
o n o0

:2(—+Z:X+Z(1—cos(n9 xn) :—22 cos(n

n

Vxel-1,1[,V0 € [-m, 7], 1I1(X2—2XCOSQ—|— 1) = _2Z+oo cos(n x”.

Soit x €] — 1,1[. Pour n € N* et 6 € [—m, 7],
intégrer terme a terme et on obtient

0 .
%xn‘ < |x[". Comme précédemment, on peut

F(x)= 2% % [T cos(nf) d6 =0.

Vx €] —1,1], ", In(x* —2xcos 0 + 1) d6 = 0.

(b) Soit x € R*.

1 T 2 1 T
F <) :/ In <1—0059+2> de :/ (In(1 —2xcos 8 +x?) —In(x?)) d@ = —4xIn|x| + F(x).
X X -7

X -7

VxR F (1) = —4xn|x|+ F(x)

Soit x > 1. Puisque 1 €]0,1[, F(x) =4xlnx+F (1) = 4xInx. On retrouve alors les résultats du 1).

Correction de I’exercice 3 A

1. SoitA >0. Soit ® : [-A,A]x[0,1] — R
e (1+2)

(x,1) — T

* Pour chaque x de [—A,A], la fonction ¢ — F(x,) est continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable
sur ce segment.

* La fonction @ admet sur [—A,A] x [0, 1] une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x définie
par:

V(x,1) € [-A,A] x [0,1], 22 (x,1) = —2xe ¥ (1),

De plus,

- pour chaque x € [—A,A], la fonction ¢ — ‘?;b (x,) est continue par morceaux sur le segment [0, 1],

- pour chaque 7 € [0, 1], 1a fonction x — %‘D (x,1) est continue par morceaux sur R,

f( ,t)’ < 2A = ¢(t), la fonction ¢ étant continue et donc

- pour chaque (x,7) € [-A,A] x [0,1],
intégrable sur le




segment [0, 1].
D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (théoreme de LEIBNIZ), la fonction F est

de classe C! sur [—A,A] et sa dérivée s’ obtient en dérivant sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout
A >0, F estde classe C! sur R et

VxR, F/(x) = —2x [ e () gy,

2. La fonction x — ¢ est continue sur R. On en déduit que la fonction x — [i e dt est de classe C' sur
R. Il en est de méme de la fonction G et pour tout réel x,

G (x) =2¢ Io e dt.

3. Soit x € R*. En posant u = xt, on obtient
F'(x) = —2xf1 —2(141%) gp — =¥ Jo e xdt = —¢= fge_”z du=—G'(x),

cette égalité restant vraie quand x = 0 par continuité des fonctions F’ et G’ sur R.
. 1
Ainsi, F'+ G =0 etdonc Vx € R, F(x) + G(x) = F(0) + G(0) = [, ﬁ dt=1%

Vx € R, F(x) + G(x) = Z.

4. Pour x € R,

1 —x l+t2) _
| ( )| - € ]+12 dt x fo ]+[2 dt T2

et puisque lim,_, 4o = i =0, on a montré que

limy_y o0 F(x) = 0.

5. Pourx>0,ona [ e dt > 0 et donc d’apres la question 3),

Jyedt = /G(x) = \/E—F(x).

La question 4) permet alors d’affirmer que lim,_, 1 G(x) = 4 et donc que

Jo 7 e di = YF.

Correction de I’exercice 4 A

Soitx € R. La fonction 7 — ¢~ ch(rx) est continue sur [0, +-oo[. Quand 7 tend vers +oo, e "’ ch(rx) = %(e*ﬂ*”ﬂ—
et )=o0 (t%) d’apreés un théoréme de croissances comparées et donc la fonction ¢ — e’ ’ ch(zx) est intégrable
sur [0, 4-oo[. Pour x € R, on peut poser f(x) = fo+°°e_t2 ch(tx) dr.
Calcul de f(x). SoitA > 0. Onpose ® : [—A,A] X [0,4e] — R

(x,1) — e ch(tx)
« Pour chaque x € [—A,AJ, la fonction # — e~ ch(tx) est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo.
* La fonction @ admet sur [—A,A] X [0, +oo[ une dérivée partielle par rapport a sa premiere variable définie par



V(x,1) € [~A,A] X [0, +-o0[, &2 (x,1) =t~ sh(rx).

De plus,
- pour chaque x € [—A,A], la fonction ¢ — %q’ (x,1) est continue par morceaux sur [0, +oo,
-pour chaque ¢ € [0, oo, la fonction x %‘b( x,t) est continue sur [—A,A],

- pour chaque (x,7) € [—A,A] x [0, +oo],
|32 (x,)| = re " sh(r2)] < re = shirlA]) = (o)

La fonction ¢ est continue par morceaux sur [0, 40| et intégrable sur [0, +oo[ car négligeable devant 5> quand
t tend vers oo,

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (théoréme de LEIBNIZ), la fonction f est de
classe C! sur [—A,A] et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel
A > 0, la fonction f est de classe C! sur R et

VxER, f'(x) = [ ~ sh(tx) dt.

. . . . . . . _ 42
Soit x € R. On effectue maintenant une intégration par parties. Soit A > 0. Les deux fonctions 7 — re™" et

t +— sh(tx) sont de classe C' sur le segment [0,A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on
obtient

Jitte " sh(tx) dt = [—%e*’ (tx)] + 5 e ch(tx) dr = —LeV sh(tA) + 4 [ e~ ch(1x) dt.

Quand A tend vers +co, on obtient f'(x) = [;"te ~* sh(tx) dt = 5l ® e ch(tx) dt = 5 f(x).
Ensuite, pour tout réel x, e*xz/“f’( )—5e " */4£(x) = 0 ou encore (e~ /4£)'(x) = 0. On en déduit que Vx € R,
e /A f(x) = £(0) = e dt = £ et donc que Vx € R, f(x) = @e"z/dﬂ

VxeR, [, = ¢t ch(tx) dt = @exz/“.

Correction de ’exercice 5 A

Soit x € R. La fonction ¢ — ‘=*#* est continue sur |0, 1[
Etude en 1. ’1; ~ 1x1l= 1 et donc la fonction ¢ + * tx se prolonge par continuité en 1. On en déduit que

t—1
la fonction ¢ — ;tx est 1ntegrable sur un voisinage de 1 a gauche.
Etude en 0. th avh _E > 0.
-six > -1, — h; ) o(t¥) et pulsque x> —1, la fonction ¢ — —t" est intégrable sur un voisinage de 0 a droite.
- si x < —1, la fonction # — —— domine la fonction = — ln - quand 7 tend vers O par valeurs supérieures.
Puisque la fonction — - est pos1t1ve et que fl/z ——— dt =In|In(x)| — In|In(1/2)| —>0 +oo, la fonction ¢

1111 - n’est pas intégrable sur un voisinage de 0. Il en est de méme de la fonction 7 — * tx

Flnalement la fonction 7 + * tx est intégrable sur |0, 1] si et seulement six > —1. Pour x > —1, on peut poser
FO0) = fy gt d.
Calcul de f(x). Soita > —1. Onpose P : [a,+e[%x]0,1[ — R
(x,1) -
« Pour chaque x € [a,+oc[, la fonction # — ‘=1#* est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1[.

* La fonction ¢ admet sur [a, +o0[x]0, 1] une derlvee partielle par rapport a sa premiere variable définie par :
V(x,1) € [a, +00[x]0, 1], 5B (x,1) = (£ — 1)i¥ = 1 — 1.

De plus,

- pour chaque x € [a, oo, la fonction ¢ — %q’ (x,1) est continue par morceaux sur |0, 1],
-pour chaque ¢ €]0, 1], la fonction x — %—x( x,t) est continue sur [a, 40|,

- pour chaque (x,?) € [a,+o0[x]0, 1],



2200)| = (1100 = 910,

La fonction ¢ est continue par morceaux sur |0, 1] et intégrable sur |0, 1] car a > —1.

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (théoréme de LEIBNIZ), la fonction f est de
classe C! sur [a, 40| et sa dérivée s’ obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel
a > —1, 1a fonction f est de classe C! sur | — 1, +oo[ et

1

1 x+2 x+1
Vx> =1 () = = rde= 55 -5 = -

Par suite, il existe C € R tel que Vx > —1, f(x) = (;‘ﬁ) +C (). Pour déterminer la constante C, on peut
utiliser le résultat de 1’exercice ?? : | ! = t] =1In2. On peut aussi obtenir directement la constante C sans
aucun calcul d’intégrale. Pour cela, determmons limy—, 4o f(x).

La fonction g : t — % est continue sur le segment |0, 1], prolongeable par continuité en 0 et en 1 en posant
g(0) =0cet g(1) = 1. On en déduit que cette fonction est bornée sur I’intervalle |0, 1| (car son prolongement
est une fonction continue sur un segment).

Soit M un majorant de la fonction |g| sur |0, 1[. Pourx > —1, on a

lg(x)| <M Jy ot dr = J.

Ceci montre que lim,_, ;. f(x) = 0 et en passant a la limite quand x tend vers +oo dans 1’égalité (), on obtient
C = 0. On a donc montré que

Va>—1, fo St dr =1n (£2).

On retrouve en particulier fol % dt =In2.

Correction de I’exercice 6 A

+°° e X
1422

t tend vers —|—oo. Cette fonction est donc intégrable sur [0 +oo[. Donc ;™
et on pose Vx>0, f(x) = [; & . dr.

Existence de dt. Soitx > 0. La fonction t — {— > est continue sur [0, +oo[ et est dominée par }2 quand

e —1x
1412

dt existe pour tout réel positif x

1422
Continuité de f sur [0, + [ Soit @ : [0,400[x[0,4eo[ — R
(x.1) ~

* Pour chaque x € [0, +<[, la fonction 7 — ®(x,7) est continue par morceaux sur [0, 4.
* Pour chaque ¢ € [0, +oo[, 1a fonction x — ®(x,7) est continue sur [0, +oo].
* Pour chaque (x,7) € [0, 4o0[Xx [0, +oo],

|[@(x,1)| = {7 dr < 1352 = Po(0)-

De plus, la fonction ¢y est continue et intégrable sur [0, +oo[ car équivalente asz L quand ¢ tend vers +oo.
D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, f est continue sur [0, +oo].
Dérivée seconde de f. Soita > 0. Onpose P : [0,+oo[x[a,+o] — R
(x,7) =
En plus de ce qui précede, @ admet sur [a, +oo] X [0, 4-o0[ des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 définies par

—tx 2 2 ,—tx
V(x,1) € [a,+oo[x[0, o0, 2 (x,1) = — 13 et SR (x,1) = L4y
* Pour chaque x € [a,+oo], les fonctions 7 — %‘b( 1) ett— %(x,t) sont continues par morceaux sur [0, +oo].
* Pour chaque ¢ € [0, +oo[, les fonctions x %‘f( 1) etx— ‘%f(x,t) sont continues sur [a,+oo].

* Pour chaque (x,7) € [a,4oo[x 0, +oo],

32| =t < 2 = () et | B2 ()| =



De plus, les fonctions ¢ et ¢, sont continues par morceaux et intégrables sur [0, 4-oo[ car négligeables devant
,lz quand ¢ tend vers oo,

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, f est de classe C? sur [a, oo
et ses dérivées premicres et secondes s’ obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout
a >0, f est de classe C? sur |0, +oof et

oo 1x oo 2 ,—1x
Vx>0, f/(x) = [o ﬁtz dret f'(x) = [y 55 dt.

Equation différentielle vérifiée par f. Pour x > 0,

oo 12 o0 @IX o —tx
f”( )+f( ) + t]_t'_tZ dt+ N le_'_lZ dt:fo e [xdt: [—e i| :l.

Vx>0, f(x)+ f"(x) = 1.

Existence de f0+°° % dt. Six =0, I’exercice ??, 1) montre que f0+°° %‘” dt est une intégrale convergente.
Si x > 0, une intégration par parties fournit pour A > 0

A sint g cosA L 1 A cost
0 t+x T A+x + 0 (t+x)2 dt

cost

La fonction ¢ — (ra ©St continue sur [0, +oo| et est dominée par L quand  tend vers +oo. Cette fonction est

donc intégrable sur [0,+co[. On en déduit que la fonction A — f A Cog’ )7 dt a une limite réelle quand A tend

vers +oo et il en est de méme de la fonction A — fg\ ;lfr”

intégrale convergente. Pour x > 0, on peut donc poser g(x) = [ ;‘f:; dr.

Equation différentielle vérifiée par g. Pour x > 0, on pose u = x+¢. on obtient

dt. Ainsi, pour Chaque x € [0,+eo], [o" S dt est une

glx) = fo s gp = [ L(Z*X) du = cosx [ S gy —sinx [[77 €5 gy,
(car toutes les intégrales considérées sont convergentes). Maintenant, les fonctions ¢ : u+— 5% et 5 @ g s S
sont continues sur |0, o[ et admettent donc des primitives sur |0, 4oo[. On note C (respectlvement S) une
primitive de la fonction c (respectivement s) sur |0, +oo[). Pour tout réel x > 0, [, €4 gy = lim,_, 1o, C(t) —
C(x). On en déduit que la fonction x - [, 2% gy est de classe C! sur |0, 40|, de dérivée —c. De méme, la
fonction x — | X+°° % du est de classe C! sur |0, +oo[, de dérivée —s. Mais alors la fonction g est de classe C!
sur |0, 4o et pour tout réel x > 0,

, ) T ginu SINXCOS X T cosu CcosxsIinx
g (x) = —sinx —— du— ——— —cosx du+
x u X x u by
T cosu ) T sinu
= —Ccosx du—sinx — du.
X u X u

La fonction g’ est encore de classe C! sur ]0, +oo[ et pour tout réel x > 0,

, ) T cosu cos?x T sinu sin® x
g (x) = sinx du+ —CosX du+
X u X X u X
1
=——g(x).
-8

Vx>0, g"(x)+g(x) = 1.
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Egalité de f et g sur |0, +oo[. Pour tout réel x > 0, (f — g)"(x) + (f — g)(x) = 0. Donc il existe deux réels A et
u tels que Vx > 0, (f — g)(x) = Acosx+ usinx = Acos(x+ @) pour A = \/A?+ p? et pour un certain Q.
Maintenant, pour x > 0, |f(x)| = [, f::z dt < [y e " dt = 1 et on en déduit que lim,_, . 1 = 0.

Ensuite, [g(x) < [ [;7™ 52 du| + | [ cosu du|. Puisque les intégrales ST s gy et [T gy sont des
intégrales convergentes, on a lim, .. fx+°° % du=limy_, o fx+°° M du = 0 et donc aussi lim,_, . g(x) = 0.
Finalement, lim,_, o (f(x) — g(x)) = 0 ce qui impose A = 0 et donc Vx > 0, f(x) = g(x).

oo pIX oo gj

Continuité de g en 0 et valeur de [;" S dt, Pour x > 0,

e sinu . +ecosu
g(x) = cosx —— du—sinx du
X u X u
+e° sinu . +° cosu . 11 —cosu .
= Ccosx —— du —sinx du+ sinx —— du—sinxlInx.
X u 1 u X u

1—cosu
u

sur ]0, 1] car continue sur |0, 1] et prolongeable par continuité en 0. On en déduit que lim,_,o sinx f Iocosu gy —
0 x fol zcostt gy = 0. 1l reste

Quand x tend vers 0, sinxInx ~ xInx et donc lim,_,¢sinxInx = 0. Ensuite, la fonction u — est intégrable

+oo gj
limg(x):/ S gt — 2(0).
0

x—0 t
x>0

La fonction g est donc continue en 0. Puisque la fonction f est également continue en 0, on en déduit que

1
dr=".

~+o0
8(0) = limg(v) = lim f() = fO) = | 1z dr=7

00 T IX oo gj . . oo gj
Vx>0, [ th; di = [,"" S di et en particulier, f; ™ M dr = .

Correction de I’exercice 7 A

1. « Soit x € R. La fonction 7 — f(x —1)g() est continue sur le segment [0, 7] et donc intégrable sur ce
segment. Par suite, f  g(x) existe.

«Soitx €R. fxg(x+T) = f§ f(x+T —1)g(t)dr =[] f(x—1t)g(t) dr = f*g(x). Donc la fonction f * g
est T-périodique.

* Les fonction f et g sont continues sur R et 7-périodiques. Ces fonctions sont en particulier bornées sur
R. On note M; et M, des majorants sur R des fonctions | f| et |g| respectivement.

Soit & : Rx[0,T] — R .

(1) = flx—1)g(t)
- Pour chaque x € R, la fonction 7 — ®(x,) est continue par morceaux sur [0, T].
- Pour chaque ¢ € [0, 7], la fonction x — ®(x,) est continue sur R.

- Pour chaque (x,7) € R x [0,T], |®(x,7)| < MMy = @(t). De plus, la fonction ¢ est continue et donc
intégrable sur le segment [0, T'].

D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, la fonction f * g est continue sur R.

12



2. Soient f et g deux éléments de E. Soit x € R. En posant u = x — ¢, on obtient

x—T

fxg(x) Z/OTf(x—t)g(t) dt:/

X

fu)glu=1) (~dw) = [ glu=0)f(w du

T
= [ g(u—1t)f(u)du (car la fonction u — g(u—1)f(u) est T-périodique)
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