Exo7

Séries

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1

Nature de la série de terme général

n2+n n Inn
1) (*) In (n inJri) 2) (*) n+(711)”\/ﬁ 3) (**) (Tﬁ) 4) ( ) In(n)In chn)
5) (**) arccos ,32/1—,}7 6) (%) 2, 7 (coss) =& 8 In(Zarcan )
9) (#) Jo? 2 10) (%) nVERERD A1) () e~ (141)"
CorrectionV [005688]

Exercice 2

Nature de la série de terme général
1) (¥*%) /n* 4202 — {/P(n) ol P est un polynome. 2) (%) +:S(n) ou S(n) =Y 17, 4.

p=2 p"

3) (**) uy o Vn € N*, u, = ye™ "1,
4) (FEEF) y, = pi ou p, est le n-éme nombre premier
(indication : considérer Z _1In (1 11> = 51":1 In(1+p,+p2+...).

Pn
5) (¥*%) y, = W ol ¢(n) est le nombre de chiffres de n en base 10.
6) () Wzt 0> 0eth> 0. 7) (**) arctan ((1+1)") —arctan ((1-1)°).
8) (+%) ,,h Zk:1 B9 e (T (1+56)) — 1.
Correction V¥ [005689]

Exercice 3

Nature de la série de terme général

Desin(Z) e JEhn e (14 G0) g e o, colie) ¢ snine)

5) (+%) (—1)" i1

(—=1)" ZEZ)) ol P et Q sont deux polyndmes non nuls

7) (***%) (sin(n!me))? p entier naturel non nul.

Correction V [005690]

Exercice 4

Calculer les sommes des séries suivantes apres avoir vérifié leur convergence.

1) () £, 25 2) () L el 3) (%) 1% by
HO LS (At -Z) 9ersn(1+58) 6 @) i (coss) ac 0,5
textbf7) ¥ B2
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Correction V [005691]

Exercice 5 *** |

Soit (u,),en une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que la série de terme général u,

converge. Montrer que u, =0 (l) Trouver un exemple de suite (u,),cn de réels strictement positifs telle
n——oo

n
que la série de terme général u,, converge mais telle que la suite de terme général nu, ne tende pas vers 0.
Correction V [005692]

Exercice 6 ***

Soit o une injection de N* dans lui-méme. Montrer que la série de terme général % diverge.

Correction V¥ [005693]

Exercice 7 **

Soit (up)nen une suite de réels strictement positifs. Montrer que les séries de termes généraux uy, H“—';, In(1+
n

up) et fo" 12 sont de mémes natures.

Correction V [005694]

Exercice 8 ***

Trouver un développement limité a I’ordre 4 quand » tend vers I'infini de (e —Yio %) X (n+ 1)
Correction V [005695]

Exercice 9 ***

Nature de la série de terme général u, = sin (7(24 v/3)").
Correction ¥ [005696]

Exercice 10 **
Soit (up)nen une suite positive telle que la série de terme général u, converge. Etudier la nature de la série de

sz /U
terme général +=.
Correction V¥ [005697]

Exercice 11 ***

Soit (uy),en une suite de réels positifs. Trouver la nature de la série de terme général v, = W’W, nzl,
n

connaissant la nature de la série de terme général u,, puis en calculer la somme en cas de convergence.

Correction ¥ [005698]

Exercice 12 **%*

Soit (uy,),en une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général u,, diverge.

Pour n € N, on pose S, = ug + ... + u,. Etudier en fonction de & > 0 la nature de la série de terme général (SL:”)a .
Correction V¥ [005699]

Exercice 13 **
14(—1)"n® 1

Soit & € R. Nature de la série de terme général u, = — N>
Correction V [005700]

Exercice 14 ****
Onsaitque1—%+%—%—|—...:1n2.

A partir de la série précédente, on construit une nouvelle série en prenant p termes positifs, g termes négatifs, p
termes positifs ... (Par exemple pour p =3 et g =2, ons’intéresse a 1 + % + % — % — % + % + é +ig-5 gt



Convergence et somme de cette série.
Correction V [005701]

Exercice 15 ***

Nature de la série de terme général u,, = ZZ;% W

Correction V¥ [005702]

Exercice 16
Convergence et somme éventuelle de la série de terme général

1) (%) u, = % 2) (%) ty = (e > 1 a € R donné,

Correction V¥ [005703]

Exercice 17 *

Nature de la série de terme général u,, =Y N +k) =, P €]0,+oo].
Correction V [005704]

Exercice 18 **

Déterminer un équivalent simple de m quand » tend vers I’infini (a réel positif donné).

Correction V¥ [005705]

Exercice 19 *

Nature de la série de terme général u, =Y 17 n+k),,, p €0, +oo|.
Correction V [005706]

Exercice 20 *** ]

Développement limité a 1’ordre 4 de Zk ot k2 quand »n tend vers I’infini.
Correction ¥ [005707]

Exercice 21
Partie principale quand n tend vers +co de

1) (¥%%) Zp n+1( )plLI’ 2) (*%) Zgzlpp

p

Correction V¥ [005708]

Exercice 22 ***

Soit p € N*, calculer }. - ():neN*’n#p nzl—pz) et Y, cne (ZPGN* potn T 1 ) Que peut-on en déduire ?
Correction V [005709]

Exercice 23 **

Calculer Y, 3; T

Correction V [005710]

n

Exercice 24 %

Soient (uy),>1 une suite réelle. Pour n > 1, on pose v, = “==F4  Montrer que si la série de terme général
(un)? converge alors la série de terme général (v,)* converge et que ¥/ (v,)* < 4Y (u,)* (indication :

majorer v —2uuvp).



Correction V [005711]

Exercice 25 ***

) 2 2 —1)k
Convergence et somme de la série de terme général u, = § — Y _, (Zk +)1 ,nz=0.

Correction V [005712]




Correction de ’exercice 1 A

2 .
1. Pourn > 1, on pose u,, = In (%) Vn > 1, u, existe

=t (14 ) (i = k) = (+0(8)-(1+0(%) =0 (k).
Comme la série de terme général n—lz, n 2 1, converge (série de RIEMANN d’exposant & > 1), la série de

terme général u, converge.

2. Pour n > 2, on pose u, = m Vn > 2, u, existe et de plus u, > % Comme la série de terme
- n——+oo

général 1 -» = 2, diverge et est positive, la série de terme général u, diverge.

1
3. Pourn > 1, on pose u, = (z’ilfl)nn Pourn >1,u, >0et

In(u,) = In(n) In <2”n131> — In(n) <ln <;> +n (1 + 2) ~In <1 + 21n>>
=) <—1nz+o <i>> =~ In2in(n) +o(1)

Donc u, = ™) > e~ In2Inn _ nl . Comme la série de terme général % n > 1, diverge (série de
n—s—oo

RIEMANN d’exposant o < 1) et est positive, la série de terme général u,, diverge.

. Uy existe pour n > 2. In(chn) ~ In($)=n—In2 ~ net

4. Pour n>= 2 on pose u,; = W oo oo

un

n—;\j‘roo n ln
Vérifions alors que la série de terme général ﬁ n > 2, diverge. La fonction x — xInx est continue,
croissante et strictement positive sur |1, 4o (produit de deux fonctions strictement positives et croissantes
sur |1,+oo[). Par suite, la fonction x — —— est continue et décroissante sur ] 1, +oo[ et pour tout entier k
supérieur ou égal a 2,

1 k+1 1
klnk 2 k xInx d

Par suite, pour n > 2,

Yy, ey [ e = L g =In(In(n+ 1) ~In(in(2) 5 fes,

xlnx xInx N—s o0

Donc u,, est positif et équivalent au terme général d’une série divergente. La série de terme général u,,
diverge.

5. Pour n > 1, on pose u,, = arccos {/ 1 — =5. u, existe pour n > 1. De plus u, —+> 0. On en déduit que

in(uy) = s \3/11—1 1i2/3— 1+ 240+
U, A sin(u,) = sin | arccos a2 = e i 2 o "
21
~ \/>>0
n—y+oo 3n

terme général d’une série de RIEMANN divergente. La série de terme général un diverge.

6. Pourn > 1, on pose u, = i 2’ u, existe et u, # 0 pour n > 1. De plus,

n—1)!"



_ (n+1)?

(n=1)! _ (n+1)? 1
n? x n!l T3 ~Sn

Un+1
Un

— 0<1.

n—+oo M p—+oo

D’apres la regle de d’ ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.

7. Pour n > 1, on pose u,, = (cos ﬁ) — ﬁ u, est défini pour n > 1 carpourn > 1, - € ]0, z [ et donc
cos \[ > (. Ensuite

§

Puis nln (cos ﬁ) et —% — lén +o (%) et donc
ehin(cos(1/y/n) _ _ 1 < |2n+0(%) _ 1) ~
tn = \[ n—H—Do \[ ¢ n—+oo 12"\[ <0.
La série de terme général — Tanye €5t divergente et donc la série de terme général u,, diverge.

2 n?+1 2 n
In | —arctan =In|( 1— —arctan
T n T n?+1
2 n 2 n 2
~ ——arctan ~ —— ~ —<0.
n—+eo T n?+1) nste Tn2+1ns+e nx

Donc, la série de terme général u,, diverge.

/2 2
9. Pour n > 1, on pose u, = 0/ nsz‘;):zx

2 . .\ . .\
Pour n > 1, la fonction x +— Zcfcsonx dx est continue sur [O, g] et positive et donc, u, existe et est positif.
De plus, pour n > 1,

/2
0 <un < 3% g dov= 55

La série de terme général ﬁ converge et donc la série de terme général u,, converge.

n

10. —v2sin (§ +3) = —sin () —cos (;) = —1+0(;) puis

2sin(2+ ) Inn = —In(n)+0(22) = —In(n)+o(1).

n——+oo n—r—4oo

Par suite,

0< U, :efﬁsin(% )lnn ~ e—lnn — 1.
n—r+-o0 n

La série de terme général -, L diverge et la série de terme général u, diverge.

ILonin(147) = 11— +0(;) etdonc



La série de terme général 5. diverge et la série de terme général u, diverge.

Correction de ’exercice 2 A

1. Si P n’est pas unitaire de degré 3, u, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, diverge grossierement.

Soit P un polyndme unitaire de degré 3. Posons P = X> + aX? + bX +c.

1+2 1/4 1+a+b+c 1/3
U, =n — — -—+—=+—=
n? n n* n
1 1 a b d 1
= 1 Ol = )-|1+=+——=5+0| =
n—-+oo << +2 7t <n3>> < +3n+3n2 9n2+ <n3)>>
__a (1 b, a*\ 1 Loof!
n—teo 3 2 3 9/)n n?
* Sia # 0, u, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u, diverge grossierement.

«Sia=0et5—2+#0,u, 1-2
n——+-oo

(j — 3) % u, est donc de signe constant pour n grand et est équivalent
au terme général d’une série divergente. Donc la série de terme général u,, diverge.

eSia=0et % — g =0, u, i (0] (n%) Dans ce cas, la série de terme général u, converge (absolument).

En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement sia=0et b = % ou encore la série de
terme général u, converge si et seulement si P est de la forme X> + %X +c,ceR.

2. Pour n > 2, posons u, = —zS(n). Pour n > 2,

0<S(n+1) =Li% 5 X 5 < 3 L% o5 = 55(n)

et donc Vn > 2, S(n) < ;@ Par suite,

Pour tout réel «, la série de terme général u,, converge.

3. Vup € R, Vn € N*, u, > 0. Par suite, Vn > 2, 0 < u, < %
On en déduit que lim,,_, ;o u,, = O et par suite u, ~ % > 0. La série de terme général u, diverge.
n—s—+oo

4. On sait qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Notons (py,)qen+ 1a suite croissante des nombres premiers. La suite (py),en+ est une suite strictement

croissante d’entiers et donc lim,,_, . p, = 4o° ou encore lim,_, pi =0
n

-1 -1
Par suite, 0 < - ~ In ((1 — L) > et les séries de termes généraux - et In <<1 - i) ) sont de
Pn p— 4o Pn Dn DPn
méme nature.

—1
Il reste donc a étudier la nature de la série de terme général In <<l — p—) > .

-1
Montrons que YN € N*, Y7 In ((1 — E) ) >In (X ¢)
Soit n > Alors o- < 1 et la série de terme général -, Ex k € N, est une série géométrique convergente de

-1
1
somme : =(1—— .
Zk Op ( Pn)



Soit alors N un entier naturel supérieur ou égal a 2 et p; < ps... < p, la liste des nombres premiers
inférieurs ou égaux a N.

Tout entier entre 1 et N s’écrit de maniére unique p\' ...pf" ouVie[l,n,0<Bi<a=E <11;1((g))) et

deux entiers distincts ont des décompositions distinctes. Donc

:Zo:ln((l—l:k)_l) >;1n<<1—plk)_l> (car Vk € N, (1_;k>‘1>1)

£u(Ey) (s

k=1 i=0 Pk = i Opk
LT | 1
=i (IT{L )] =M )y &
k=1 \i=0 'k 0<Bi<0y ey 0KPu<0y P -+ -5 P

-1
Or limy_ ;o In ():;(VZI %) — +o0 et donc Zkt”l In <(1 — p%) > = +oo,

—1
La série de terme général In <1 — i) diverge et il en est de méme de la série de terme général pi

(Ceci montre qu’il y a beaucoup de nombres premiers et en tout cas beaucoup plus de nombres premiers
que de carrés parfaits par exemple).

. Soit n € N*. Posons n=a, x 107 4 ... +a; x 10+ag ou Vi € [0, p], a; € {0,1;...,9} et a, # 0. Alors
c(n)=p+1.
Déterminons p est en fonction de n. On a 107 < n < 10P*! et donc p = E (log(n)). Donc

% 1
Vn € N un = Spiognyiye-

In%*(10)
~Y
n—st+oo 1IN*(1)

BERTRAND). Redémontrons ce résultat qui n’est pas un résultat de cours.

Par suite, u,

et la série de terme général u, converge si et seulement si o > 1 (séries de

La série de terme général - — est dlvergente (voir I’exercice 1, 4)). Par suite, si o < 1, la série de terme
général o - — o) est dlvergente car Vn > 2, m > n&m.
Soit & > 1. Puisque la fonction x = s est continue et strictement décroissante sur |1, +oo[, pour k > 3,

1 < k 1 dx

kln®k > Jk—1 xIn%x

puis, pour n > 3, en sommant pour k € [3,n]

n 1 n k 1 —_m_1 — _1 1 1 L 1
Zk:3 kIn®k < Zk:3 fk—l xIn%x dx = f2 xIn%x dx = a—1 (ma*l(z) m“*'(n)) S —1L % 12)"

Ainsi, la suite des sommes partielles de la série a termes positifs, de terme général kh}—ak est majorée et
donc la série de terme général

6 Soitn > 2.

%n ak converge.

Uyl |
Un

In(n 1)
(n+1)b n;)—oo 0<1

et d’apres la regle de d’ ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.



6. lim, ., u, = 7 — 7 =0. Donc

Un o~ tan (uy,)

(+)'=0-3)" _ F+0G) _ a, (1
1@ = 1 = ~1t0(—]).
1+( *,Tz) n—+o0 2+0(n7) n—+oo 11 n

Par suite, la série de terme général u,, converge si et seulement si a = 0.
7. La fonction x — x>/2 est continue et croissante sur R*. Donc pourk > 1, fkkfl /2 dx < K3/2 < fkkH /2 dx
puis pour n € N* :
k k+1 +1
Jo ¥ dx iy [ P de ST P STy [T dae= T dx

ce qui fournit

S ST PP < ((n+1)Y2 = 1) etdone ¥ K2~ w2,

5
77% Lo Py . .
Doncu, ~ z"T > 0. La série de terme général u,, converge si et seulement si o > %
n—y—+oo

8. Pourn > 1,

=1+ ) (1+2) (12 —1> Ly 24 pm =l 5,

n(n+1) 1

Comme =5 5 AT =2

six <3,onaa—2< 1 etlasérie de terme général u, diverge.

Sia >3,

n 1
0<u, < (14_%) —1 :enln(Hn.ﬁl) -1
n

1
rHNernln (1 + na_l)

terme général d’une série de RIEMANN convergente,

n—s—oo p&—2

et, puisque a — 2 > 1, la série de terme général u, converge. Finalement, la série de terme général u,
converge si et seulement si & > 3.

Correction de ’exercice 3 A

1. Pourn € N,
2 . .
Uy = sin (%) = sin (w) = s (ﬁ +(n— 1)7‘5) = (=1)""Tsin (—nfﬁl)

La suite (( —1)"!sin (F”l) )nEN est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La

série de terme général u,, converge donc en vertu du critére spécial aux séries alternées.

2. (la suite (%) n’est pas décroisante a partir d’un certain rang).



=G e = SR (40(), 5 S0 (k).

La série de terme général u converge en vertu du critere spécial aux séries alternées et la série de terme
général O ( ) est absolument convergente. On en déduit que la série de terme général u,, converge.

Vn Vo
sont convergentes et la série de terme général _E est divergente. Si la série de terme général u,

convergeait alors la série de terme général —ﬁ =u, — ( f) ( > /2> convergerait ce qui n’est pas.

u,=1In (1 + %) e )i + o ( 3/2> Les séries de termes généraux respectifs EVet0 ( }/2>

Donc la série de terme général u, diverge.

Remarque. La série de terme général u,, diverge bien que u, soit équivalent au terme général d’une série
convergente.

. Si o € 217, alors les deux premieres séries divergent et la derniere converge.

Soit a ¢ 2mZ. Pour n € N*, posons v, = "% et g, = % de sorte que u, = &,v,. Pour n € N*, posons
encore V, = Y/, vi.

Pour (n, p) € (N*)2, posons enfin R =Y P uy — Y0 ue =Y " .| k- (On effectue alors une transformation
d’ABEL).

n+p n+p n+p n+p n+p n+p—1
RE="Y &gwu= ) aVi-Vii)= Y, &V%i— ) &aViai= ) &aVi— Z E+1Vi

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

n+p—1
= 8n+an+p - 8IH»an + Z (gk - 8k+1)Vk-
k=n+1
el =1 _ io sin(nat/2) ;
Maintenant, pour n € N*, V,, = e'* = = "% n(a/2) ©t donc Vn € N*, |V,| < |Sm( a2 Par suite, pour

(n,p) € (N)?

ST

1 "*XP,‘l 1
IRP| = |——Vyip— — Vit (—)v
n+p n+1 Nk kel

_ 1 1 N 1 +"+ZI’:1<1 1 )
Ssin(a/2)[ \n+p  n+1 0 A \k o k+1

1 1 1 1 1 2
== b ==
|sin(ot/2)] <n—i—p n+1 n+1 n+p> |sin(ct/2)|(n+1)
2
S
n|sin(a/2)|

. L . .. 2 .
Soit alors € un réel strictement positif. Pourn > E <W> + 1 et p entier naturel non nul quelconque,

ona |Rj| <e.
On a montré que Ve > 0, Ing € N*/ V(n,p) € N*, (n n0:>‘):k Uk — Yp— luk‘<8

Ainsi, la série de terme général u, vérifie le critere de CAUCHY et est donc convergente. Il en est de

A £ 44 - g cos(na ino sin(no eine
méme des séries de termes généraux respectifs % =Re (%) et % =1Im ( o )

. Pour x €]0, 4|, posons f(x) = X. f est dérivable sur 0, o[ et Vx > e, f'(x) = 1= < 0.

Donc, la fonction f est décroissante sur [e,+oo[. On en déduit que la suite (1“7”) >3

converge en vertu du criteére spécial aux

est une suite

décroissante. Mais alors la série de terme général (—1 )”1“”

séries alternées.

10



6. * SidegP
* Si degP

degQ, u, ne tend pas vers O et la série de terme général u, est grossiecrement divergente.

NV

degQ—2,u, =0 ( ) et la série de terme général u, est absolument convergente.

* Si degP =degQ — 1, u, et (—1)”nd§;rer +0 (;?) u, est alors somme de deux termes généraux de

séries convergentes et la série de terme général u, converge.

En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement si degP < degQ.

7. e=Y% kl, puis pourn >2,nle=1+n+Y;_ SZ: +Y k,
Pour 0 <k <n—2, /?i est un entier divisible par n(n — 1) et est donc un entier pair que 1’on note 2K,,.
Pour n > 2, on obtient

sin(n!me) = sin (2K, w+ (n+ 1)+ T YL S Z:) = (=1)""'sin (m L= - Z:)

Déterminons un développement limité a I’ordre 2 de ¥, HE ! quand 7 tend vers oo

Zk =n+1 k' = n+l + (n+1)(n+2 +):k =n+3 k'
. n! __ 1 1
Maintenant, pour k = n+3, 37 = =T, G T) < CES)a et donc
_ 1 11 1
Zk n+3 k' = Zk n+3 n+1)k n T (n+1)3 X 1--L 7 n(nt+1)? S n3"

On en déduit que ¥ %4 :Jrooo(n]—z). Il reste

Yok = n+1+(;ﬁﬁazj+0(%)njjwﬁ(1+ﬁ) +ato(s) i to(e)-

Finalement , sin(n!me) = (=1)"sin (240 (nz)) = % + (nl—z)
n oo

sin(n!me) est somme de deux termes généraux de séries convergentes et la série de terme général sin(n!me)
converge.

P pon ;2 .
Sip =2, |sin”(n!me) ~ ™ et la série de terme général sin” (n!7e) converge absolument.
n—s4-oo

Correction de ’exercice 4 A

n+1

1. ”*nl = o(L). Par suite, la série de terme général
3" ptoo n?

Ter calcul. Soit S = ¥,/ L. Alors

Tn+l n+1 paagy |
7S Z 3n+1 - Z 3n = Z 5
n=1 n=1
1 1 3
—(S—1)—z—7=85-"1.
S—D-3771 3

On en déduit que S =

Z-l-oo n+l 9
n=0 3n ~ 4°

11



x) = Y4 o1k

2éme calcul. Pour x € R et n € N, on pose f,(x)
Soit n € N*. f, est dérivable sur R et pour x € R,

fr) =Yg kTt =Yg (k+ 1)xF

Par suite, pour n € N* etx € R\ {1}
(n—1)x"—nx""' 41

" (=) —(F"—1) _
- (x—1)?

T (k4 Dk = fr(x) = (571) (0) = A

+1
et quand n tend vers I’infini, on obtient de nouveau S = 4

n—1
Pour x = 5, on obtient Y}~ &t = %
2k1_ 3 1 5 :
2. Pourk > 3, >y 8(k72)+ﬁc_8(k+2)‘PUIS
" 2k—1 3% 1 141 5 1 37221 no] 5042
I D I R R MEe R DIET D WS D I
Sk -4k 84 k-2 A4k 854 k+2 4=k 84k
3 1 &1 1L 501 1
= (142 S [ e e 1
Hoo8<+2+,;3k>+4,;3k 8< 3 ,;k>+0()
3 3 5 7 89

n=3 p3—4n ~

3. Pourk € N, ona l3k+j3k+ (j2)3 3 puis 13k+1 +j3k+1 + (j2)3k+1 — 1+j+j2 =0 et 13k+2 +J%k+2+
(j)¥+2 =1+ j2+ j* = 0. Par suite,

e—l—ef+ef _Z+oo 1Jr#_3zn 07 3n)”

et donc
y_L_ iy efy = i B L s g i
n:o(3”)' =—(e+e/+e )—§<e+e +e >—§(e—|— e e(e ))
4,
£ 35 ()G
S \VE-1 Vel Vi) S\\k-T vk \vk VEET
—<1—1>— 1o 1 )(sommetéleseoiue)
N 2 n Vntl P
1
e T 5 o)



too [ 1 1 2\ 1
’1:2< n71+\/n+l_ﬁ)_1 2

5. In (1 + #) = % + 0( ! ) Donc la série de terme général In (1 y e ) ) converge.
n—r+-o0

Posons § = Zl‘: (1 + 0 ) puis pour n > 2, S, = Y7 ,In (1 + = )v). Puisque la série converge

S=Ilim, .S, = hmp_wroo Sop41 avec
2p+1 14 1 1
S 1 1—— In{1
o= (10 55) = B (n (15557 #1457

P
Z (In(2k) —In(2k + 1) +In(2k+ 1) — In(2k)) = 0

et quand p tend vers +oo, on obtient S = 0.

. Siace ]0 [ alors, pour tout entier naturel n, 2n ] % [ et donc cos ( ) > 0.

Ensuite, In (cos (2" )) i In (1 +0 (22,, )) =. 0] (%) et la série converge. Ensuite,
n

B s (5) <o (Fleon(5) ) - [T ) o (5 )

in(2
—1In (Sm(a))> (produit télescopique)

2n+lgin (2,,
sin(2a) '\ sin(2a)
e <2+1><2) - (2 |

Vae]O,%[,

2thx

. Vérifions que pour tout réel x on a th(2x) = Soit x € R.

1+th?x”
ch’x+sh’x = (e + ™) + (¢f —e™)?) = 1(e* + e ) = ch(2x) et 2shxchx = 1(e" —e ™) (e" +
e ) = %(ezx — e~ %) = sh(2x) puis

2thx _ 2shxchx _ sh(2x) _
1+th®x ~ ch®x+sh®x ~ ch(2x) th(2x).

Par suite, pour x € R*, thx = W) ﬁ Mais alors, poura € R*etn € N

=1 a =1 2 1 o 1 1
y —th(—):ﬁ:— -y -
= 2k A2k 2k (th th§> = <2k—]th2k”1 2’<th2¢;>

k=0
2 L élescopique)
= — somme teiescopique
th(2a) 2"th & Pl
21

_> —
n—+tes th(2a) a’

ce qui reste vrai quand a = 0.
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Va € R L% b h (§) = ok — -

Correction de I’exercice S A
I1 faut vérifier que nu, — 0. Pourn € N, posons S, =Y ;_,ux. Pourn € N, ona

n——o0
2n
0 < (2n)upy =2(uppn+ ... +uy) <2 Z uy. (car la suite u est décroissante)
— k=n+1

n

=2(San — Sp).

Puisque la série de terme général u, converge, lim,,_, 1« 2(S2, — S,,) = 0 et donc limy,_, 0 (21)uz, = 0.
Ensuite, 0 < (2n+ Vugpy1 < (2n+ 1)uz, = (2n)uz, + uzy —j_ 0. Donc les suites des termes de rangs pairs et

impairs extraites de la suite (nuy,),cn convergent et ont méme limite a savoir 0. On en déduit que lim,,_, o 11t =

Oouencore queu, = of(L).
d nn—>+°° (n)

Osin=0
Contre exemple avec u# non monotone. Pour n € N, on pose u, = % si n est un carré parfait nonnul . La
0 sinon
suite u est positive et Z* oln = ;‘”l 2 < +o0. Pourtant, p? up =1 —J>r 1 et la suite (nu,) admet une suite
p—rtoo

extraite convergeant vers 1. On a donc pas lim,,_, 1 nte, = 0.

Correction de I’exercice 6 A

Soit o une permutation de [[1,n]. Montrons que la suite S, = Y}_, k(f ). n> 1, ne vérifie pas le critere de
CAUCHY. Soit n € N*.

2n
ok
k=n+1 k=n+1

1
> e (1424 ...4+n) (car les n entiers o (k), 1 < k < n, sont strictement positifs et deux a deux distincts)

_n(n+1)>L2_l

8n2 T 8n2 8’
Si la suite (S,) converge, on doit avoir lim,,_, 1 (S2, — S,) = 0 ce qui contredit ’inégalité précédente. Donc la

(n)

pn sz (o2 .
série de terme général —ranz 1, diverge.

Correction de I’exercice 7 A

Pour n € N, posons v, = In(1+u,), w, = 1+u ett, = [o" li’;‘,.

*Siu, — 0O,alors0<u, ~ v, ~ wy, Dansce cas, les séries de termes généraux u,, v, et w, sont de
n—-+oo n—>+oo0 n—y—+oo

méme nature.
D’autre part, pour n € N

M)'l
> 14w

u, et t, sont aussi de méme nature.

* Si u, ne tend pas vers 0, la série de terme général u, est grossierement divergente. Puisque u, = e — 1, v,
ne tend pas vers 0 et la série de terme général v, est grossierement divergente. Dans ce cas aussi, les séries de
termes généraux sont de méme nature.

De méme, puisque w;, = 5 +u <l,onau, = 1[’"& - ne peut tendre vers 0.

Enfin, puisque u, ne tend pas vers 0, il existe € > 0 tel que pour tout entier naturel N, il existe n =n(N) > N
tel que u, > €. Pour cet € etces n,onat, > |, & 1?& > 0 (fonction continue, positive et non nulle) et la suite ¢,
ne tend pas vers 0. Dans le cas ol u, ne tend pas vers 0, les quatre séries sont grossierement divergentes.

< letdonct, ~ u,. Les séries de termes généraux

o1
<ty < Uy, puis e S < e

i
Un

14



Correction de I’exercice 8 A
Pour n € N, posons u, = (n+1)! (e — ¥f_ ;). Soit n € N.

= (n+1)!

=Y, k!

k=n+1
1 1 1 1 g 1
12 1+ 2)(n+3) 24344 i) 3) (A (n15) +k:nz+6 (n+2)(n13).. .k

=1+

o0 1 _ 1 o 1 1 < o0 1
Ona0< le:nw% (n+2)( n+3 Zk ntl (n42)k=0H ) 7 (n42)7 1- 25 T (n+2)4 (n+1) S n On en déduit que Zfk+:n+6 (n42)(n+3)..k ;.
o (). Donc
1+ ——+ : + +
u, = ol —
n—te  n+2  (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)(n+4 n 2)(n+3)(n+4)( +5) n*

1

+ T

00 () 0 () ) 4

(3035 3 (230330 (-0
1

4

Finalement

Correction de ’exercice 9 A

Pour n € N, posons u, = sin (7(2+ v/3)"). D’apres la formule du bindme de NEWTON, (2+v/3)" =A,+B,V/3
ol A, et B, sont des entiers naturels. Un calcul conjugué fournit aussi (2 — \@)” = A, — B,\/3. Par suite,
2+ \@)” +(2- \@)" = 2A,, est un entier pair. Par suite, pour n € N,

uy = sin (24, — (2 —/3)") = —sin (7(2—V/3)").

Mais 0 < 2—+/3 < 1 etdonc (2—+/3)" — 0. On en déduit que |u,,] 7(2—+/3)" terme général d’une

n—+oo 400
série géométrique convergente. Donc la série de terme général u,, converge

Correction de I’exercice 10 A

2 ‘s 2
Pour n € N*, on a (w/u — %) et donc 0 < */? < %(u,ﬁ—n%). Comme la série terme général % (u,,—i— n%)

z s 2 U,
converge, la série de terme général ‘/nj converge.

Correction de ’exercice 11 A

— M,rFl*l — ] 1 9 _
Pourn > 2, v, = (tun) () — (tun)-(tun)  (tur)...(1+un) etd’autre part vy =1 —

i +u| Donc, pour n > 2

15



Yio vk=1-— m (somme télescopique).

Si la série de terme général u,, converge alors lim,_, 1. u, = 0 et donc 0 < u, ~ In(1 +u,). Donc la série
n—s-oo

de terme général In(1 + uy,) converge ou encore la suite (In ([T;_; (1 +u))),>, converge vers un certain réel
¢. Mais alors la suite (JT¢_; (1 + ui)) .1 converge vers le réel strictement positif P = e'. Dans ce cas, la suite
(Xk—1Vk),>, converge vers | — 3

Si la série de terme général u,, diverge alors la série de terme général In(1 + u,,) diverge vers +eo et il en est de
méme que la suite (TT;_; (1 +ux)),,~,- Dans ce cas, la suite (Y;_; k), converge vers 1.

Correction de ’exercice 12 A
Etudions tout d’abord la convergence de la série de terme général ¢*.
Si ¢* tend vers 0 alors

o<t 5. n(1-) () s s

Par hypothese, lim,,_, 1. S, = +o0. On en déduit que la série de terme général In(S,) — In(S, _1) est divergente
car Yy In(Sy) — ln(Sk,l) =1In(S,) —In(So) e +oo. Dans ce cas, la série de terme général §* diverge ce qui
est aussi le cas si s ne tend pas vers 0.

Donc, dans tous les cas, la série de terme général ¢* dlverge

Si o < 1, puisque S, tend vers +oo, a partir d’un certaln rang on a S¢ < S, et donc i > > S—" Donc, si ¢ < 1, la
série de terme général ¢ diverge.

Si a > 1, puisque la suite (S,) est croissante,

qui est le terme général d’une série télescopique convergente puisqu infini.

Dans ce cas, la série de terme général g converge.
n

La série de terme général ”;; converge si et seulement si o > 1.

Correction de ’exercice 13 A

Sia<0,u, ~ n2%etsia=0,u,=1+(—1)". Doncsi & <0, u, ne tend pas vers 0. La série de terme
n—y—+too

général u, diverge grossierement dans ce cas.
On suppose dorénavant que o > 0. Pour tout entier naturel non nul n, |u,| ~ n% et donc la série de terme
n—+-oo
général u,, converge absolument si et seulement si & > 1.
—1)* » . .
Il reste a étudier lecasou 0 < ¢ < 1. On a u,, = ( L) + % La suite (%) tend vers O en décroissant et

1 n
donc la série de terme général ( ) converge en vertu du criteére spécial aux séries alternees On en déduit que
la série de terme général u, converge si et seulement si la série de terme général n@ converge ou encore si et

seulement si o > %
En résumé

. L. . 1+(—1)"n%* . 3N
Si o <0, la série de terme général % diverge grossierement,

o
si 0 < o < 3, la série de terme général & diverge,

- 1 L (=1 .
< a < 1, la série de terme général HTQ" est semi convergente,

=

si

. pon: s 2 —1)'n®*
si & > 1, la série de terme général H(n# converge absolument.

16



Correction de ’exercice 14 A

Pour n € N*, on note S, la somme des n premiers termes de la série considérée et on pose H, = Y _, % Il est
connuque H, = Inn+y+o(l).
n—y—+oo

Soit m € N*.

1 | 1 | | | | |
[N 5 DURL ST S B (L AT I B (LS _ LI D
m(p+q) (+3+ +2p—l) <2+4+ +2q>+<2p+1+ +4p—l) <2q+2+ +4q)+

1 1 1
i <2(m1)p+1 T amp - 1> - <2(m1)C1+2 +"'+2mc1>

%P: 1 ma 2{5{’1 i 1 % Ly 1(H CH)
= ~7 1 a7 i 7 A7 — 2mp — F\UTmp mq
= 2k—-1 &=k Sk =2 F 2k 2

e (In(2mp) +7y) — %(ln(mp) +Y+1In(mg)+7v)+o(1) = ln2—|—%ln (Z) +o(1).

Ainsi, la suite extraite (Sm( ))meN* converge vers In2 + %m (%)‘

ptq
Montrons alors que la suite (S,),en+ converge. Soit n € N*. 1l existe un unique entier naturel non nul m, tel

que my(p+q) <n< (m,+1)(p+q) asavoirm, =E <L)

pt+q
1 1 1 1
Sp—3S, <———+...
S0 = Sm(p+a)l 2mnp—i-1+ +2(mn+1)p—1+2mnq+2+2(mn+1)q
p q 1 1 1

< < = —.
2mu,p+1 + 2mpq+2 " 2my, * 2m, m,

Soit alors € > 0.
Puisque lim,_, 1. m, = +o0, il existe ng € N* tel que pour n > ny, % < % et aussi

1 P
Smy(p+q) 102 = 31n (5) ‘ <
£. Pour n > ng, on a alors

1
S,,—lnz—ln(p)’g
2 q

Sn - Smn (PJ"(/) | +

1 p 1
Smn(p+q) —In2— Eln <q> ‘ < — 4+

On a montré que Ve >0, Ing e N*/VneN, (n>no=

Sp— (ln2 + % In <’ql)> ‘ < €) et dong, la série proposée

converge et a pour somme In2 + %ln (g) .

Correction de ’exercice 15 A

La série proposée est le produit de CAUCHY de la série de terme général n%, n 2= 1, par elle mé€me.
* Si o > 1, on sait que la série de terme général n% converge absolument et donc que la série proposée converge.
: _n? -1 -1 4%
*Si0O<a<1l,pour0O<k<nonal<k(n—k)<%(n—%)="%. Doncu, > @avec@n_}fiww—,..
7 7
Comme 2 — 1 < 1, la série proposée diverge.
*Sia<0,u, > W et donc u,, ne tend pas vers 0. Dans ce cas, la série proposée diverge grossierement.

Correction de ’exercice 16 A

1. Soitn € N.
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=3t +1=2(n+3)(n+2)(n+1)— 150> = 22n— 11 =2(n+3)(n+2)(n+ 1) — 15(n+3)(n+2) + 530+ 79
=2(n+3)(n+2)(n+1)—15(n+3)(n+2)+53(n+3)—80

Donc

Lot -3i+1 & 15 53 80 5
- + — =2¢—15(e—1)+53(e—2)—80|e— =
n;) (n+3)! Z( (n+1)!  (n+2)! (n+3)!> ( ) ( ) ( 2)
= —40e+111.
Y Mol = —40e 4111,
2. Pourne N,onau, | = Hﬁlun Par suite (n+a+ ups1 = (n+ 1)u, = (n+a)u, + (1 — a)u, puis

(I—a)Y; ju=Yr_(k+a+ D1 — Y7 (k+a)uy = (n+a+1)uyr1 — (a+1)u; =
(n+a+1upsy — 1.

Sia=1,Vne N*, u, = n+1 Dans ce cas, la série diverge.

Sia#1,Vne N, Y == ((n+a+Duy1 —1) = L5 — L(a+n+Duyy.

Si a > 1, la suite u est strictement positive et la suite des sommes partielles (S,) est majorée par all

Donc la série de terme général u, converge. Il en est de méme de la suite ((a +n+ 1)u,41). Soit
C=1im, (a+n+1)uyy.

Sil#£0, uy A +£ -7 contredisant la convergence de la série de terme général u,. Donc £=0et
n——+oo

sia> 1,2::114”:

a—1°

Si0<a<1,pourtoutn € N*, u, > 21X2X»--Xn

23 (ntl) = 7 +1 Dans ce cas, la série diverge.

Correction de ’exercice 17 A

Pour tout entier naturel non nul n, 0 < m p T = Lo 17 <Y nip = n],%l et la série de terme

général u,, converge si et seulement si p > 2.

n 1
X Zk:] (n+k P

Correction de ’exercice 18 A
(On apphque la regle de RAABE-DUHAMEL qui n’est pas un résultat de cours.) Pour n € N, posons u, =

(a+1 )(a+2) (a+n)"

—1
=gk = ) () 2 () -5 40 () = 1-5+0 (k).
et on sait qu’il existe un réel strictement positif K tel que u, o~ nﬁ
n oo

Correction de I’exercice 19 A

Pour tout entier naturel non nul n, 0 < 5~ s = Y0, © ) <Y 1 T +k <YL= n,,l—,l et la série de terme

général u, converge si et seulement si p > 2.



Correction de ’exercice 20 A

Pour n € N*, posons R, = Zk 1 k2 Puisque la série de terme général iz k > 1, converge, la suite (R,) est
définie et tend vers 0 quand n tend vers +oco.

0< kLZ v ﬁ = k%] — % et puisque la série de terme général kiz converge, la regle de 1’équivalence des

restes de séries a termes positifs convergentes permet d’affirmer que
Rl | Ry 1 1
R- ¥ T ()
2 o _
kit K oo S Nk— 1k

N

1 1

= Nlirilook ;1 (k—l - k) (surtout ne pas décomposer en deux sommes)
=n

. 1 1 ) .
= ngfrloo ( - N) (somme télescopique)

1 1
ouencore R, = —-+ol-).
"nHJroon (n)

Plus précisément, pour n € N*, R, — = Zk 1 k2 Zk w1 K=T) k 0 Zk 1 k2 =1
1 I 2
Or — 35— t i) = @oi)aea) Puis
2 2 _ 6
B0~ R0 — R k=2 n=3) ¢t donc
o= 1 = 2
R}’l = — — _ = — — _— _
n Z kz(k—l) n k:gjrlk(k—l)(k—Z)+k:§'ﬂk2(k—1)(k—2)
oo > oo 6
= Z k O Z DG G PE DG 3)
k= n+1 =n+1 k=n+1

. —+oo 1
Ensuite },, % | Rk—1)(k—2)(k—3)
0 (’%4) Puis

1 1 _ydtee 6 0 _ _ 3
W e LS, ., G OU encore ) IP PE ;- 2E D) piie 200 +

v N 1 1 B 1 1 1 1
k_;rlk(k—l)(k—Z)_ngfrlodk_;rl((k—l)(k—z)_k(k—1)> Nli+w2<(n—1) N(N—l))_Zn(n—l)

Loy L [ B B
- 2n? n noteo 22 23 2t O\

et
g 2 o2 X 1 1
k:nzﬂ k(k—1)(k—2)(k—3) NETJMZH ((k )(k—2)(k—3) k(k— 1)(k2)>

~ m ( 1 B 1 )_ 2
T3 \n(n—1)n—2) NN-D(N-2)) 3ntn—1)(n—2)

) () b))

2 2 1
n—te 303 pt © nt

et finalement
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Correction de I’exercice 21 A

1. La suite (h"l") qwen- tend vers 0, en décroissant a partir du rang 3 (fourni par I’étude de la fonction x — 1“7)‘

sur [e,+oo[) et donc la série de terme général (—1)”1“7", n = 1, converge en vertu du critere spécial aux

) ) % _ v+t Inp
séries alternées. Pour n € N*, onpose R, =}, %, | (—1)1’7.

(— 1)k¥ n’est pas de signe constant a partir d’un certain rang et on ne peut donc lui appliquer la régle
de I’équivalence des restes.

Par contre, puisque la série de terme général (— l)k% converge, on sait que I’on peut associer les termes

a volonté et pour k € N*, on a

vt plnip +oo [ In(2p) _ In(2p+1)
Rop—1 =X, 5 (=1)P =, p= k( I i )

Puisque la fonction x — 2% est décroissante sur [e, 400 et donc sur [3, oo, pour p > 2, “‘gf,") - lngﬁl) =
0 et on peut utiliser la regle de I’équivalence des restes de séries a termes positifs convergentes.

ln(2p) _ In(2p+1)
2p 2p+1

B R (wen(1+5) (145)

- 1n$7p) _21p <ln(2 )+21p+o<;>> <1_21p+0(;>>

In(2 1 1 In2 1
_ n(2p) +o Inpy _ Inpth’ +o mp
p—rteo 4p? p? ) pote  4p? p?

lnp

Cherchons déja un équivalent plus simple de

quand p tend vers +oo.

oo 4p%°

1 v+ Inp
etdonc Ryp_1 ~ 7Y '°0 =F.
k—stoo Zp_k P

Cherchons maintenant un équivalent simple de 2 de la forme v, — v 1.
P2 )4 p+

Inp  In(p+1)

Soitv, = = s

Inx 1—Inx Inx
suggéré par =~ =15 Alors
(suggéré par (1x)’ = -1 L)

1 1 1 1! 1 1 1 1 1 1
=2 (e (1)) (12 = L (1)) (12 (1)
p p p p) pote pop p p p p

lnp
p%+°° p

N N Lo PRSI o o In(p+1
D’apres la regle de I”équivalence des restes de séries a termes positifs convergentes, Ryg_; ~ <Y (1“—” — In(pt1)

ks too 4 &p=k\ p p+1
lnk (série télescopique).
Puis, Ry = Ry~ "0~ Ik G0 o (nh) kot (nk) o ity ()
En résumé, Ry, k_:rw % et Ry ) ~+w —%.
On peut unifier : Ry, k—;r _ % k—::;- _ % et Ry k_>~+ _ —% k—:\-;- _ —%. Finalement,
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p:n+1(71)p% n_;\_';_oo (71),1 %

2. Y n" est une série a termes positifs grossicrement divergente.
1 ere solution.
~1 n'—(n=1)""1 _ 1 1\ _ 1 1
0<n® ~ n"—(n—1)"tear =—""F—=1--L(1-1)" = 1-L4o(1) — 1.

n" n
n—r—oo n—r+-oo n—r—+oo

D’apres la regle de I’équivalence des sommes partielles de séries a termes positifs divergentes,

PapP o~ YR ooph o~ Y L(pP—(p-1)P ) =n"—1 ~ n".

n——+oo p n—r—+oo p n—r—+oo

(La somme est équivalente a son dermier terme.)

2 éme solution. Pour n > Z Lx(n—2)(n—2)""2%< "n,l = L. Donc 5 ¥"~3 p”. On
endéduitqueni,, lpl’—1+( Ui + pzlp”nH:erH—o(l)—i-o(l):1+0(1).
Y4 n
1p n—>+°°n '

Correction de ’exercice 22 A

Soit p € N*. Pour n € N*\ {p}, ﬁ = ﬁ <ﬁ %) Donc pour N > p,

y L -1l vy ( ! ! >_1 1 y 1
andWnip P 20 Gy \N =P D) 2D\ S a0k i a2 K

( z_:ll sz,_Nipl 1 i;{):](_g_ Ner:p ;{)

k=1 2p\2P N

1 _

Maintenant, Zk SN—p1 T i+ T +p est une somme de 2p — 1 termes tendant vers O quand N tend

N—p+1 p+
vers +oo. Puisque 2p — 1 est constant quand N varie, limy_, 1o ZII:UFA’,’ st k =0 et donc

11 3 _ 3 : 1 +oo 3 _ 7P
YoeNe, ntp @2 = 2p X 3p = 37 PUIS Lpe (ZneNan#p nz_pz> 137 = g
* { . 1 13
Pour n € N* donné, on a aussi ZPGN* pin E—E = —ZPGN* pin o = T I et donc

2

1 _ T
ZWGN* (ZPGN*-,P#” nz—pz) -8

On en déduit que la suite double (ﬁ

2) n’est pas sommable.
P=J (n.p)(N*)?, np

Correction de ’exercice 23 A

La suite ( (—1)"#)neN est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Donc la série de

3n+1
terme général (—1)"%“, n 2> 1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
Soit n € N.
3k 1 1= (=3 1t3n+3
Yo O3k+1 =Yl o(=1)* f hdt = |y T &) dr = fo 1+z3 dt+(=1)"Jy 5z d
. 3n+3 3n+3 3n+3
Mais ‘( )" fy & :t; o :t; t < Jo "3 dr = 51 Onen déduit que (—1)" [y - J:t} dt tend vers 0 quand

n tend vers +oo et donc que
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Calculons cette derniere intégrale.

1 1 IRYAR! J 7 1/ 1 —X +2
il X DX X+ A 3\x+1 x4+ Tx “3\xr1 T X2 _x+1
+ X+ DX+ )X+ %) + +j X+ + +
1 1 1 2X—1

3 1
3 x+1_2xz—x+1+2(

7+ (4)

X —

=

1
- (3n—10—)1 = ; In(t+1)— %ln(t2 —t+1)++/3arctan (%)}0 = % (ln2+\/§(% —(-%))) = 731“2;”‘6.

Hoo (—1)" 3ln2+n'\[
n=0 3n+1 — 9
Correction de ’exercice 24 A
Pour tout entier n > 2, on a nv, — (n — 1)v,_; = u, ce qui reste vrai pour n = 1 si on pose de plus vy = 0. Par
suite, pour n € N*
V2 —2upv, = v —2(nvy — (n— 1)V vy = —(2n— DV2 +2(n— 1)v,_ vy

—2n—=1)V: 4+ (n— 1D 1242 = (n— 12| —m?.
Mais alors, pour N € N*,

nNzl(Vg —2upvy) < nNzl((” - 1)"%—1 _”V%) = _”V% < 0.

Par suite,

N2 <Y 2w, <2 (2 u2)' 7 (E,02)"? (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).

n=1%n

1/2 . T . 2 )
Si ( N 1v2) / > 0, on obtient apres simplification par ( N 1vz) / puis élévation au carré

N
_ vi <4Y,- u%
1 .
cette inégalité restant claire si (¥)_; v2) /2 — 0. Finalement,
N 4ZN 1 Uy <4L,5 iy

La suite des sommes partielles de la série de terme général v2(= 0) est majorée. Donc la série de terme général

v2 converge et de plus, quand N tend vers I’infini, on obtient

n 1 n\4zn 1 n'

Correction de ’exercice 25 A
Soitn € N,
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T n 1)k I | n . 1 ok I 11—(—t2)"+1
=2_ di— Y (=D [ = di— | —— ) ar
=y Z21<+1 /0 1+212 k;} )/o /0 1+272 /o 1412

:(-1)”*‘/ e dt.
0o 1+172

Par suite, pour N € N,

o n+l 1 ) 1— (_IZ)N-H 1 tz Norl 1 t2N+2
, dt = — ) ——————dt=— | ——5dt+ (-1 —— dt.
Z”l / Z 1+t2 /0 (=) (1+12)2 /0 (1+12)2 +(=1) /0 (1+12)2

1 2N+2 1 2N+2
Or ’(—I)N+1 0 i+z2 S dt ) = i+z2)2 dr < [ PNt dr = 2N+3 Comme 55— tend vers 0 quand N tend vers

. 2N+2
+oo, il en est de méme de (— )N +l fo i +:2) dt. On en déduit que la série de terme général u,,, n € N, converge
et de plus

[t 1 T ] 1 1 =
—lox— 0| - Zx——dr==-—-Z.
o Jo 27 1422 4 38

z_yn EVYY_1_ =
—o\7 " Lk=0331) =31 %
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