Exo7

Réduction

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

1 2
SoitA=1| 2 1 . Pour n entier relatif donné, calculer A" par trois méthodes différentes.
2 2

il \S I \V]

Correction V¥ [005651]

Exercice 2 **

300
Résoudre dans .#;(R) I'équation X> =Aou A= 8 4 0
501
Correction ¥ [005652]

Exercice 3 **

3 1 0
SoitA=| -4 -1 0
4 8 =2

1. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.

2. Déterminer Ker(A —1)2.

a 00
3. Montrer que A est semblable a une matrice de laforme | 0 b ¢
0 0 b
4. Calculer A" pour n entier naturel donné.
Correction V [005653]

Exercice 4 ***

Soit f qui a P élément de Ry, [X] associe f(P) = (X* —1)P' —2nXP.

Vérifier que f est un endomorphisme de Ry, [X] puis déterminer les valeurs et vecteurs propres de f. f est-il
diagonalisable ?

Correction ¥ [005654]

Exercice 5 ***

Soit E = R3[X]. Pour P élément de E, soit f(P) le reste de la division euclidienne de AP par B ot A = X* — 1
etB=X*-X.

Vérifier que f est un endomorphisme de E puis déterminer Kerf, Imf et les valeurs et vecteurs propres de f.
Correction V¥ [005655]
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Exercice 6 ***

Soit A une matrice rectangulaire de format (p,q) et B une matrice de format (g, p). Comparer les polyndmes
caractéristiques de AB et BA.

CorrectionV [005656]

Exercice 7 *** |

Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. On suppose que u et v commutent
et que v est nilpotent. Montrer que det(u + v) = detu.

Correction ¥ [005657]

Exercice 8 ****

Soit A une matrice carrée de format n.

Montrer que A est nilpotente si et seulement si Yk € [1,7], Tr(A*) = 0.

Correction ¥ [005658]

Exercice 9 *** |

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie vérifiant fg — gf = f. Montrer
que f est nilpotent.

Correction V [005659]

Exercice 10 *#*%*

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Soient u et v deux endomorphismes de E tels que 3(a, ) € C?/ uv — vu = ou + Bv. Montrer que u et v ont un
vecteur propre en commun.

Correction ¥ [005660]

Exercice 11 ***

Soit E = SL,(Z) = {matrices carrées de format 2 a coefficients dans Z et de déterminant 1}.

1. Montrer que (E, x) est un groupe

2. Soit A un élément de E tel que Ip € N*/ AP = I,. Montrer que A'? = D.

Correction V [005661]

Exercice 12 ###%*
Montrer que toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice de diagonale nulle.
Correction V¥ [005662]

Exercice 13 ****

A 4A

A A

Calculer detM. Déterminer les éléments propres de M puis montrer que M est diagonalisable si et seulement si
A est diagonalisable.

Correction ¥ [005663]

Soient A un élément de .#,(C) et M I’élément de .#5,(C) défini par blocs par M =

Exercice 14 ***

0 b b

Soient a et b deux réels tels que |a| # |b|. Soit A = 4
o
a a O



Montrer que les images dans le plan complexe des valeurs propres de A sont cocycliques. (Indication : pour

—X+x b+x ... b+x
calculer x4, considérer f(x) = CH._X - : )
: .. b+x
a+x . a+x —X+x
Correction V¥ [005664]

Exercice 15 ***I Matrices stochastiques

Soit A = (a;)1<i.j<n € A,(R) telle que V(i, j) € [1,n]*, a; j € [0,1] et Vi € [1,n], Y'ai=1.

1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
2. Soit A une valeur propre de A.
(a) Montrer que |A| < 1.

(b) Montrer qu’il existe un réel @ de [0, 1] tel que |A — @| < 1 — . Conséquence géométrique ?

Correction V [005665]

Exercice 16 **
Soit A une matrice antisymétrique réelle. Etudier la parité de son polyndme caractéristique.
Correction V [005666]

Exercice 17 **

0 ... 0 1
Soit A = 0
0 . . :
1 0 ... 0
Montrer que A est diagonalisable.
Correction V [005667]

Exercice 18 ***] Déterminant circulant

0 1 O 0
1. Soit J,, = : .. 0 | (deformatn > 3). Diagonaliser J,.
0 V|
1 0 ... ... 0
ag ay ... ap—3 Ap—]
ap—1 ap ai an—2

2. En déduire la valeur de

a ao aj
aj ay ... dp—1 ap

Correction V [005668]

Exercice 19 ***I Matrices de permutations

Pour ¢ € S, n > 2, on définit la matrice P, par Py = (6,-760))1@,]‘@.



1. Calculer det(P5) pour tout ¢ € S,,.
2. (a) Montrer que ¥(0,0") € S2, Ps X Pyt = Pyogr.

(b) On pose G = {Ps, 0 € S,}. Montrer que (G, x) est un groupe isomorphe a S,,.
3. SoitA = (a,"j)lgi_’jgn € %H(C) Calculer AP;.

4. Trouver les valeurs propres d’une matrice de pemutation (on pourra utiliser le résultat hors programme
: toute permutation se décompose de maniere unique a I’ordre pres des facteurs en produit de cycles a
supports disjoints).

Correction V [005669]

Exercice 20 *** Décomposition de DUNFORD

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et f un endomorphisme de E dont le polyndme
caractéristique est scindé sur K.

Montrer qu’il existe un couple d’endomorphismes (d,n) et un seul tel que d est diagonalisable, n est nilpotent
net f=d+n.

Correction V [005670]

Exercice 21 **

Trouver une matrice carrée A vérifiant A* — 343 + A2 —1=0.
Correction V¥ [005671]

Exercice 22 **]

a b ... b
a
Calculer
Y
b ... b a
Correction V¥ [005672]

Exercice 23 ***

Soit A une matrice carrée de format 2 telle que A2 est diagonalisable et TrA # 0. Montrer que A est diagonalisable
dans C.
Correction ¥ [005673]

Exercice 24 ***
E = C°(R,R). Pour f élément de E, ¢(f) est I’application définie par :

Vx € R, (@(f))(x) = Jo (1) dr six#0et (9(f))(0) = £(0).

1. Montrer que @ est un endomorphisme de E.
2. Etudier I'injectivité et la surjectivité de ¢.
3. Déterminer les éléments propres de ¢@.

Correction V [005674]

Exercice 25 ***]

Sur E un R-espace vectoriel. On donne trois endomorphismes f, u et v tels qu’il existe deux réels A et u tels
que pour k € {1,2,3}, f* = A*u+ p*v. Montrer que f est diagonalisable.

Correction ¥ [005675]




Exercice 26 **I

010
Résoudre dans .#3(C) I'équation X?>= | 0 0 1
0 0O
Correction ¥ [005676]

Exercice 27 ***

Soient f et g deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle qui commutent.
Montrer que f et g sont simultanément trigonalisables.

Correction ¥ [005677]

Exercice 28 **

Soient A et B deux matrices carrées complexes de format n. Montrer que A et B n’ont pas de valeurs propres
communes si et seulement si la matrice )4 (B) est inversible.

Correction V [005678]

Exercice 29 **

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie et P un polyndme. Montrer que P(f) est
inversible si et seulement si P et )y sont premiers entre eux.

Correction V [005679]

Exercice 30 ** (ESTP1994)

1 100
. 01 a O . . . .
Soit M, ), = 001 b | Peut-on trouver deux matrices distinctes semblables parmi les quatre matrices
00 01
Moo, Mo 1, My et M ?
Correction ¥ [005680]

Exercice 31 %%

1 0 0
. . 2
Trouver A dans .#,(R) telle que la comatrice de A soit
n 0 .0
Correction ¥ [005681]
Exercice 32 **
o ... 0 ap
SoitA=| 0 : ol ay,..., a, sont n nombres complexes (n > 2). A est-elle diagonalisable?
an—1
ar ... Qap—1 ay
Correction ¥ [005682]

Exercice 33 ***

Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est A. Trouver les sous espaces stables
par f dans chacun des cas suivants :




_
S
Il
-
—_
—_

1 1 1
2 21

2. A= 1 3 1
1 2
6 -6 5

3. A= —4 —1 10
7 —6 4

Correction V¥ [005683]

Exercice 34 ***

1 3 -7
Résoudre dans .#;(C) 'équation X?> = | 2 6 —14
1 3 -7
Correction V [005684]
Exercice 35
1 0 —1
Commutant de 1 2 1
2 2
Correction V [005685]

Exercice 36 **

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie non nulle et ' un sous-espace non nul de
E stable par f. On suppose que f est diagonalisable. Montrer que la restriction de f a F est un endomorphisme
diagonalisable de F.

Correction ¥ [005686]

Exercice 37 **I

Soit A une matrice carrée réelle de format n > 2 vérifiant A3 + A2 + A = 0. Montrer que le rang de A est un
entier pair.

Correction ¥ [005687]




Correction de ’exercice 1 A

I 11

lére solution. A =2/ —LouJ= | 1 1 1 |.OnaJ?=3Jetplus généralement Vk € N*, J&¢ =3k=17,
111

Soit n € N*. Puisque les matrices 2J et —/ commutent, la formule du bindme de NEWTON permet d’écrire

—@I—1)" n Z < > Iy * = (—1)"+ <Z (Z)z"s’“‘(-ﬂ”*) J

1 k=1

k=
n 1 $ n n— . n 1 n n
=(=1) 1+3(1§1 <k)6k(—1) k)J_(—l) I+§((6—1) —(=D)")J
AR G A G U — (="
=3 ST—(=1)" 5"+ 2(=1)" (=" 1,
51— (=1)" 5" —(=1)" 5"+2( 1)

ce qui reste vrai quand n = 0.
Soit de nouveau n € N*.

((—1)"I+l

3" = (D)D) A=)+ 557 = (=1D)7))

:1+7((—5)”—1+(—5)*"—1)J+g(1—(_5)n_( 54 1)
et donc
S-S (<) ST (=)
A" :% S5 (=1)" 5Tn42(—1)" 5T (—1)"
S (=1)" ST (=) 5T 2(=1)
Finalement
P -y e
1)"

VnezZ,A =1 5"—(=1)" 5"42(-1)" — (-
)

2éme solution. Puisque rg(A+1) = 1, dim(Ker(A+1)) =2 et —1 est valeur propre de A d’ordre au moins
2. La troisieme valeur propre A est fournie par la trace : A —1—1 =73 et donc A = 5. Par suite, y4 =
—(X+1)2(X -5).

X 1 1
Deplus, | v | €E_1 & x+y+z=0etdonc E_; = Vect(e;,e;) ote; = —1 etey = 0
Z 0 -1

De méme,

X
y
Z
On pose P = (
—1

Calcul de P~!. Soit (i, j, k) la base canonique de R?.

€E_ <o x=y=zetEs=Vect(ez) otes= | 1

1
1 | et D=diag(—1,—1,5)etonaA=PDP!.
1

= 1(e1+er+e3)

elzi—j j:i—el

er=i—k & k=i—en & j= %( 2e1+ex+e3)
e3=Ii+j+k e3s=i+i—e +i—e

3 J 3 1 2 k:%( 1_282+e3)



11
111 (=) 0 0 1 -2 1
A" = PD'P~ ~1 0 1 (=1 0 1 —2
0 -1 1 0 0 5 111
A D G D 1 -2 1 | 5”+2( 1t 5t —(=1)" —(=1)"
=3z -~y o ¥ L =2 )=3 —(=D" s"2(=1)r ST—(=1)" |,
0 —(=1)" 5" 111 — (=) s (=) 5"+2( 1)

et on retrouve le résultat obtenu plus haut, le calcul ayant été mené directement avec n entier relatif.

3eme solution. Soit n € N*. La division euclidienne de X" par x4 fournit trois réels a,, b, et ¢, et un polynome
Q tels que X" = x40+ anX?+b,X +c,. En prenant les valeurs des membres en 5, puis la valeur des deux
membres ainsi que de leurs dérivées en —1 , on obtient

— L 5” 6 _1 _1 n
25, +5by 4y = 5" by = 2a, —n(—1)" an = 35(5" + (6n = 1)(=1)")
an—bn—i—cn:(—l)”l &< 35a,+c,=51(—1)"+5" < = (5" + (—30n+35)(—1)")
—2a, +b, =n(—1)"" —ay ey =—(n—1)(=1)"
a, + n(—1) an+c (n—=1)(=1) by = L (2% 5+ (—24n—2)(~1)")

Le théoreme de CAYLEY-HAMILTON fournit alors

A" = % ((5"+ (6n—1)(=1)")A> +2(5" = (12n+ 1)(=1)")A + (5" + (=307 +35)(—1)")])

. 9 8 8 122
=3 ["HE=-DED | 8 9 8 |42~ (12n (=DM | 2 1 2
8 8 9 2 21

| 12x5"4+24(—-1)" 12x5"—

=35 | 12x5"—12(=1)" 12x5" 424

1" 12x5" —12(=1)"
1" 12x5"—12(=1)"
12x5"—12(=1)" 12x5"—12(—1)" 12x5"+24(—1)"
L[S Sy 1)
=_| s"—(=1)" 5 42(=1) 1)
S (=1 5t —(—1)" 5n+2( 1)

n

100

+(5"+(—30n435)(-1)) [ 0 1 0 )
00 1

12(—

(-

(-

— (=

— (=

n

On retrouve encore une fois le méme résultat mais pour n € N* uniquement.

Correction de ’exercice 2 A

Soit X € .#5(R). Si X?> = A alors AX = X> = XA et donc X et A commutent.

A admet trois valeurs propres réelles et simples a savoir 1, 3 et 4. Donc A est diagonalisable dans R et les sous
espaces propres de A sont des droites. X commute avec A et donc laisse stable les trois droites propres de A.
Ainsi une base de .3 (R) formée de vecteurs propres de A est également une base de vecteurs propres de X
ou encore, si P est une matrice réelle inversible telle que P~'AP soit une matrice diagonale Dy alors pour la
méme matrice P, P~' X P est une matrice diagonale D. De plus

X2 =A< PD*P~! = PDyP~! & D? = Dy <= D = diag(+/3,42,+1)

2 00 /2 0 0
ce qui fournit huit solutions deux 4 opposées. Onpeutprendre P=| —16 1 0 | puisP~' = 8 1 0
5 01 =5/2 0 1

D’ou les solutions



2 00 V3 0 0 12 00 2V3¢ 0 0 1/2 00

—16 1 0 0 2 0 8 1 0 |=| —16V3¢ 28 O 8 10

5 01 0 0 & -5/2 0 1 5v/3¢; 0 & -5/2 0 1
V3e; 0 0

=| —8/3¢ +168 2& 0
5(\/§€1 —83)/2 0 &3

ou (81,82,83) S {—1, 1}3.

Correction de I’exercice 3 A

Loya=—Q2+X)(B-X)(-1-X)+4)= —(X+2)(X>?—2X+1)= (X +2)(X —1)2.
A diagonalisable = dim(Ker(A—1)) =2 =rg(A—1I) = 1 ce quin’est pas . Donc A n’est pas diagonalisable.

0 1
De plus, E_» = Vect(ej) oe; = | 0 | et E; = Vect(ep)olep = | —2
1 )
2 1 0 2 1 0 0 0 O
2. A-D*=| -4 -2 0 —4 -2 0 |=| 0 0 O |etdoncKer(A—1I)*estle
4 8 -3 4 8§ -3 -36 -36 9

plan d’équation 4x+4y —z = 0.

3. On note f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R> est A. Le théoréme de
CAYLEY-HAMILTON et le théoréeme de décomposition des noyaux permettent d’affirmer

M5(R) = Ker(A+2I) & Ker(A—1)%.

De plus, chacun des sous-espaces Ker(A +21) et Ker(A —I)? étant stables par £, la matrice de f dans toute
base adaptée a cette décomposition est diagonale par blocs. Enfin, Ker(A —I) est une droite vectorielle
contenue dans le plan Ker(A —I)? et en choisissant une base de Ker(A —I)? dont I'un des deux vecteurs
est dans Ker(A —I), la matrice de f aura la forme voulue.

0 1 1 0 1 1
Onadéjachoisiey,=| 0 |etep=| —2 | puisonprendes=| —1 |.OnnoteP=| 0 -2 -1
1 —4 0 1 =4 0
-4 —4 1
P est inversible d’inverse P! = | —1 —1 0 |. On peut déja affirmer que P~'AP est de la forme
2 1 0
-2 0 0
0 1 x |].Plusprécisément
0 0 1
3 1 0 1 1 1
Aez —e3 = -4 -1 0 -1 |1-1 -1 = -2 | =e
4 8 =2 0 0 —4

et donc Aez = e + e3 puis

0 1 1 —4 —4 1 -2 00
A=PrPtouP=| 0 -2 -1 |,P'=| =1 =1 0 |etT= 0 1 1
1 -4 0 2 1 0 0 0 1




4. Soitn € N. Posons T = D+ N ou D = diag(—2,1,1) et N = E» 3. On a ND = DN et N> = 0. Puisque les
matrices D et N commutent, la formule du bindbme de NEWTON permet d’écrire

T" = D" +nD"'N = diag((—2)",1,1) +ndiag((—2)" "', 1,1)Ea 3 = diag((—2)",1,1) +nEy3

(=2)» 0 0
= 0 1 n
0 0 1
Puis
0 1 1 (=2)" 0 0 —4 —4 1
A'=PT"P'=| 0 -2 -1 0 1 n -1 -1 0
1 -4 0 0 01 2 1 0
0 1 n+l —4 —4 1 2n+1 n 0
= 0 -2 —2n—1 -1 -1 0 | = —4n —2n+1 0
(=2)" —4  —4n 2 1 0 —4(=2)"—8n+4 —4(=2)"—4n+4 (-2)

2n+1 n 0
Vne N, A" = —4n —2n+1 0
—4(=2)"—8n+4 —4(=2)"—4n+4

Correction de ’exercice 4 A

Soit P un élément de Ry,[X]. f(P) est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2n+ 1 et de plus, si a est le
coefficient de X" dans P, le coefficient de X?"*! dans f(P) est 2na —2na = 0. Donc f(P) est un élément de
R2,[X]. La linéarité de f étant claire, f est bien un endomorphisme de Ry, [X].

Cherchons maintenant P polyndme non nul et A réel tels que f(P) = AP ce qui équivaut a

P X2-1 2

P 2nX+A 1 (2n+A  —2n+A
X—1 X+1 :

En identifiant a la décomposition en éléments simples classique de % (asavoirsiP=K(X —z)% ... (X —zx)*

avec K # 0 et les z; deux a deux distincts, alors % =Yk, XO%’Z) on voit que nécessairement P ne peut admettre
pour racines dans C que —1 et 1 et d’autre part que P est de degré %(Zn +A+2n—A) =2n. P est donc

nécessairement de la forme
P=aP, avecac R* et B, = (X — D¥(X 4+ 1)*"* avec k € [0,2n].

Réciproquement, chaque P est non nul et vérifie

2 X—1 X+1

P — 2n+(2k—2 2n—(2k—2
k_k_+_%(n+]k:;<”( n) | 2n—(2k=2n)

Donc, pour chaque k € [0,2n], Py est vecteur propre de f associé a la valeur propre A; = 2(k —n).
Ainsi, f admet 2n+ 1 valeurs propres, nécessairement simples car dim(Ry,[X] =2n+1). f est donc diagonalisable
et les sous espaces propres de f sont les droites Vect(F;), 0 < k < 2n.

Correction de ’exercice 5 A

Soit P = aX? +bX? +cX +d € R3[X]

AP—(X*—X)P=(X—-1)P=aX*+(b—a)X> +(c—b)X*+(d—c)X —d =
aX*—X)+(b—a)X>+(c—b)X*+ (a+d—c)X —d.

10



et donc AP = (X*—X)(P+a)+ (b—a)X>+ (c—b)X*+ (a+d —c)X —d et donc f(P) = (b—a)X> + (c —
b)X? + (a+d —c)X —d. Par suite, f est un endomorphisme de E et la matrice de f dans la base canonique
(1,X,X%,X3) de E est

-1 0 0 O
1 -1 0 1
A= o 1 -1 0
o o0 1 -1
puis
S x o0 -k 0
0 1 —-1-X 0 0 | l_x
0 0 1 -1-X

=—(X+1)(—X+1P+1) =X (X +1)(X*+3X +3).

A admet quatre valeurs propres simples dans C, deux réelles O et -1 et deux non réelles —1 + j et —1 4 ;2. Xr
n’est pas scindé sur R et donc f n’est pas diagonalisable.

*SoitPEE.PcKerf < b—a=c—b=a+d—c=—-d=0sa=b=cetd=0. Kerf = Vect(X> +X>+X).
*SoitPEE.PcKer(f+ld)<b=c=a+d=0<b=c=0etd=—a. Ker(f+1d) = Vect(X> —1).

* rg(f) = 3 et immédiatement Imf = Vect(X — 1,X* — X, X3 — X?).

Si K = C, on peut continuer :

PcKer(f+(1—j)ld) < b—ja=c—jb=a+d—jc=—jd=0sb= ja, c= jPaetd =0.

Donc Ker(f + (1 — j)Id) = Vect(X> + jX*+ j*X) et en conjuguant Ker(f + (1 — j?)Id) = Vect(X> + j°X* +
JX).

Remarque. B = X (X —1)(X — j)(X — j?) et on a trouvé pour base de vecteurs propres les quatre polyndmes
de LAGRANGE X2 — 1= (X — 1)(X — j)(X — j?) puis X> + X%+ X = X(X — j)(X — j?) puis X + jX> + j>X =
X(X —1)(X — j2) etenfin X + j2X%+ jX = X(X — 1)(X — j). C’est une généralité. On peut montrer que si
E =C,[X] etsi Ban+ 1 racines deux a deux distinctes dans C alors f est diagonalisable et une base de vecteurs
propres est fournie par les polyndmes de LAGRANGE associés aux racines de B et ceci pour un polyndéme A
quelconque.

Correction de I’exercice 6 A
Si p =g, le résultat est connu : ¥ap = XBa.

X . . ) o A
Supposons par exemple p < ¢. On se raméne au cas de matrices carrées en complétant. SoientA’= (-
4—p.q
et BB=(B 044-p ). A’ et B sont des matrices carrées de format g et A’B’ et B’A’ ont méme polyndme
caractéristique.

A AB _
Un calcul par blocs donne B'A’ = BA et A'B’ = ( > (B 04q-p )= ( Op.q—p > Donc
0y—p.g 0g—pp Og—pg—p
xBa = (—X)?7P x4p ou encore, avec une écriture plus symétrique, (—X )P xpa = (—X)?xap ce qui vrai dans tous
les cas.

VA € My y(K), VB € My p(K), (—=X)" 154 = (—X)7a5.

Correction de I’exercice 7 A
Si u est inversible,

det(u+v) = detu < detu x det(Id +u~'v) = detu < det(Id +u~'v) = 1.

11



u et v commutent et donc u~! et v également car uv = vu = u 'uvu™' = u"'vuu=" = vu~' = u~'v. Mais alors,

puisque v est nilpotent, I'endomorphisme w = u~'v I’est également car (u~'v)? = u=PvP).
Il reste donc a calculer det(/d +w) ou w est un endomorphisme nilpotent. On remarque que det(/d +w) =
Xw(—1). Il est connu que 0 est I’'unique valeur propre d’un endomorphisme nilpotent et donc y,, = (—X)" puis

det(ld +w) = gw(—1) = (—(—=1))" = L.

Le résultat est donc démontré dans le cas ou u est inversible. Si u n’est pas inversible, u 4 xId est inversible
sauf pour un nombre fini de valeurs de x et commute toujours avec v. Donc, pour tout x sauf peut-étre pour un
nombre fini, det(u + xId +v) = det(u +xId). Ces deux polyndmes coincident en une infinité de valeurs de x et
sont donc égaux. Ils prennent en particulier la méme valeur en 0 ce qui refournit det(u + v) = detu.

Correction de I’exercice 8 A

* Si A est nilpotente, pour tout k € [1,71], A* est nilpotente et donc 0 est I’'unique valeur propre dans C de A,
Par suite, Vk € [1,n], Tr(A¥) =0.

» Réciproquement , supposons que Vk € [1,n], Tr(A*) = 0 et montrons alors que toutes les valeurs propres de A
dans C sont nulles. Ceci montrera que le polyndme caractéristique de A est (—X)" et donc que A est nilpotente
d’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON.

Soient Ay,..., A, les n valeurs propres (distinctes ou confondues) de A dans C. Pour k € [1,n], on pose Sy =
Af + ...+ Ak 11 ’agit de montrer que : (Vk € [1,n], S, =0) = (Vj € [1,n], A; =0).

1ére solution. Les S;, 1 < k < n, sont tous nuls et par combinaisons linéaires de ces égalités, on en déduit que
pour tout polyndéme P de degré inférieur ou égal a n et s’annulant en 0, on a P(A;) = 0 (1). 1l s’agit alors de
bien choisir le polyndme P.

Soit i € [[1,n]. Soient ..., 1, les valeurs propres deux a deux distinctes de A (1 < p < n). On prend P =
X Hj#,-(X — 1) sip>2etP=Xsip=1. P estbien un polynéme de degré inférieur ou égal a n et s’annule
en 0. L’égalité P(A;) = 0 fournit A; = 0 ce qu’il fallait démontrer.

2eme solution. Pour ceux qui savent que les sommes de NEWTON Sy, sont liées aux fonctions élémentaires en
les A; o1,..., 0, par les formules de NEWTON :

Vk<n, S — 0181+ ... + (=) lop 18 + (= 1)*koy = 0.

Par suite, si tous les Sy, 1 < k < n, sont nuls alors immédiatement tous les oy, 1 < k < n, sont nuls et donc les
A; sont nuls car tous racines de I’équation x" = 0.

Correction de ’exercice 9 A
Soit k € N*.

f"g—fg"zf" — e+ e = e e - —fgf"“+fgf"“—gf"
_Z fk lgf fk i— 1 l+l ka i— lfg gff ka i— lff
— kf*.

Ainsi,

si fg—gf = f,alorsVk €N, frg—gff =kf* ().

lére solution. Soit ¢ : Z(E) — Z(E) . ¢ estunendomorphisme de .Z(E) et Vk € N*, o(f*) = kf*.
h — hg—gh

Si, pour k € N* donné, f* n’est pas nul, f* est valeur propre de ¢ associé a la valeur propre k. Par suite, si

aucun des f* n’est nul, ¢ admet une infinité de valeurs propres deux a deux distinctes. Ceci est impossible car

dim(Z(E)) < +oo. Donc, f est nilpotent.
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2eéme solution. Les égalités () peuvent s’écrire P(f)g — gP(f) = fP'(f), (), quand P est un polyndme de
la forme X*, k € N. Par linéarité, les égalités (+*) sont vraies pour tout polynome P.
En particulier, 1’égalité («x) est vraie quand P est O le polyndme minimal de f et donc

FO(f) = Qs(f)g—gQs(f) =0.

Le polyndéme X Q’f est donc un polyndme annulateur de f et on en déduit que le polyndme Q divise le polynome
X Q}. Plus précisément, si p € N* est le degré de Qy, les polyndmes pQ; ayant mémes degrés et mémes
coefficients dominants, on en déduit que pQr =X Q} ou encore que

% _»p
Qr X

/

Par identification a la décomposition en éléments simples usuelles de g

o on en déduit que Oy = X”. En

particulier, f” = 0 et encore une fois f est nilpotent.

Correction de ’exercice 10 A

ler cas. Supposons @ = B = 0 et donc uv = vu. Puisque E est un C-espace de dimension finie non nulle, u
admet au moins une valeur propre que 1’on note A. Le sous-espace propre Ej correspondant n’est pas réduit a
{0}, est stable par u et d’autre part stable par v car u et v commutent. On note «’ et V' les restrictions de u et v au
sous-espace E, . u’ et V' sont des endomorphismes de Ej. De nouveau, E; est un C-espace de dimension finie
non nulle et donc v/ admet au moins un vecteur propre xo. Par construction, x( est un vecteur propre commun 2
uetv.

2eme cas. Supposons par exemple o # 0.

1 1
uy —vu = ou—+ Uy & (OCquﬁv)oav—a\/O(OCquﬁv) =ou+pBv

1
@fg_gf:fenposantf: au+Bvetg:aV.

On va chercher un vecteur propre commun a « et v dans le noyau de f. Montrons tout d’abord que Kerf n’est
pas nul (on sait montrer que f est en fait nilpotent (exercice 9) mais on peut montrer directement une propriété
un peu moins forte).

Si f est inversible, I'égalité fg — gf = f fournit (g+1d)o f = fogetdonc g+Id = fogo f~!. Par suite, g et
g+ Id ont méme polyndme caractéristique ou encore, si A est valeur propre de g alors A + 1 est encore valeur
propre de g. Mais alors A +2, A +3... sont aussi valeurs propres de g et g a une infinité de valeurs propres deux
a deux distinctes. Ceci est exclu et donc Kerf n’est pas réduit a {0}.

Maintenant, si x est un vecteur de Kerf, ona f(g(x)) = g(f(x))+ f(x) =0 et g(x) est dans Kerf. Donc g laisse
Kerf stable et sa restriction a Kerf est un endomorphisme de Kerf qui admet au moins une valeur propre et
donc au moins un vecteur propre. Ce vecteur est bien un vecteur propre commun a f et g.

Enfin si x est vecteur propre commun a f et g alors x est vecteur propre de v = ég etde u = é( f—PBv). xest
un vecteur propre commun a # et v.

Correction de ’exercice 11 A

1. « E contient I, et est inclus dans GL;(R).
* Si A et B sont dans E alors AB est a coefficients entiers et det(AB) = detAdetB = 1. Donc AB est dans
E.
* Si A est dans E, det(A~!) = I et en particulier A~! = 71-"com(A) est & coefficients entiers. On en
déduit que A~! est dans E.

Finalement

E est un sous-groupe de GL,(R).
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2. Soit A un élément de E tel qu’il existe un entier naturel non nul p tel que A? = .
A est diagonalisable dans C car annule le polynome a racines simples X” — 1.

A admet deux valeurs propres distinctes ou confondues qui sont des racines p-¢mes de 1 dans C et puisque
A est réelle, on obtient les cas suivants :

ler cas. Si SpA = (1,1), puisque A est diagonalisable, A est semblable a I, et par suite A = I,. Dans ce
cas, A2 =1],.

2¢me cas. Si SpA = (—1,—1),A= —LetA> =1,.

3éme cas. Si SpA = (1,—1) alors A est semblable a diag(1,—1) et donc A% = I, puis encore une fois
A =1,

4eéme cas. Si SpA = (¢®,¢7?). Dans ce cas TrA = 2cos0 est un entier ce qui impose 2cosf €
{=2,—1,0,1,2}. Les cas cos 0 = 1 et cos 6 = —1 ont déja été étudié.

* SicosO =0, SpA = (i,—i) et A est semblable a diag(i, —i). Donc A* = I, puis A!> = 1.

. 6Si cos® = +3, SpA = (j, j*) ou SpA = (—j,—j*). Dans le premier cas, A> = I, et dans le deuxieme
A =1D.

Dans tous les cas A2 = [,.

Correction de ’exercice 12 A

On montre le résultat par récurrence sur n € N* le format de A.

* C’est clair pour n = 1.

* Soitn > 1. Supposons que toute matrice de format n et de trace nulle soit semblable a une matrice de diagonale
nulle.

Soient A une matrice carrée de format n+ 1 et de trace nulle puis f I’endomorphisme de K"*!' de matrice A
dans la base canonique (ey,...,e, 1) de K",

Si f est une homothétie de rapport noté , alors 0 = Tr(f) = k(n+ 1) et donc k = 0 puis f = 0 puis A = 0. Dans
ce cas, A est effectivement semblable a une matrice de diagonale nulle.

Sinon f n’est pas une homothétie et on sait qu’il existe un vecteur u de E tel que la famille (u, f(u)) soit libre
(voir exercice ??). On complete la famille libre (u, f(u)) en une base de E. Le coefficient ligne 1, colonne
1, de la matrice de f dans cette base est nul. Plus précisément, A est semblable a une matrice de la forme
0 x ... b X
1

0

A/

0
Puis TrA” = TrA = 0 et par hypothése de récurrence, A’ est semblable a une matrice A; de diagonale nulle ou
encore il existe A| matrice carrée de format n et de diagonale nulle et Q € GL,(K) telle que 0 A0 =A4,.

1 0 ... 0
0
Mais alors, si on pose P = | . 0 , P est inversible car det(P) = 1 x det(Q) # 0 et un calcul
0
0 x X
1 0 0 X
par blocs montre que P~ = . 0! puis que P~!AP = : A est de
: — 1
0 :
X

diagonale nulle.
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Correction de ’exercice 13 A

detM:det( j: ? > = det< _SA ilf ) (Vk € [1,n], Ly < Ly — L1¢) et donc detM = det(A)det(—3A) =

(—3)"(detA)?.

detM = (—3)"(detA)?.
5: 1z s S y s . 1 4
L’idée de I’étude de M qui suit vient de 1’étude de la matrice de format 2, B = 11 )
Une diagonalisation rapide ameéne a B = < _12 ? ) X ( _01 g > X % ( _11 ; ) Soit alors P la matrice
=2I, 2I,

de format 2n définie par blocs par P =
I, I

) . Un calcul par blocs montre que P est inversible et que

B —1, 21, ,
pl= i( In” ol > puis que

-1, 21 A 4A =21, 2I
—1 _1 n n n n —
=t () (AR )
-A 0
0 3A )

. Puisque les matrices M et N sont semblables, M et N ont méme polyndme

A=

A =24\ ([ -21, 21, )\ _
34 6A L L )

—-A 0
0 34
caractéristique et de plus M est diagonalisable si et seulement si N 1’est.

On pose N = (

Cherchons les vecteurs propres Z de N sous la forme Z = ( ) ou X et Y sont des vecteurs colonnes de

Y
format n. Sois A € C.

-A 0 X X
NZ:lZ<:>< 0 3A><Y>:l<Y><:>—AX:7LXet3AY:7LY.

Par suite

A
Z est vecteur propre de N associé a4 < (X #0ouY #0) et (X € Ker(A+Al)etY € Ker (A - 31) ).

Une discussion suivant A s’en suit :
ler cas. Si —A et % ne sont pas valeurs propres de A alors A n’est pas valeur propre de M.

2éme cas. Si —A est dans SpA et % n’y est pas, alors A est valeur propre de M. Le sous-espace propre
. X —2X . . .
associé est ’ensemble des P ( ) = ( ) ol X décrit Ker(A+ AI). La dimension de Ej est alors

0 X
dim(Ker(A + A1).
3eme cas. Si —A n’est pas dans SpA et % y est, alors A est valeur propre de M. Le sous-espace propre

. 2Y . . .
associé est I’ensemble des P( g ) = ( ¥ ) ou Y décrit Ker <A — %1) La dimension de Ej est alors
dim <Ker (A — %1) >
4eéme cas. Si —A est dans SpA et % aussi, alors A est valeur propre de M. Le sous-espace propre associé est

I’ensemble des P ( ); ) = < —§X++Y2Y ) ou X décrit Ker(A + AI) et Y décrit Ker <A - %1) La dimension

de E), est alors dim(Ker(A + AI)) 4+ dim (Ker (A - %I) ) :
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Dans tous les cas, dim(E, (M)) = dim(E_3 (A)) +dim(E} 3(A)) (et en particulier dim(KerM) = 2dim(KerA)).
Comme les applications A — —A et A — % sont des bijections de C sur lui-méme,

A est diagonalisable < Z dim(E, (A)) =n
AeC

& Y dim(E; (A))+ ) dim(Ey(A)) =2n
AeC reC

& Y dim(E_;(A)+ ) dim(Ej ;3(A)) = 2n
AeC AeC
& M est diagonalisable.

Correction de I’exercice 14 A

-X b ... b —X+x b+x ... b+x

w=| ¢ st fy =] At
R : b+x
a ... a —X a+x . at+x —X+x

f est un polyndme en x. Par n linéarité du déterminant, f(x) est somme de 2" déterminants dont 2" — (n+ 1)
sont nuls car contiennent deux colonnes de x. Les déterminants restant contiennent au plus une colonne de x
et sont donc de degré inférieur ou égal a 1 en x. f est donc une fonction affine. Il existe donc deux nombres
A et B tels que Vx € C, f(x) = Ax+ B. Les égalités f(—a) = (—X —a)" et f(—b) = (—X — b)" fournissent
{ :Zﬁ ii z E:§ : Zi" et comme a # b, les formules de CRAMER fournissent

xa=f(0) =B =31 (b(—X —a)' —a(~-X —b)").

Soit A € C.

n
A valeur propre de A = chy (1) =0= (M) =5= "”“

all/n
2+D 1+b :‘E| :

Soient M le point du plan d’affixe A, A le point du plan d’affixe —a et B le point du plan d’affixe —b puis

k= ‘%’l/ ". k est un réel strictement positif et distinct de 1. On peut donc poser I = bar(A(1),B(—k)) et
J=bar(A(1),B(k)).

A valeur propre de A = MA = kMB = MA* — k’MB> =0 = (m — km)(m + km) =0
= (1 —K)ML(1+K)MJ = 0= MI.MJ =0
= M est sur le cercle de diametre [/,J] (cercles d’ APPOLONIUS (de Perga)).

Correction de I’exercice 15 A

1. Les hypotheses fournissent AU = U ou U = : et donc 1 est valeur propre de A.
1
X1

2. (a) Soient A une valeur propre de A et X = : € M,1(C) un vecteur propre associé.
Xn

16



n n
AX=AX=Vie [[l,l’l]], Za,;jxj =Ax;=> Vi€ [[l,l’l]], Mxl-] < Z ‘a,"ij]"
j=1 j=1

j
=Vie [L,n], |A||x| < Max{|x|, 1 <j<n}.

n
=Vie[l,n], |Ax| < ( ai7j> Max{|x;|, 1 < j<n}
=1

On choisit alors pour i un indice iy tel que |x;)| = Max{|x;|, 1 < j < n}. Puisque X est non nul, on
a |x;,| > 0. On obtient

|A]|xi,| < |xi,| et donc |A| < 1 puisque |x;,| > 0.
(b) Plus précisément,
12 = Gl ol = | 1] < 06 < (K g @i ) Wil = (1= i) i

etdonc VA € SpA, |A —a;, )| < 1—a;, i, ce qui signifie que les valeurs propres de A appartiennent
au disque de centre a;, ;, et de rayon 1 —a;, ;,. Ce disque est tangent intérieurement au cercle de
centre (1,0) et de rayon 1 en le point (1,0).

Correction de ’exercice 16 A
Soit A € .#,(R). A est antisymétrique si et seulement si ‘A = —A. Dans ce cas

x4 = det(A — XI) = det('(A — XI)) = det(—A — XI) = (—1)"det(A +XI) = (—1)"xa(—X)

Ainsi, x4 ala parité de n.

Correction de I’exercice 17 A

Soit f I’endomorphisme de R” de matrice A dans la base canonique (ej,...,e,) de R". Vi € [1,n], f(e;) =
ens1-; et donc Vi € [1,n], f*(e;) = e;. Donc f est une symétrie distincte de 1’identité et en particulier SpA =
{—=1,1} et f est diagonalisable. On en déduit que A est diagonalisable dans R.

Correction de I’exercice 18 A

1. J* =1. J annule le polyndme X" — 1 qui est a racines simples dans C et donc J est diagonalisable dans
C.

Les valeurs propres de J sont a choisir parmi les racines n-émes de 1 dans C. On pose @ = e
Vérifions que Vk € [0, — 1], @ est valeur propre de J.

2in/n

Soient k € [0,n— 1] et X = (xj)1<<n un élément de .7, 1 (C).
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k
k N2 X2 = 0" X1
X3 = O"x x3 = (0)“x
JX = o X & 3 2 o N ) x3 = (0)x,
k ' kyn—1
Xp = 0 Xy—1 xn—(a)) X1 _ (k\n—1
x1 = ox, x1 = (0%)"x X = (07)"x
et donc
1
ok
JX = "X & X € Vect(Uy) ou Uy = | (01)?
(wk.)nfl

Donc Vk € [0,n — 1], @ est valeur propre de J. Les valeurs propres de J sont les 7 racines n-émes de 1.
Ces valeurs propres sont toutes simples. Le sous espace propre associé a @, 0 < k < n— 1, est la droite
vectorielle Dy = Vect(Uy).

Soit P la matrice de VANDERMONDE des racines n-emes de 1I’unité ¢’est-a-dire P = (a)(jfl)(k* D) )0<j k<n—1
puis D = diag(1, o, ..., "} ), alors on a déja vu que Pl = %F (exercice 16) et on a

J = PDP~ ! avec D = diag(®/)1<j<n, P = (w(j_”(k_])) ren €t P'=1Pavecw = erimin,

Remarque. La seule connaissance de D suffit pour le 2).

. Soit A la matrice de 1’énoncé.
A=aol+arJ+aJ*+...+a, 1J" ' =0)ou Q=ap+arX +... +a, 1 X" .
D’aprés 1), A= P x Q(D) x P~! et donc A est semblable a la matrice diag(Q(1),Q(®),...,Q(&"")).

\-
Par suite, A a méme déterminant que la matrice diag(Q(1),Q(®),...,Q(@"')). D’ou la valeur du
déterminant circulant de I’énoncé :

a ap ... 4p-2 d4p-—1
ap—-1 do a1 an—2

—1r-) (Z’};é eziufl)(kfl)n/naj)‘

Correction de ’exercice 19 A

1. Soit o € S,,.

det(Ps) = Ypres, (0" )Por(1),1 -+ - Po'(n)n = Loores, €E(0)8ai(1),0(1) - - - O (n),0:(n) = E(C),

car 661(1)76(1) . 56/(,076(") #0&Vie [[1,71]], Gl(i) = G(l) <o =o.

Vo €8S, det(Ps) = €(0).
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2. (a) Soit (6,0") € 82. Soit (i, j) € [1,n]*. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice Py x Py vaut

Yi—1 6i.0() Or0'(j)-

Dans cette somme, si k # o'(j), le terme correspondant est nul et quand k = o’(j), le terme
correspondant vaut J; 5(5(j))- Finalement, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice Ps X P
vaut 51',6(0/( j)) qui est encore le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice Psop.

¥(0,0") €S2, Py X Pyr = Pyogr.

(b) Montrons que G est un sous-groupe du groupe (GL,(R), x). G contient I, = P, et d’autre part, G
est contenu dans GL,(R) d’apres 1).

(G, x) est un sous-groupe de (GL,(R), x).

3. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice AP5 vaut

Yi—1i k0% o(j) = Gio())-

Par suite, si Cy,..., C, désignent les colonnes de la matrice A, la matrice AP est la matrice dont les
colonnes sont Cy(1)s. - - Co(n).-

SiA=(Ci...Cp), APs = (Cs(1) - --Co(n))-

4. Commencons par trouver le polyndome caractéristique d’un cycle ¢ de longueur ¢ (1 < ¢ < n). Soit f,
I’endomorphisme de £ = R" de matrice P, dans la base canonique de R". Il existe une base de E dans

Joo Opp—y
On—te In—e
polyndme caractéristique yp. de P. est donc (—1)"(X —1)"~*(X* — 1) (voir exercice 18).

laquelle la matrice de f, est ( > ou la matrice Jy est la matice de 1’exercice 18. Le

Soit maintenant ¢ € S,,. On note fs I’endomorphisme de E = R" de matrice Ps dans la base canonique
de R". o se décompose de maniere unique a I’ordre pres des facteurs en produit de cycles a supports
disjoints, ces cycles commutant deux a deux.

Posons donc 0 = cjo...ocp,, p 2> 1, oules ¢;, 1 <i < p, sont des cycles a supports disjoints, et
notons ¢; la longueur du cycle ¢;, 1 <i < p. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de fs

J, 0 ... 0
est 0 R otk =n—{; —...— £, est le nombre de points fixes de ©.

g, 0

0O ... 0 I

Le polynome caratéristique cherché est donc xp, = (—1)*(X —1)... (X —1)(X —1)"~—~%_ Onen
déduit immédiatement les valeurs propres de Pg.

Correction de I’exercice 20 A

Posons ¥ = [T¢_; (A& — X )% ot Ai,..., A, sont les valeurs propres deux a deux distinctes de f.

Soit E; = Ker(f — A1Id)% le sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre A, 1 <k < p. D’apres
le théoréme de décomposition des noyaux, E = E{ & ... D E ;,. De plus, si fi est la restriction de f a E; alors fi
est un endomorphisme de E; (car f et (f — A/d)™ commutent).

On note que (fy — A)%* = 0 et donc Ay est I’unique valeur propre de f} car toute valeur propre de f; est racine
du polynéme annulateur (X — Ay )%.
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Existence de d et n. On définit d par ses restrictions di aux E;, 1 < k < p : dj est I’'homothétie de rapport Ay.
Puis on définit n par n = f —d.

d est diagonalisable car toute base de E adaptée a la décomposition E =E| & ... B E 1’, est une base de vecteurs
propres de d. De plus, f =d +n.

Soit n; 1a restriction de n a E,Q Onang = fi— lkIdE,i et par définition de E;, n,‘:‘k = (. Mais alors, si on pose
o = Max{ay,...,0,}, on anf = 0 pour tout k de {1,..., p} et donc n* = 0. Ainsi, n est nilpotent. Enfin, pour
tout k € [1, p], nx commute avec dy car dj est une homothétie et donc nd = dn.

Unicité de d et n. Supposons que f = d + n avec d diagonalisable, n nilpotent et nd = dn.

d commute avec n et donc avec f car df = d* +dn = d*> +nd = fd. Mais alors, n = f —d commute également
avec f. d et n laissent donc stables les sous-espaces caractéristiques E;, 1 <k < p de f. Pour k € [1,p], on
note dy et ny les restrictions de d et n a E;.

Soient k € [1, p] puis g une valeur propre de di. D’apres I’exercice 7,

det(fy — uld) = det(dy — pld +n) = det(dy — uld) =0,

car d;, — uld n’est pas inversible. On en déduit que f; — (tld n’est pas inversible et donc que u est valeur propre
de fi. Puisque A4 est I’'unique valeur propre de fi, on a donc = A;. Ainsi, A; est I’'unique valeur propre de
dy, et puisque dj, est diagonalisable (voir I’exercice 36), on a nécessairement dj, = lkldE]/( puis ng = fr — kkIdE,g-
Ceci montre 1’unicité de d et n.

Correction de ’exercice 21 A

On cherche une matrice A de format 4 dont le polyndme caractéristique est X* — 3X3 4+ X2 — 1. La matrice

0 0 0 1
1 00 O . . . Lo

compagnon A = 010 —1 convient (voir I’exercice ??) et le théoreme de CAYLEY-HAMILTON
001 3

montre que A* — 343 + A% — I, = 0.

Correction de ’exercice 22 A

Soit A la matrice de 1’énoncé. detA est le produit des valeurs propres de A.

*Sib=0,detA =a".

*Sib#0,rg(A—(a—b)I) =1 ou encore dim(Ker(A — (a — b)I)) = n— 1. Par suite, a — b est valeur propre
d’ordre n — 1 au moins. On obtient la valeur propre manquante A par latracede A: (n—1)(a—b)+ A = naet
donc A = a+ (n— 1)b. Finalement detA = (a —b)" ! (a+ (n— 1)b) ce qui reste vrai quand b = 0.

Correction de ’exercice 23 A

A est de format 2 et donc, soit a deux valeurs propres distinctes et est dans ce cas diagonalisable dans C, soit a
une valeur propre double A non nulle car TrA =24 # 0.

Dans ce dernier cas, A est diagonalisable et est donc est semblable a diag(12,A2) = A2I. Par suite, A> = 121
Ainsi, A annule le polyndme X2 — 242 = (X — A1)(X + 1) qui est scindé sur R a racines simples. Dans ce cas
aussi, A est diagonalisable.

Correction de ’exercice 24 A
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1. Soit f € CY(R,R). Soit F une primitive de f sur R. Pour tout x € R*, on a (¢(f))(x) = F(x>_OF(O).

xX—

F est continue sur R donc ¢(f) est continue sur R*. De plus, F étant dérivable en 0

tim((/)) () = tim ")
x#0 x#0

=F'(0) = £(0) = (¢(f))(0).

Finalement ¢@( f) est continue sur R. Ainsi, ¢ est une application de E dans E. La linéarité de ¢ est claire
et finalement

¢ € Z(C°(R,R)).

. Si f est dans Ker(¢) alors f(0) = 0 et pour tout x non nul, [y f(¢) dr = 0. Par dérivation on obtient
Vx € R*, f(x) =0 ce qui reste vrai pour x = 0 et donc f = 0. Finalement Ker(¢) = {0} et ¢ est injective.

@ n’est pas surjective car pour toute f € E, ¢(f) est de classe C! sur R*. Mais alors par exemple,
I’application g : x — |x — 1| est dans E mais n’est pas dans Im(¢).

@ est injective et n’est pas surjective. I

. On cherche A € R et f continue sur R et non nulle telle que Vx € R, (¢(f))(x) = Af(x). D’apres la
question précédente, 0 n’est pas valeur propre de @ et donc nécessairement A # 0.

Pour x = 0, nécessairement f(0) = A f(0) et donc ou bien A = 1 ou bien f(0) = 0.

On doit avoir pour tout x € R*, f(x) = ﬁ Jo f(t) dt. f est nécessairement dérivable sur R*. Pour tout
x€R* ona [y f(r) dt = Axf(x) et par dérivation, on obtient pour x € R,

fx) = A(xf'(x) + f(x))-

Soit I I’un des deux intervalles | —eo,0[ ou 0, +oo].

Vxel, f(x) =Axf'(x)+ f(x)) = Vx e, f’(x)—l—ll_xlf(x) =0

=Vxel, e(lilzl)ln‘x‘ f(x)+ ll— le(lilk)ln‘x‘ fx)=0
x
0

_ !
svrel, (|47 f) () =
= 3IKEeR/Vxel, [x|'T f(x) =K =3IK€R/Vxel, f(x) =K|x|'7".

ler cas. Si A €] — oo, 0[U]1,4-oo[ alors % < 0 et donc lim,_,o |x]% = +oo. La fonction x — K\x\%
ne peut donc étre la restriction a I d’une fonction continue sur R que dans le cas K = 0. Ceci fournit
J/1=e00 =0, f710,40) =0 €L f (0) = 0 par continuité en 0. Dons f est nécessairement nulle et A n’est pas
valeur propre de ¢ dans ce cas.

2eéme cas. Si A = 1, les restriction de f & ] — 0,0 ou ]0,+oo[ sont constantes et donc, par continuité de f
en 0, f est constante sur R. Réciproquement, les fonctions constantes f vérifient bien ¢(f) = f. Ainsi,
1 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est constitué des fonctions constantes.

1 .
Kixz 7 lsix>0

. f ainsi
Kz(—x)ll_] six <0 !

3eme cas. Si A €]0, 1], nécessairement I(K1,K>) € R?/Vx € R, f(x) = {

définie est bien continue sur R. Calculons alors @(f).

(@(f))(0) = £(0) = 0 puis si x > 0,
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(@(N)x) =L foKir T dr = 2Krxh = AKyxi ! = A£(x)

et de méme si x < 0. Enfin, (¢(f))(0) =0 = Af(0). Finalement ¢(f) = Af. A est donc valeur
propre de ¢ (K; = K, = 1 fournit une fonction non nulle) et le sous-espace propre associé a A est
x%_l six>0
Osix<O

de dimension 2. Une base de ce sous-espace est (fi,f2) ou Vx € R, fi(x) = { et

Osix=0
(—x)x 'six<0

fa(x) —{

Finalement

Sp((p) :]07 1]'

Correction de ’exercice 25 A
Trouvons un polyndme scindé a racines simples annulant f.
Le polyndme P = X (X — A)(X —u) = X> — (A + u)X? + AuX est annulateur de f. En effet,

P(f)=F=A+mfP+auf=A"—A+wA*+ Au)A)u+ (0 — (A +p)p® + (Au)u)v
=P(A)u+P(u)v=0.

* Si A et u sont distincts et non nuls, P est un polyndme scindé a racines simples annulateur de f et donc f est
diagonalisable.

*SiA=pu=0,alors f =0 et donc f est diagonalisable.

* Si par exemple A # 0 et u =0, f2 = A%u = Af et et le polyndme P = X (X — A) est scindé a racines simples
et annulateur de f. Dans ce cas aussi f est diagonalisable.

*Enfinsi A =u #0, f2=A%(u+v) = Af et de nouveau P = X(X — A) est scindé a racines simples et
annulateur de f.

Dans tous les cas, f est diagonalisable.

Correction de I’exercice 26 A
010
PosonsN=| 0 0 1 |.OnaN?=E;3etN?>=0.SiX €.#(C) est une matrice carrée vérifiant X> = N,
000
alors X% = 0. Donc X est nilpotente et, puisque X est de format 3, on sait que X = 0. Mais alors N> = X* =0
ce qui n’est pas . L’équation proposée n’a pas de solution.

Correction de ’exercice 27 A

Montrons le résultat par récurrence sur n = dimE > 1.

e Sin=1, c’est clair.

e Soit n > 1. Supposons que deux endomorphismes d’un C-espace de dimension n qui commutent soient
simultanément trigonalisables.

Soient f et g deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension n+ 1 tels que fg = gf.

f et g ont au moins un vecteur propre en commun. En effet, f admet au moins une valeur propre A. Soit E; le
sous-espace propre de f associé 2 A. g commute avec f et donc laisse stable Ej. La restriction de g a E;, est
un endomorphisme de E; qui est de dimension finie non nulle. Cette restriction admet donc une valeur propre
et donc un vecteur propre. Ce vecteur est un vecteur propre commun a f et g.

Commencons a construire une base de trigonalisation simultanée de f et g. Soit x un vecteur propre commun
a f et g. On compléte la famille libre (x) en une base # = (x,...) de E. Dans la base %, les matrices M et

N de f et g s’écrivent respectivement M = < f; MX ) et N = ( ‘L(; ;; ) ou M; et N; sont de format n.
1 1
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Un calcul par blocs montre que M) et N; commutent ou encore si f] et g; sont les endomorphismes de C"
de matrices M, et N dans la base canonique de C", f| et g; commutent. Par hypothese de récurrence, f; et
g1 sont simultanément trigonalisables. Donc il existe une matrice inversible de format n P, et deux matrices
triangulaires supérieures de format n 7j et 77 telles que Pl’lMlPl =TietP NP = T!.

. 1
Soit P = < 0 P
P~'MP et P! NP sont triangulaires supérieures.

P est donc la matrice de passage de la base 48 a une base de trigonalisation simultanée de f et g.

). P est inversible de format n + 1 car detP = detP; # 0 et un calcul par blocs montre que

Correction de ’exercice 28 A

Soit (A1, ..., A4,) la famille des valeurs propres de A. On a donc Y4 = (A} —X)... (4, — X).

xa(B) inversible < (B — AyI)...(B — A1) inversible
< Vk € [1,n], B— A& inversible (car det((B— A11)...(B—Ayl)) = det(B— A1) x ... x det(B— A1)
< Vk € [1,n], A n’est pas valeur propre de B
< SpANSpB =@.

Correction de ’exercice 29 A

Si P et ) sont premiers entre eux, d’apres le théoreme de BEZOUT, il existe deux polynomes U et V tels que
UP+V s =1. En prenant la valeur en f et puisque que x¢(f) =0, on obtient P(f)oU(f) =U(f)oP(f)=1d.
P(f) est donc un automorphisme de E.

Réciproquement, si P et s ne sont pas premiers entre eux, P et Xy ont une racine commune A dans C. Soit
A est la matrice de f dans une base donnée (si K n’est pas C I’utilisation de la matrice est indispensable). On
a P(A) = (A—AI)Q(A) pour un certain polyndme Q. La matrice A — A n’est pas inversible car A est valeur
propre de A et donc P(A) n’est pas inversible (det(P(A)) = det(A — AI)detQ(A) = 0).

Correction de ’exercice 30 A

1g(Myp—1) =1,sia=b=0,2 sil’'un des deux nombres a ou b est nul et ’autre pas et 3 si a et b ne sont pas
nuls. Donc My o n’est semblable a aucune des trois autres matrices et de méme pour M1 ;.

Il reste a savoir si les matrices M o et My ; sont semblables.

(Mo —1)?> = (E12+Ex3)> =E13#0et (Myy —1I)* = (E12+E34)* = 0. Donc les matrices M o et My | ne
sont pas semblables.

Correction de ’exercice 31 A

Soit B la matrice de 1’énoncé. rgB = 1 et si A existe, nécessairement rgA = n — 1 (exercice ??).
Une matrice de rang 1 admet I’écriture générale U’V ou U et V sont des vecteurs colonnes non nuls. Ici

1 1

2 0
U= . etV =

n 0

Si A existe, A doit déja vérifier A’tB ='BA = 0 ou encore AV'U =0 (1) et V'UA = 0 (2). En multipliant les
deux membres de 1’égalité (1) par U a droite puis en simplifiant par le réel non nul ‘UU = ||U||3, on obtient
AV = 0. Ceci montre que la premiere colonne de A est nulle (les n — 1 dernieres devant alors former une famille
libre).

De méme, en multipliant les deux membres de 1’égalité (2) par 'V a gauche, on obtient 'UA = 0 et donc les
colonnes de la matrice A sont orthogonales a U (pour le produit scalaire usuel) ce qui invite franchement a

23



considérer la matriceA=| : . . . qui convient.

Correction de I’exercice 32 A

(Siles ai sont réels, la matrice A est symétrique réelle et les redoublants savent que la matrice A est diagonalisable.)
Si tous les ag, 1 < k < n—1, sont nuls la matrice A est diagonalisable car diagonale.

On suppose dorénavant que 1’'un au moins des a;, 1 < k < n— 1, est non nul. Dans ce cas, rgA = 2.

0 est valeur propre d’ordre n — 2 au moins. Soient A et i les deux derniéres valeurs propres. On a

Adtu=TA=a,et A2+ u> =Tr(A2) =L@+ Y1 a} =2Y/_1a +a?.

A+u=a,
Apr=2Y1"a;

A et i sont solutions du systéme { )L;L _:L ;fn nel o
H™ == Ly

(S).

On a alors les situations suivantes :

* Si A et u sont distincts et non nuls, A est diagonalisable car 1’ordre de multiplicité de chaque valeur propre

est égale a la dimension du sous-espace propre correspondant.

* Si A ou u est nul, A n’est pas diagonalisable car ’ordre de multiplicité de la valeur propre 0 est différent de

n—2, la dimension du noyau de A.

* Si A = pu #0, A est diagonalisable si et seulement si rg(A — AI) = n— 2 mais on peut noter que si A n’est

pas nul, on a toujours rg(A — AI) = n— 1 en considérant la matrice extraite formée des n-1 premiéres lignes et

colonnes.

En résumé, la matrice A est diagonalisable si et seulement si le systeéme () admet deux solutions distinctes et

non nulles.

Mais A et u sont solutions du systéme (S) si et seulement si A et u sont les racines de 1’équation (E) :

X?—a,X — ZZ;% a2 = 0. Par suite, A est diagonalisable si et seulement si ZZ;} a2=0etA=a’ +4y,” { a? #0.

ui équivaut au systéme
4 a,% quieq y {

Correction de I’exercice 33 A

1-X 1 -1
L= 1 1-X 1 |=1-X)(X2-2X)-2-X)+(2—-X)=-X(X—-1)(X-2).
1 1 1-X
On est dans le cas d’une matrice diagonalisable avec 3 valeurs propres simples.

Recherche des droites stables. Dans chacun des cas, les droites stables sont les droites engendrées par
des vecteurs propres. On obtient immédiatement les 3 droites stables : Ey = Vect(el) ot e; = (1,—1,0),
E, = Vect(ez) ottep = (1,—1,—1) et E; = Vect(e3) ot ez = (0,1, 1).

Recherche des plans stables. Soit P un plan stable par f. La restriction de f a P est un endomorphisme
de P et on sait de plus que le polyndme caractéristique de fp divise celui de f. f/p est diagonalisable car
J lest car on dispose d’un polyndme scind€ a racines simples annulant f et donc f/p. On en déduit que
P est engendré par deux vecteurs propres indépendants de f,p qui sont encore vecteurs propres de f. On
obtient trois plans stables : P = Vect(ez,e3), P, = Vect(ey,e3) et P3 = Vect(ey, e2).

2-X 2 1
2.0a=| 1 3-X 1 |[=0Q2-X)X?-5X+4)—(-2X+2)+X-1)=(1-X)(X-2)(X -
1 2 2-X
4)—2—1)=(1-X)(X?>+6X —5) = —(X — 1)*(X —5). Puis E; est le plan d’équation x + 2y +z =0 et
Es = Vect((1,1,1)).

On est toujours dans le cas diagonalisable mais avec une valeur propre double.

24



Les droites stables sont Es = Vect((1,1,1)) et n’importe quelle droite contenue dans E;. Une telle droite
est engendrée par un vecteur de la forme (x,y, —x — 2y) avec (x,y) # (0,0).

Recherche des plans stables. Soit P un plan stable par f. f est diagonalisable et donc f/p est un
endomorphisme diagonalisable de P. Par suite, P est engendré par deux vecteurs propres indépendants
de f. On retrouve le plan propre de f d’équation x + 2y +z = 0 et les plans engendrés par (1,1,1) et
un vecteur quelconque non nul du plan d’équation x + 2y + z = 0. L’équation générale d’un tel plan est
(—a—3b)x+ (2a+2b)y+ (b—a)z=0ou (a,b) # (0,0).

6—-X —6 5
3. qa=| 4 —1-X 10 |=(6—X)(X*—-3X+56)+4(6X +6)+7(5X —55) = —X>+9x% —
7 -6 4-X
15X =25 = —(X + 1)(X> - 10X +25) = —(X +1)(X —5)%.
E_; = Vect(10,15,4) et Es = Vect((1,1,1)). On est dans le cas ou A admet une valeur propre simple et
une double mais n’est pas diagonalisable. Les droites stables par f sont les deux droites propres.

Recherche des plans stables. Soit P un plan stable par f. Le polyndme caractéristique de f; p est unitaire
et divise celui de f. Ce polyndme caractéristique est donc soit (X —1)(X —5) soit (X —5)-.

Dans le premier cas, f/p est diagonalisable et P est nécessairement le plan Vect((10, 15,4))+ Vect((1,1,1))
c’est-a-dire le plan d’équation 11x — 6y — 5z =0.

Dans le deuxieme cas, X, = (X —5)? et 5 est I'unique valeur propre de f /p- Le théoreme de CAYLEY-

HAMILTON montre que (f/p —5Id)* =0 et donc P est contenu dans Ker(f —51d)*. Ker(f —5Id)? est le
plan d’équation x = z qui est bien siir stable par f car (f — 5Id)?> commute avec f.

Correction de I’exercice 34 A

1 3 -7

SoitA=| 2 6 —14 |.Aestderang 1 etdonc admet deux valeurs propres égales a 0 . TrA = 0 et donc la
1 3 -7

troisieme valeur propre est encore 0. Donc x4 = —X>. A est nilpotente et le calcul donne A®> = 0. Ainsi, si X

est une matrice telle que X> = A alors X est nilpotente et donc X = 0.

Réduction de A. A2 =0. Donc ImA C KerA. Soit e3 un vecteur non dans KerA puis e, = Aes. (e;) est une
base de ImA que ’on compléte en (e, e;) base de KerA.

(e1,e2,e3) est une base de .#3 1 (C) car si aej + bes + ce3 = 0 alors A(ae; + bey + ce3) = 0 ¢’est-a-dire ce; =0
et donc ¢ = 0. Puis @ = b = 0 car la famille (e, e;) est libre.

000
Si P est la matrice de passage de la base canonique de .#3 1 (C) alabase (e}, e2,e3) alors PlAP=1 0 0 1
000
3 -7 0
On voit peut prendre P=| —1 —14 O
0o -7 1
Si X2 = A, X commute avec A et donc X laisse stable ImA et KerA. On en déduit que Xep est colinéaire a
a 0 d
e et Xejp est dans Vect(ep,ez). Donc P~1XP est de la forme b ¢ e |. De plus, X est nilpotente de
0 0 f
polyndme caractéristique (a — A)(c — A)(f — A). On a donc nécessairement a = c = f = 0. P~'XP est de la
0 0 b
forme [ a 0 ¢
0 0O
0 0 b 00O
Enfin, X>?=A< | a 0 ¢ | =1 0 0 1 | <a=1.
0 0O 00O
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Les matrices X solutions sont les matrices de la forme P P~! o1 a est non nul et b quelconque.

S O
oS O O
O SR

14 -7 0
OntrouveP*1:41—9 -1 =3 0 puis
-7 —21 49
(3 10 00! 14 -7 0
X=75| -1 -140 a 0 b -1 -3 0
0o -7 1 000 —7 21 49
_ 3_
1 Ta 0 2-7b 7 0
=—| —-14 —-1_14 -1 -3 0
49 Do 7 21 49
—T7a 0 —Tb

—2a—2+b a—=+3b  3-7b
=| —4a+++2b1 2a+2+6b —1-14b |, (a,b)eC*xC.

—2a+b a—+3b —7b
Correction de I’exercice 35 A
1 0 —1 1-X 0 —1
SoitA=[12 1 |. ya=| 1 2-X 1 |=01-X)X2-5X+4)—(-2+2X)=(1—
2 2 3 2 2 3—-X

X)(X?—5X4+4+2)=—-(X-1)(X —2)(X —3).

A est a valeurs propres réelles et simples. A est diagonalisable dans R et les sous-espaces propres sont des
droites.

Si M est une matrice qui commute avec A, M laisse stable ces droites et donc si P est une matrice inversible telle
que P~'AP soit diagonale alors la matrice P~'MP est diagonale. Réciproquement une telle matrice commute
avec A.

C(A) = {Pdiag(a,b,c)P~!, (a,b,c) € C*}.

2b—c —a+2b—c o

On trouve C(A) = ~b+c a—b+c (—a+c)/2 |, (a,b,c)€C? ). On peut vérifier que C(A) =
2c—2b  —2b+c c

Vect(I,A,A?).

Correction de ’exercice 36 A

F est stable par f et donc f/r est un endomorphisme de F. f est diagonalisable et donc il existe un polyndme P,
scindé a racines simples, tel que P(f) = 0. Mais alors P(f/r) = 0 et on a trouvé un polyndme scind€ a racines
simples annulateur de f,r. Donc f/ est diagonalisable.

Correction de ’exercice 37 A

Soit P = X3+ X2+ X = X (X — j)(X — j?). P est a racines simples dans C et annulateur de A. Donc A est
diagonalisable dans C et ses valeurs propres sont a choisir dans {0, j, j°}. Le polyndme caractéristique de A est
de la forme (—1)"X%*(X — j)B(X — j2)" avec a+ B + y = n. De plus, A est réelle et on sait que j et j2 = ont
méme ordre de multiplicité ou encore y = 3.

Puisque A est diagonalisable, I’ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-
espace propre correspondant et donc

1g(A) =n—dim(KerA) =n—a = 2.
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On a montré que rgA est un entier pair.
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