Exo7

Etude métrique des courbes

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** trés difficile
I: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1

Longueur L de (I') dans chacun des cas suivants :

X = ClCOS3t

1. T est ’astroide de représentation paramétrique { (a > 0 donné).

y=asin’t

x = R(t —sint)

<t <L 2m.
y = R(1—cost) Usis2m

2. I est I’arche de cycloide de représentation paramétrique {

3. T est I’arc de parabole d’équation cartésienne x*> = 2py, 0 < x < a (p > 0 et a > 0 donnés).
4. T est la cardioide d’équation polaire r = a(1 +cos 0) (a > 0 donné).

Correction V [005535]

Exercice 2
Déterminer et construire la développée

L { x:R(.cosH-ln‘tan%D
y = Rsint

2‘{x:R@—ﬁm)

y=R(1—cost) °
3.y=x"
Correction ¥ [005536]
Exercice 3
Trouver le point de la courbe d’équation y = Inx en lequel la valeur absolue du rayon de courbure est minimum.
Correction V [005537]
Exercice 4

Soit (T") la courbe d’équation y = In(cosx), pour —7 < x < 7. Calculer I’abscisse curviligne s quand O est
I’origine des abscisses curvilignes et I’orientation est celle des x croissants. Trouver une relation entre R et s.
Tracer (I') et sa développée.

Correction ¥ [005538]

Exercice 5

Pour A € R, on note (I"y) la courbe d’équation y = Axe™*. Quel est le lieu des centres de courbure Cy en O a
('3 ) quand A décrit R.
Correction ¥ [005539]
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Correction de ’exercice 1 A

_)
1. L astroide complete est obtenue quand ¢ décrit [—7, 7] et pour des raisons de symétrie, L=4 [ 2 ‘%’I dr.

- —3asintcos?t ) —cost
Or ‘Z—M = . 9 = 3asint cost . et donc
t 3acostsin“t sint

a

dt

= 3a|sintcost| = 3|sin(2t)|

puis

— /2
L=4 ;| — 6a.

dt = 6a [/*sin(2t) dt = 6a {—“"52(2’)} i

L —=6a.

il

P R(1 —cost) . : sin(z/2) . .
dM
2. 95 = < ) 2Rsin (%) smtcost< . etdonc |7 2R}s1n (%)’ puis

Rsint 0s(1/2)

%
L:fOZIr am dt:2Rf02ﬂsin(%) dt:4R[_COS(%)}§n:8R.

L =38R.

xX=t
3. Une représentation paramétrique de I" est { y 2 ,0<t<aetdonc

“ a 2 a/p
L:/ \/(x/(t))2+(y/(t))2 dz:/ \Ed;:p/ Vi +1du
0 0 p 0
a/p alp y? a? alpy? +1 -1
_ 2 _ —a 1+ & _ “ro
_p<[u u +1]O /0 szL1du> a 1+p2 p/o N du

1—|—a2 L+ argsh<a>
=da Th p B
p? p

Lz%(a,/l—k%i#—pargsh(%)).

4. La cardioide complete est obtenue quand 6 décrit [—7, 7).

et donc

@ =a((—sin@) g+ (1+cosB)Vg) = 2acos (%) (—sin(%) U g+ cos (%) 79).

a

Comme le vecteur —sin () U g +cos (2) W o est unitaire, o

= |2acos (%) puis

L= |7, |2acos (£)|dt = 4a [ cos (§) dt = 8a [sin (£)]] = 8a.

L =28a.



ox)(M(1)) et M(x —1) =

%[ puls on obtient la courbe

(oy)(M(t)), on se contente d’étudier et de construire la courbe quand 7 € |0,
T
: 3l

Correction de I’exercice 2 A
On obtient la courbe complete quand ¢ décrit | — x,0[U]0, . Puisque M(—t)
o ;
complete par réflexions successives d’axe (Oy) puis d’axe (Ox). Pour 7 € |0,

— _ cos?t
av _ ( R(—sint+ L) _r( S ) Zgeost ((€08T ) _ g o €OST )
dt Rcost cost sint \  gin¢ sint

t .
) est unitaire, on a

Puisque Rcotan > 0 pour 7 € |0, 5 | et puisque le vecteur (
. t

= Rcotan? puis 7 (t) = ( cos )
sint

—sint

On a donc 7 (1) = < cost ) et d’autre part, on peut prendre ¢ (7) = ¢. En notant p(¢) le rayon de courbure

ds ds/dt
pt)= 4= da//dt = Rcotant,

au point M(1),

puis

< R(cosH—ln!tan%’) )+Rcotant< —sint >
Rsint cost

Q) =M(t)+p()7 (1) =
_ ( Rln‘lgané‘ )

sin?
> ] — m,0[U]0, x| (en complétant par symétrie). Quand

Rln‘tan%‘
R

La développée cherchée est I’arc ¢ — < ‘R
sint
t décrit |0, [, on effectue alors le changement de parametres ¢ — Rln |tan 5 ‘ = u qui est un C'-difféomorphisme

de ]0, [ sur R. On obtient x = u puis

L) = RESEE — Ren (4).

__R__R
y - 2t\n2 2 (tan 2 + tan £ 7 2
l+tan27
u
u , u € R ou encore la

Le support de la développée sur |0, 7| est aussi le support de ’arc u — <

chainette d’équation cartésienne y = Rch ( )



Quand ¢ décrit [0,27], on ol;tient une arche de cycloide complete. Les autres arches s’en déduisent par
translations de vecteurs 2knR i . Pour ¢ € [0,27]

- ( R(1 —cost) >—2Rslﬂ(2)< zzls(é)) )

dt Rsint

sin (£
Le point M(t) est régulier pour ¢ €]0,27[ et pour 7 €]0,27[, 2Rsin (%) > 0. Puisque le vecteur ( (i)) )
cos (%
2

ds —2Rsin (L) et T (1) = ( Sin((%)) ): ( COS(’?’I—; )

—cos (%
On en déduit que 77 (1) = < E; ) et d’autre part, on peut prendre o/(f) = 7 — 5. En notant p(¢) le rayon
2

est unitaire, on a

l\) \

de courbure au point M(t),




et donc

Q(r) = M() +p (1) (1) = < ,fg:zioft)) ) ~4ksin (3) ( _S:S(
R(t +sint)
- < —R(1 —cost) )

La développée cherchée est I’arc ¢ — R(z +sin1) . Poursuivons.
—R(1 —cost)

DN~ ~~
~— DI

) R(t —sint) +2Rsint
< R(1 —cost) —2R(1 —cost) >

Q4+ 1) = ( Rf%”;iis“t’)) > - ( ]f((lt :zions’t)) >+ ( - > — 13 (M(1)) ot @ = (7R, ~2R).

Ainsi, le centre de courbure au point M(r + &) est le translaté du point M(r) dans la translation de vecteur

(mR,—2R) et donc la développée de la cycloide est la translatée de la cycloide par la translation de vecteur
(mR,—2R). En particulier, c’est encore une cycloide.

t - . . .
% est le support de la courbe paramétrée 1 — M(t) = ( 2 > M (t) est birégulier si et seulement si ¢ /neq0.
’ 1
M _ .
Pourt € R, 77 = ( 32 ) Par suite

: — 1

—3¢2 . ) "
Donc, d’une part 77 (¢) = \/leW < | ) et d’autre part, puisque les coordonnées de ?(t) sont positives, on

peut prendre () = arccos (ﬁ) Par suite, pour 7 # 0

do

_ 1 3 4\—=3/2 1 _ 6
G =—(=3)36r7(1+9r) /2 x NE—— o
14914
puis
ds/dt _ (14+91*)3/2
R(1) = Goja = o
et donc

. ) 9
Q) M(z)+R<r>7<z>=<,2)+lz?’< N )= 2,1
2 6t



N +

-4 =3 1 3
Correction de ’exercice 3 A
t
€ est le support de 1’arc paramétré ¢ — < Int > t>0.
!
V112 1+1

— 1 1/ 1+[l2
ddﬂf:< 1/t>:m 1/ (/14 %)

Donc, % =Y 1t+ 1

do t

dr T (24132 [
1+12

et finalement

12 = i i
= et on peut prendre (r) = arcsin ( W) puis
1




Pour t > 0, posons f(t) = [R(t)| = 1(> +1)3/. f est dérivable sur |0, +oo[ et pour t > 0,

F11)= =5+ 132432+ 1)1/2 = YEL (2 4 1) 4+ 3¢2) = YL (22 - 1),

.. N 3/2
f admet un minimum en ¢ = % égal a ﬁ(% + 1) / = #

3v3

Le rayon de courbure minimum est =%= et est le rayon de courbure en M ( !

T T
ﬁ),—§<t<§.

Correction de I’exercice 4 A

) - t
% est le support de I’arc paramétré ¢ — < In(cos?) ) .

ol _ 1 _ 1 ( cost
dt —sint/cost cost \  —sins /)

st - . : cost
L , ) est unitaire, on a successivement % = _L T(1) = ( ), (1) =

Puisque —— > 0 et que (

cost

SINE N o (6) = —t puis
cost )’ - 'P

cost” —sint

_ds/dr _ _ds _ 1
R(t) “dofdt T dt T cost’

Ensuite, si s est 1’abscisse curviligne d’origine 0 orientée dans le sens des ¢ croissants,

s(t) = [os'(u) du= [ du:ln’tan(%-}-%)’.

cosu

Enfin,

Q1) =M(t) +R(t)T (t) = < 1n(ctost) > _colst< ;I;tt > - ( ln(tc_ost?)m—l )




Correction de ’exercice 5 A

ltte_f ) . 6o est ’axe (Ox) et donc Cy n’est pas défini,
puis €_, est la symétrique de %), par rapport a I’axe (Ox) et donc C_ est le symétrique de C; par rapport a
I’axe (Ox). Dans ce qui suit, on suppose A > 0.

%}: ( m-lt)e—f >

Soit A € R. &), est le support de I’arc paramétré ¢ — <

1
ey ds 2(1 —#)2p—2t — |
Par suite & VIHAY(1—1)2 ,?(l) v ( A(1=1)e! )
o ] —A(1—1t)e! . 1
i (t) = Ve < ! et on peut prendre ¢ (z) = arccos WavE (car 7(1) a
une abscisse strictement positive). Ensuite,
da _ AX((2t=2)—=2(t—1)})e ™ 1
di " 2(14A2(1—1)2e=2)3/2 \/1—?&2(11,)2 =7
132 _ . ds/d
et donc 4%(0) = 2(1+il/12)3/2 \/171#2 = 1+sz puis R(0) = dgc//dtt (0) = — 55 (1+22)32 et donc
14+2

Cy, = Q(0) = M(0) + R(0) 77 (0) = 0 — 5k (1+A2)3/2 < A >: < _((1+12)/2 >

VIFAZ 1 1+12)/(21)
, . , (14+4%)/2 .
L’ensemble des Cy, A € R*, est le support de ’arc A — ( _(14+42)/(2A) , A € R,






