Exo7

Courbes en polaires

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1

Construire les courbes suivantes :
1. r=1/cos(26),
2. r=sin (%),
3. r=ae"®, (a,b) €]0,+o[?,
4. r=2cos(20)+1,

5. r=tan (%)

Correction V¥ [005530]
Exercice 2
N s 4 . : __ 2co0sB+1
Etude complete de la courbe d’équation polaire r = 55 5=
Correction V¥ [005531]

Exercice 3 La cardioide

Soit la courbe d’équation polaire r = a(1 +cos0), a > 0.
1. Construire la courbe.
2. Longueur et développée.

Correction V [005532]

Exercice 4

Construire la courbe d’équation cartésienne x?(x> +y?) — (y —x)> = 0 aprés étre passé en polaires .
Correction V¥ [005533]

Exercice 5

Développée de la spirale logarithmique d’équation polaire r = ae® (a > 0).
Correction V¥ [005534]
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Correction de ’exercice 1 A

1. (Lemniscate de BERNOULLI.) Soit ¢ la courbe d’équation polaire r = /cos(26). Domaine d’étude.
Notons D le domaine de définition de la fonction r : 0 +— \/cos(20). * 0 € D < 0 + 21 € D et pour
6 eD,

M(6+21) = [r(6 +27),6 +21) = [r(6), 0 +27] = [r(0), 0] = M(8).

On obtient donc la courbe complete quand 6 décrit un intervalle de longueur 27 comme [—7,7]. * 6 €
D& —0 € Detpour 6 €D,

M(—86) = [r(=86),—60] = [r(6),—6] = 5(0x) (M(8)).

On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 € [0, 7] puis on obtient la courbe
complete par réflexion d’axe (Ox). * 0 € D< w— 6 € D et pour 0 € D,

M(n—0)=[r(r—06),r—0]=1[r(0),r— 0] = s(o},)(M((-))).

On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 & [O, %] puis on obtient la courbe
complete par réflexion d’axe (Oy) puis d’axe (Ox). Pour 6 € [0,%],0 € D < cos(20) >0< 6 € [0,F].
On étudie donc la courbe sur [0, ﬂ . Variations et signe de r. La fonction r est strictement décroissante
sur [0, %], strictement positive sur |0, %] et s’annule en §. Etude en §. M (%) = O et donc la tangente
en M (%) est la droite passant par O et d’angle polaire 7 ou encore la droite d’équation y = x.

Etude en 0. M(0) est le point de coordonnées cartésiennes (1,0). Pour 6 € |—%, Z[,
— . s
‘%(9) = _Mﬁe + cos(29)79 et donc %(0) =Vo= ?

\/cos(20)

M(0) est le point de coordonnées cartésiennes (1,0) et la tangente en M (0) est dirigée par 7

2. Soit % la courbe d’équation polaire r = sin (22 ). Domaine d’étude. * Pour 6 € R,

M(6+6m) = [r(6 +67),0+61] = [(8),0 +67] = [r(0),0] = M(8).



On obtient donc la courbe complete quand 6 décrit un intervalle de longueur 6 comme [—37,37]. * Pour
0 € [-3m,37],

M(—6) = [r(=6),—6] = [-r(6),—6] = [r(6),® — 6] = 5(0,)(M(6)).

On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 € [0,37] puis on obtient la courbe
complete par réflexion d’axe (Oy). * Pour 6 € [0,37], M(3xr—6) = [r(3n—0),37— 0] =[—r(0),37w — 6]
[r(0),—0] = s(0x)(M(8)). On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 € [0, 32] puis
on obtient la courbe compleéte par réflexion d’axe (Ox) puis d’axe (Oy).

«Pour 0 € [0,2F], M (3£ —0) = [r(3£-0),32-0] = [r(0),F — 6] =s,—_(M(6)). On étudie et
on construit la portion de courbe correspondant a 0 € [O, %”} puis on obtient la courbe compléete par

réflexions successives d’axes la droite d’équation y = —x, puis d’axe (Ox) et enfin d’axe (Oy).

* Remarque. La fonction r admet 37 pour plus petite période strictement positive. Pourtant, on n’obtient
pas la courbe complete quand 6 décrit [0,37] car 37 ne fournit pas un nombre entier de tours. Plus
précisément,

M(6+37m)=[r(0+3m),0+37| =[r(0),0+n] =s0(M(0)).
Variations et signe de r. La fonction r est strictement positive sur ]O, %’T] et s’annule en 0. La fonction

r est strictement croissante sur [0,2%]. ¢ M(0) est le point O. La tangente en M(0) est la droite passant
par O d’angle polaire 0 c’est-a-dire I’axe (Ox).
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3. Soit € la courbe d’équation polaire r = ae L’étude est tres breve. La fonction r : 6 — ae
est strictement positive et strictement croissante sur R. Tout en tournant, on ne cesse de s’écarter de
I’origine : la courbe est une spirale.

tracé quand
—= a:2,b:0,0]

4. Soit € la courbe d’équation polaire r = 2cos(6) + 1.

Domaine d’étude. ¢ Pour 6 € R, M(6 +27m) = M(6). On obtient donc la courbe compléte quand 6
décrit un intervalle de longueur 27 comme [—7,7]. * Pour 6 € [~7, 7], M(—0) = 59, (M(0)). On
étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 € [0, ] puis on obtient la courbe complete
par réflexion d’axe (Ox). Variations et signe de r. La fonction r est strictement décroissante sur [0, 7].
La fonction r est strictement positive sur [0, 2% [, strictement négative sur | 2%,0] et s’annule en 2. Donc
la fonction  — OM(6) = |r(6)| est strictement décroissante sur [0, %”] et strictement croissante sur
(22, 7]. » M (3F) estle point O. La tangente en M (2£) est la droite passant par O d’angle polaire 2%

4



c’est-a-dire la droite d’équation y = —+/3x. * Par symétrie par rapport a (Ox), les tangentes en M(0) et
M(m) sont parralleles a (Oy).

924

5. Soit € la courbe d’équation polaire » = tan (%) Domaine d’étude. Notons D le domaine de définition
de la fonction 7 : 6+ tan(32). « @ € D < 6+ 67 € D et M(6 +671) = M(6). On obtient donc la
courbe complete quand 6 décrit un intervalle de longueur 6 comme [—37,37]. * 6 € D< —0 € D et
M(—0) = s(0y)(M(0)). On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a € [0, 37] puis on
obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy). * 0 € D<= 3w — 60 € Det M(3m— 0) = 510, (M(0)).
On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 € [O, %”] puis on obtient la courbe
complete par réflexion d’axe (Ox) puis par réflexion d’axe (Oy). 6 € D < 3£ —60 € D et

M(F ) = [-r(8). 5 — 0] = [r(6),5 — 0] = s,-.(M(6)).

On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 8 € [O, %] puis on obtient la courbe
complete par réflexions successives d’axe la droite d’équation y = x, puis d’axe (Ox) et enfin d’axe (Oy).
* Pour 6 € [0, %”], r(0) existe si et seulement si 6 # 37”. On étudie donc sur 6 € [0, %” E

Variations et signe de r. La fonction r est strictement croissante sur [0, % [, strictement positive sur
10,22 [ et s’annule en 0.

* La tangente en M (0) = O est la droite passant par O et d’angle polaire O c’est-a-dire I’axe (Ox). * Etude

quand 6 tend vers %’. Quand 8 tend vers %” par valeurs inférieures, r(6) tend vers +eo. la courbe

admet donc une direction asymptotique d’angle polaire %” ou encore d’équation y = —x. Recherchons

3

. PR . . 3n
une éventuelle droite asymptote. Pour cela, étudions lim r(6)sin <9 — 4). Posons i = %” —0 ou
6—=F
0<%

3

encore 0 — %T” — h.

[\

r(0)sin (6 — 3F) = tan (% — &) sin(—h) = —cotanhsinh = —cosh — —1.

Ainsi, ¢ admet une droite asymptote (D) quand 6 tend vers %. De plus,

—
M(x,y) € (D) @OM.V% =-1l& —%x—%y: ~ley=—x+V2.



Correction de I’exercice 2 A
Domaine d’étude. Notons D le domaine de définition de la fonction » : 0 — %‘;j’jgﬂ VOeR, 06eD<
0 +2m €D et M(6+2m) =M(0). On obtient donc la courbe compléte quand 6 décrit un intervalle de

longueur 277 comme [—7, 7). Pour 6 € [—7,7), 2sinf+1 =0« 6 € {—2%,—Z1. On étudie donc la courbe

sur [—7, 7]\ {—2%,—Z}. Signe de r.

BEEEEE
2cosf +1 — — 0 + + 0 -
2sinf + 1 + 0 — - 0 + +
signe de r — 11 + 0 ] + 0 -

Variations de r. La fonction r est dérivable sur [—7, 7]\ {—2%,—Z} et pour 6 € [—m, 7]\ {—3Z,—Z

/ _ —2sinB(2sin6+1)—2cosO(2cos0+1)  _4-2cosO—2sin@ __ *4*2\5003(975)
r'(0) = 2sin611)2 = et = ez <0
La fonction r est strictement décroissante sur [—7‘[, —%” [, sur ]—%”, —%[ et sur ]—%,n’}. Etude quand 6
tend vers —%”. lim r(0) = —ocoet lim r(6) = +eo. Donc la courbe ¢ admet une direction asymptotique
0——28 0——2IL
x<—§ x>—§
d’angle polaire —%” ou encore d’équation y = %x. Etudions maintenant I’existence d’une éventuelle droite
asymptote et pour cela étudions limeﬁ_% r(0)sin (9 + 5?7:) On pose h = 0 + 5?7: ou encore 0 = —%” +h de
sorte que O tend vers —%"’ si et seulement si 4 tend vers 0. Quand 4 tend vers 0
5\ 2cos(—32Z+h)+1 1 —+/3cosh) +sinh 1-v3 1
r(@)sin<9+>: . ( K; ) o \-fcos)—ksm — \thZI_i.
6 2sin (=% +h) +1 —+v/3sinh+ (1 —cosh) —\/3h V3

Par suite, 4’ admet une droite asymptote (D;) quand 6 tend vers —%”. De plus

-
M(x,y)e(D1)<:>OM.775%:1—%@%x—§y:1—%@y:ix+%—%



Etude quand 6 tend vers —¢. lim r(0) = —coet lim_r(6) = +occ. Donc la courbe ¢’ admet une direction

0—-—% 0—-—%
x<—% x>—F
asymptotique d’angle polaire —% ou encore d’équation y = —%x. On pose ensuite 2 = 6 + %. Quand & tend
vers 0
2cos (—%+h)+1 1+ +/3cosh) +sinh 143 1
r(G)sin(B—i—E): . ( 6 ) sin _ +'\fcos )+ sin T +\[xh:1+7.
6 2sm(—g—|—h)+1 \@smh—i—(l—cosh) V3h V3

Par suite, 4" admet une droite asymptote (D7) quand 6 tend vers — . De plus
Mx,y) € (Dy) & OM.V r=1+L o lit By=1+L oy=—Lyy242
Y 2 e V3T 2 2V = BTV T ATITA

Tableau de variation de .
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Recherche des points multiples. Soit (6,6,) € ([—m, 7]\ {—2Z,—Z )2 tel que 6; < 6. On suppose de plus
que 0; ¢ {:t%”} et ¢ {:l:%”} de sorte que M(6,) # O et M(6,) # O.

M(6) =M(6:) = (FkEZ/ 6 = 6, +2kn et r(6:) = r(6;)) ou (Fk € Z/ 6 = 6 + 1+ 2k et 1(6:) = —r(6;))
&0, € [—71',0], 6=0+met i’(ez) = —r(91)

—2cos(0;)+1 2cos(6;)+ 1

—2sin(6)+1  2sin(6)+1

&0, € [—7‘[,0], 6,=0,+met
; 5 2
Maintenant, pour 6 € [—x,0] \ {—?”, —, -z

—2cos(0)+1 2cos(0)+1 _ : . 1
=— —4 0 0)+1=4 0 0)—1 20) ==
“sin(8) 11 25in(6) 1 & —4cos(0)sin(0) + cos(0)sin(0) — 1 < sin(26) 5

@296g+2ﬂ20u29E%—FZ%Z@BE%—HTZouQES—E—HIZ

12
B ARILIN:
127 12"

Ainsi, les points doubles distincts de 1’origine sont M (—%) =M (%) etM (—%) =M (51—’2’) Sinon, M (—27”) =

M (%) =o0.



Correction de I’exercice 3 A

1. Domaine d’étude. La fonction r est 2x-périodique et paire. Donc on étudie et on construit la courbe
quand 6 décrit [0, 7] et on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Ox). Variations et signe de
r. La fonction r est strictement décroissante sur [0, 7], strictement positive sur |0, 7] et s’annule en 7.
Etude pour 6 = 7. La tangente en M(7) = O est la droite passant par O d’angle polaire 7 c¢’est-a-dire
I’axe (Ox). Par symétrie par rapport a (Ox), le point M(m) est un point de rebroussement de premiére
espece.

2. Soient @ € [—7, 7] puis M = O +a(1+cos0) U g le point de ¢ de parametre 6.

fITj = —asin®w g +a(l+cosO)V g = 2acos (g) <—sin <6> U g+ cos <6> 79)

2 2
7] 0 =& . (6 =m 0
= 2acos (2) (cos (2 + 2) 79 -+ sin (2 + 2) 79) = 2acos (2) 7%%.
a

Longueur / de la cardioide. On a

M =|2acos (§)] =2acos (§) (pour 6 € [—m, 7)) et donc



al

51|60 =2a [” cos(6/2) d6 = 4a[sin(6/2)])" , = 8a.

Eszn

La cardioide d’équation polaire r = a(1 +cos8), a > 0, a pour longueur 8a.

Développée. Le point M(0) est régulier si et seulement si 6 # 7. Dans ce cas,

%
% = % = 2acos (g) et aussi ?(9) = 7%+%

En notant ¢¢(0) une mesure de 1’angle (7, ?(9)), on peut prendre a(8) = 32 + Z. En notant R(6) le

rayon de courbure au point M(6),

_ds __ ds/d6 __ 4 0
R(0) = G5 = dgz/de = 3acos (7).

Ensuite, 77 (0) = z/2 (?(O)) = —739/2 et donc, en notant () le centre de courbure au point M(6),

Q(6) =M(6)+R(0)7(6)

4 0
—O+a(l+cos0)u g— acos <2> 739/2

= 0-+a(1+c036) (cos(6) 7 +sin(6) 7 ) - ga (cos (g) cos <329) 7 +cos (2) sin (329> ?)

=0+a [(cos(@) +cos?(8) — %(cos(@) —I—cos(29))> Tt (Sin(@) +sin(0)cos(0) — %(sin(@) +Sin(29))>

NS}

= 0-a| (34 Jeos(0) - 3eos(0)) 7+ (Join() - 1 sin(@)cox(@)) 7
2a—

:0+? i +g(1—0059)79

Notons I' la développée cherchée. On a I' =0 h(%)) ou t est la translation de vecteur % i, hest
I’homothétie de centre O et de rapport % et €1 la courbe d’équation polaire r = a(1 — cos 6). Maintenant,

en notant r la fonction 8 — a(1+cos 0) et ry la fonction 6 — a(1 —cos6),
[r1(047),0+7m)] =[a(1+cosB),0+ x| =s50([r(0),0)]).

La courbe %) est donc la symétrique par rapport a O de la courbe €. En résumé, la développée de € est
I’image de & par la transformation t o ho sg : ¢’est encore une cardioide.

0
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Correction de ’exercice 4 A

Soient (R, 0) € R? puis M le point du plan dont un couple de coordonnées polaires est [r, 8].

McE€ =P +y?)—(y—x)?>=0<r*cos’ 0 x r* — (rsin@ — rcos ) =0

sin@ —cos 0

2
& r?[r*cos’ 6 — (sinf —cos0)?] =0 <= r=0our’ = < > (cos @ = 0 ne fournit pas de solution)

cos 0O
Sr=0our=tan@ —lour=1-—tanb.

¢ est donc la réunion de la courbe (%7) d’équation polaire r = tan 0 — 1, (%3) d’équation polaire r = 1 —tan 6
et {O}. On note que le point O appartient a (¢7) car 6 = 7 fournit r = 0. Donc ¢’ = 61 U% U{0} = €1 U%.
Ensuite, on notant r; et r, respectivement la fonction 6 — tan0 — 1 et r, = —ry,

MO+, (0+ )] = M[8+7,r2(8)] = M[0 + 7, —r((8)] = M[0,r1(6)],

et comme 0 + 7 décrit R si et seulement si 6 décrit R, les courbes %) et %> sont une seule et méme courbe.

% est la courbe d’équation polaire r =tan 6 — 1. I

Construction de .

Correction de I’exercice 5 A

Développée. M(0) = O+ ae® U g puis

—

% = qe? (79 + 79) = aﬁee (COS (%) 79 + sin (%) 79) = a\ﬁ6976+%.

On en déduit j—g = av/2e% et ?(9) = 76+%. On peut alors prendre a(0) = 6 4 7 et donc ‘Zl—‘; = 1. Par suite

ds/do a ge
R(6) = d(x//d(-) =07 =av2e’.
D’autre part, 77 () = 7 (6+2%) = 7(#% = %(—79 + V) et donc

10



Q(6) =M(6) +R(6)7 () = 0+ae’ i g +av2e’. (~Wg+ Vo) = 0+ae’ Vo =rpz(M(6)).

La développée de la spirale logarithmique d’équation polaire r = ae® est I'image de cette spirale par le quart
de tour direct de centre O.
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