Exo7

Equations différentielles linéaires

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **IT
Résoudre sur I’intervalle / de R proposé les équations différentielles suivantes :

1) eIy £y = x, 1 =]1 4] 2)x(xy +y—x) = 1, 1 =] —o0,0]
)2y +y=a* I=]—,0[ 4)y +2y=x>-3x,I=R
5)y’+y=ﬁ,I:]R 6) ¥ sinx —ycosx+ 1 =0, I =]0, x|
CorrectionV [005476]

Exercice 2 ***]

Résoudre I’équation différentielle (1 — x?)y’ — 2xy = x
I=]-1,1[I=]—1,+e[, I =R.

Correction V [005477]

2 sur chacun des intervalles I suivants : I =|1,+oo],

Exercice 3 ***

Résoudre sur } — oo, 0[ et ]0, +-o0[ I’équation différentielle : [x[y' + (x — 1)y = x°.

Correction V [005478]

Exercice 4 **
Résoudre sur R les équations différentielles :

1)y" =2y +2y = xcosxchx 2) " +6y +9y=x*> 3)y" 2y +y=chx
4) Y —2ky + (1 +K2)y = e*sinx, k € R\ {1}
CorrectionV [005479]

Exercice 5 **

On considere 1’équation différentielle (E) : ax>y” 4 bxy +cy = 0 (a, b, ¢ réels, a # 0) pour x €]0, 40|,

1. Soit y une fonction deux fois dérivable sur |0, +oo[. Pour # € R, on pose z(1) = y(e'). Vérifier que y est
deux fois dérivable sur |0, 40| si et seulement si z est deux fois dérivable sur R.

2. Effectuer le changement d’inconnue précédent dans 1’équation différentielle (E) et vérifier que la résolution
de (E) se ramene a la résolution d’une équation linéaire du second ordre a coefficients constants.

3. Résoudre sur |0, +oo, I'équation différentielle x>y” —xy’ +y = 0.

Correction V¥ [005480]

Exercice 6 **

Soit a un réel non nul. Soit f continue sur R et periodique de periode T # 0. Montrer que 1’équation
différentielle y' +ay = f admet une et une seule solution périodique sur R, de période T.

Correction ¥ [005481]
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Correction de ’exercice 1 A

Les équations différentielles a résoudre dans cet exercice sont toutes linéaires du premier ordre. On note (E)
I’équation différentielle proposée et (Ep) 1’équation homogene associée.

1. Les fonctions x — lex et x — ﬁ sont continues sur / et on sait que les solutions de (E) sur / sont de la

forme fo+ A f1 ol fj est une solution particuliere de (E) et f) est une solution particuliere non nulle de
(En).

Soit f une fonction dérivable sur /.

f solution de (E) sur I < Vx € I, xInxf'(x) + f(x) =x & Vx € I, Inxf'(x) + %f(x) =1

svxel, (Inx.f)(x)=1<ILeR/Vxel, f(x)= x+A

Inx

2. Les fonctions x — % etxr— 1+ x% sont continues sur / et on sait que les solutions de (E) sur / sont de la
forme fo+ A f1 ol fj est une solution particuliere de (E) et f) est une solution particuliere non nulle de
(En).

Soit f une fonction dérivable sur /.

1
fsolution de (E) surI < Vx € I, x(xf' (x) + f(x) —x) = 1 & Vx eI, (xf) (x) =x+ -
X
: In(—x) + A
S INeR/Vxel, xflx) = %—l—ln(—x)—i—?t S INeR/Vxel fx)= )2“+“(x)+.
X
Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — 5 + M, AeR.
3. Les fonctions x — 2—1x et x — % sont continues sur / =] — oo, 0[ et on saitque les solutions de (E) sur [
sont de la forme fy+ A fi ou fj est une solution particuliere de (E) et f; est une solution particuliere non
nulle de (Ep).
Soit f une fonction dérivable sur /.
. , 1 X’
fsolutionde (E) surl < Vxel, f'(x)+ Z—f(x) =7
X
1 3 1
Vxel, W25 (x) + z—elnlxlﬂ flx) = %eln M2 svxel, (V=xf)(x) = —5(—@7/2
X
1
S ILeR/Vxel, V—xf(x) = 6(—x)9/2 +A
14 A

@H)LGIR{/Ver,f(x):gx +F
—X

Les solutions de (E) sur / sont les fonctions de la forme x — % + \/L, AeR.
—X

4. Les fonctions x — 2 et x +— x> — 3x sont continues sur R et on sait que les solutions de (E) sur R sont de
la forme fy+ A fi ol fp est une solution particuliere de (E) et f] est une solution particuliere non nulle
de (EH)

Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) sur R < Vx € R, f/(x) +2f(x) = x> —3x
S VxR, e f(x) + 2% f(x) = (x* = 3x)e* & Vx €R, (¥ f) (x) = (x* — 3x)e™

Recherche d’une primitive sur R de la fonction x +— (x> — 3x)e?*.



lére méthode. Deux intégrations par parties fournissent :

/(x2 —3x)e* dx = %(x2 —3x)e* — ;/(2x— 3)e* dx

1 w1 2, | / 2
— — _ X _ 2 _ X - X
2(x 3x)e 4( x—3)e™ + 5] e dx

1 1 1
= Z(2x2—8x+3)ezx+zezx+C: 5(x2—4x+2)e2uc

2¢me méthode. Cherchons les primitives de x — (x> — 3x)e?* sous la forme x +— (ax? + bx +c)e*.

((ax® 4 bx+c)e®) = (2(ax* + bx+c) + (2ax+b))e* = (2ax* +2(a+b)x+ b +2c)e*.

Donc,
2a=1 a=3
((ax* +bx+c)e™) = (x> =3x)e” = { 2(a+b)=-3 &< b=-2 .
b+2c=0 c=

Résolution de (E).

2

f solution de (E) sur R < Vx € R, (e*f) (x) = (x* —=3x)e™ < A € R/ Vx € R, ¥ f(x) = (% —2x+1)e*+A
2

S INER/VreR, f(x) = %—2x+1—|—7te_2x.

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la formex — % — 2+ 1+ F A ER.

5. Les fonctions x — 1 et x — ﬁ sont continues sur R et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la

forme fo+ A fi ol fj est une solution particuliere de (E) et fj est une solution particuliere non nulle de
(Ep).

Soit f une fonction dérivable sur R.

SVxeR, e'f'(x)+e' f(x) = ¢

fsolutionde (E) surR < Vx € R, f/(x) + f(x) = = T

14 2¢e*
SILeR/VxeR, e f(x) = %ln(1—|—2ex)+k

<JAeR/VxeR, f(x)= (%ln(l +2¢")+A)e

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — (1 In(1+2¢*) +A)e*,A € R.

6. Les fonctions x — — %% et x — — L sont continues sur  =]0, 7] et on sait que les solutions de (E) sur

sinx sinx
R sont de la forme fp+ A f1 ol fy est une solution particuliere de (E) et f; est une solution particuliere

non nulle de (Ep).
Mais x — sinx est une solution non nulle de (Ey) sur I et x — cosx est une solution de (E) sur |0, 7[.

Les solutions de (E) sur |0, ] sont les fonctions de la forme x — A sinx+cosx, A € R.

Correction de I’exercice 2 A




L’équation différentielle a résoudre dans cet exercice est linéaire du premier ordre. On note (E) 1’équation
différentielle proposée et (Ey) I’équation homogene associée.

Soit I I’'un des deux intervalles | — 1, 1[ ou |1, +oo[. Les fonctions x — 1:2;62 et x — % sont continues sur / et
on sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme fy+ A f; ou fy est une solution particuliere de (E) et fi
est une solution particuliere non nulle de (Eg ).

Résolution de (E) sur . Soit f une fonction dérivable sur /.

f solution de (E) surI < Vx € I, (1 —x%)f'(x) — 2xf(x) = x>
3

svel, (1-2)f)x) =N eR/Vxel, (1-x)f(x) = %H

CH+A

<A eR/Vxel, f(x):m,

(en renommant A la constante 31).
Sil=]—1,4o0[.
Soit f une éventuelle solution de (E) sur I. Les restrictions de f a ] —1,1[ et ]1,+oo[ sont encore solution de

(E) et donc de la forme précédente. Par suite, nécessairement, il existe deux constantes A; etA; telles que, pour

—l<x<l1, f(x)= ;Eti%) et pour x > 1, f(x) = ;Eti%) Enfin, I’équation impose f(1) = —1.

En résumé, une éventuelle solution de (E) sur [ est nécessairement de la forme :

S+h
msl —I<x<l

Vx> —1, f(x) = —1six=1

x3+lz :
31—y) S1X > 1

Réciproquement, f ainsi définie, est dérivable sur | — 1, 1] et solution de (E) sur | — 1, 1], dérivable sur |1, +oo]
et solution de (E) sur |1,4oo[ et, si f est dérivable en 1, f vérifie encore (E) pour x = 1. Donc, f est solution
de (E) sur | — 1,4-oo[ si et seulement si f est dérivable en 1.
Pour —1 <x < 1,
B+A 1
f@)—f1) stz 28424 +3(1—-x%)
x—1 x=1  6(1=x})(x—1)
Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, le dénominateur de la fraction tend vers O et le numérateur tend
vers 2(1+ A1). Donc, si A; # —1, f n’est pas dérivable a gauche en 1. De méme, si A, n’est pas —1, f n’est
pas dérivable a droite en —1. Ainsi, si f est solution de (E) sur /, nécessairement A; = A, = —1. Dans ce cas,
pour x €] — 1,400\ {1},

o BTl o DCxdl) | P
T =530~ B30-9+0  3G+D

ce qui reste vrai pour x = 1. Ainsi, si f est une solution de (E) sur | — 1, 4oo[, nécessairement pour x > —1,

flx)= —f&jﬁ)} . Réciproquement, f ainsi définie est dérivable sur | — 1,+4-oo] et en particulier en 1. f est donc

solution de (E) sur | — 1, 4-oo].

. N . . 2
Sur ] — 1, 40|, (E) admet une et une seule solution a savoir la fonction x — — < Ax+t1

3(x+1)
Si I =R, soit f une éventuelle solution de (E) sur R. La restriction de f a | — 1,+oo[ est nécessairement la
fonction précédente. Mais cette fonction tend vers —eo quand x tend vers —1 par valeurs supérieures. Donc f

ne peut étre continue sur R et (E) n’a pas de solution sur R.

Correction de I’exercice 3 A
Résolution de (E) sur |0, +oo|.
Soit f une fonction dérivable sur |0, +-oo].




f solution de (E) sur |0, +oo[<> Vx €]0, +o0[, |x|f/(x) + (x — 1) f(x) = x°
5V €0, oo, () + (¥ — 1) F(x) = 2 5 Y €]0, o0, £(x) + (1 — %)f(x) _ 2
V€0, e, ¢ () (1 1)t f () = 0
& Vx €]0, +o0], (? P ) = xe = ((x—1)etY
& 3ILER/ Vx €]0,4oof, f(x) =xe *((x—1)e" +A) = x> —x+ Axe ™

Les solutions de (E) sur ]0, o[ sont les fonctions de la forme x — x> —x + Axe ¥, A € R.
Résolution de (E) sur ] — oo, 0].
Soit f une fonction dérivable sur | — oo, 0.
f solution de (E) sur | —oo,0[ < Vx €]0, +o0[, —xf'(x) + (x — 1) f(x) = x°
1
< Vx 6] _0070[5 f/(x) + (_1 + ;)f(x) = _x2
1
< Vx G] _ 0070[’ e—x-&-ln\x\f/(x) + (_1 + 7>e—x+ln|x|f(x) _ _e—x+ln|x|x2
x
& Vx €] —o0,0[, (—xey) =x3e™ (¥)

Déterminons une primitive de la fonction x — —x*e ™ de la forme (ax® + bx?> +cx+d)e ™ .

(e +bx* +ex+d)e™) = (—(ax’ +bx* +ex+d) + (3ax* +-2bx+-¢))e ™ = (—ax’ + (3a—b)x* + (2b—c)x+c—d)e ™,

et
—a=-1 a=1
(ax® +bx* +cx+d)e™) =xe " & 3a=b=0 << b=3
2b—c=0 —6—d
c—d=0 -
Par suite,

(¥) & IL €R/ Vx €] —o0,0[, xe “f(x) = (x* +3x*> +6x+6)e ™+ 14
Ae*+6

SILER/ Vx| —o0,0, f(x) =x>+3x+6+ .
x

Les solutions de (E) sur | — eo,0[ sont les fonctions de la forme x — x2 + 3x + 6+ 2 €16 2 €R.

On peut montrer que 1’équation admet une et une seule solution sur R en recollant les expressions précédentes,
mais en ce début d’année, on manque encore d’outils.

Correction de I’exercice 4 A

1. L’équation caractéristique de I’équation homogene y” — 2y’ 42y = 0 est 7> — 2r +2 = 0 dont les racines
sont 1 —iet 1 +i. Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions de la forme x — €*(A cosx +
wsinx), (A,u) € R%. L’équation avec second membre s’écrit

f(e(lﬂ')x+e(71+i)x_+_e(lfi)x_i_e(flfi))c)'

//_2/ 2:
y Y +2y 4

On applique alors le principe de superposition des solutions.



Recherche d’une solution particuliére de 1’équation y”’ — 2y’ + 2y = xe(1+9x,

1+ est racine simple de 1’équation caractéristique et donc 1’équation précédente admet une solution
particuliére de la forme f : x> (ax’+ bx)e(”’)x . D’apres la formule de LEIBNIZ :

' =2f +2f = (1 +0)*(ax® + bx) +2(1 + i) (2ax+ b) +2a)
—2((14i)(ax +bx) + (2ax +b)) +2(ax” 4 bx) el T
= (2(1+i)(2ax+b) +2a—2((2ax+b)))e!" " = (2i(2ax + b) + 2a)e! T
= (4iax+2a -+ 2ib)e 1+

puis,

. ' 1
f"=2f +2f =xe""* s dig=1et2ib+2a=0<a= —i eth=.

Une solution particuliere de I’équation y” — 2y’ +2y = xe(! )% est x — 1(—ix? +x)e(I+9%_ Par conjugaison,
une solution particuliere de I’équation y” — 2y’ + 2y = xe! =¥ est x 1 (ix? +x)e(1 7).
Recherche d’une solution particuliére de I’équation y”’ — 2y’ + 2y = xe(~ 19,

—1+i n’est pas racine de 1’équation caractéristique et donc I’équation précédente admet une solution
particuliere de la forme f : x — (ax+b)el"'+)*, D apres la formule de LEIBNIZ :

ff=2f 2 =(((-1 )z(ax—i-b)—l—Z(—l—l—i)a)—2((—1+i)(ax+b)—|—a)+2(ax+b))e(—l+i)x
= ((ax+b)(=2i —2(=14i)+2) +2(—1+i)a —2a)el "1+
= (4(1 — z)(ax+b) —-2(2—- i)a)e(lJri)x = (4(1 = i)ax— 2(2 . i)a+4(1 . l-)b)e(1+i)x

puis,
fr=2f +2f =xe T o 4(1—i)a=1et4(1—i)b—2(2—i)a=0
1+i Q-i(14+i)  @+i)(l+i) 1420
Sa=——cetb= = = .
=g ° 16(1—i) 32 16
Une solution particuliere de I’équation y” — 2y’ 42y = xe("1#% est x — £ (2(1 +i)x+ 1 —l— 2i)e 1+,
-

Par conjugaison, une solution particuliere de I’équation y” — 2y’ 4 2y = xe(~1 =% est x — - L2(1—ix+

1 —2i)el=1-0x,

Une solution particuliere de I’équation y” — 2y’ + 2y = xcos xchx est donc

1 .
(2(14i)x—+ 1 42i)e71H0%)

1 1 .
Z(2Re(=(—i 2 (1+l)x
4( 6(4( (24 +x)€ —+ — 16

1

3—2Re(4(—ix2 +x)(cosx+isinx)e® + (2x+142(x+ 1)i)(cosx+isinx)e ™
1

=3 — (4(xcosx +x*sinx)e* + ((2x+ 1) cosx — 2(x 4 1) sinx)e ™)

Les solutions sur R de 1’équation proposée sont les fonctions de la forme x — (l(xcosx + x?sinx) +
Acosx+ psinx)e® + ((2x+ 1) cosx —2(x+ 1) sinx)e™), (A, u) € R2,



2. L’équation caractéristique de I’équation homogene y” 46y’ 49y = 0 est 7>+ 6r+9 = 0 qui admet la racine
double r = —3. Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions de la forme x — e—>*(Ax +
), (A, u) € R

2 n’est pas racine de I’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une solution particulicre
de la forme f : x> (ax? +bx+c)e*. D’apres la formule de LEIBNIZ :

6 +9f = ((4(ax* +bx +c) +4(2ax + b) +2a) + 6(2(ax* + bx +¢) + (2ax + b)) +9(ax® + bx +¢))e*
= (25(ax® 4+ bx+¢) + 10(2ax + b) + 2a)e®™ = (25ax> + (20a+ 25b)x + 2a + 10b +25¢)e*

puis,

1 4 6
" ! — 2% = = = = — = —— = —
fTH6f +9f=x"¢ <:>2Sa—1et20a+25b—Oet2a+10b+25c—0<:>a—25 eth 125etc 625"

Une solution particuliére de 1’équation y” + 6y’ 49y = x2e>* est x — % (25x% — 20x + 6)e.
Les solutions sur R de 1’équation proposée sont les fonctions de la forme x — % (25x> —20x+6)e* +
(Ax+p)e ™, (A, u) € R2,

3. L’équation caractéristique de I’équation homogene y” —2y' +y = 0 est 7> —2r + 1 = 0 qui admet la
racine double r = 1. Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions de la forme x — ¢*(Ax+
), (A, p) € R
Le second membre s’écrit %(ex + e~ ). Appliquons le principe de superposition des solutions.

Recherche d’une solution particuliere de I’équation y” — 2y +y = e*.

1 estracine double de I’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une solution particuliere
de la forme f : x+ ax’e®. D’aprés la formule de LEIBNIZ :

" =2 + f = ((ax* +2(2ax) + 2a) — 2(ax* + (2ax)) + ax*)e* = 2ae*

puis,

ff=2f+f=e"<2a=1a=

| —

Une solution particuliere de I'équation y’ — 2y’ +y = " estx — 1x’e".
Recherche d’une solution particuliere de I’équation y”" —2y +y =™,

—1 n’est pas racine de I’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une solution particuliere

de la forme f : x+— ae™™".

f"=2f'+f=(a+2a+a)e ™ =4ae*
puis,

1
f"—2f’+f:e_x<:>azz.

Une solution particuliere de 1'équation y’ —2y/ +y = ¢ * estx > Te~*.

Les solutions sur R de I’équation proposée sont les fonctions de la forme x — (% +Ax+p)et + %e*x,
(A1) € R



4. Soit k € R. L’équation caractéristique de 1’équation homogene y” —2ky’ + (14 &%)y = 0 est 1> — 2kr+1+
k* = 0 dont le discriminant réduit vaut —1 = ;2. Cette équation admet donc pour racines k+i et k—i. Les
solutions de I’équation homogene sont les fonctions de la forme x — (A cosx + usinx), (A, u) € R2

Le second membre s’écrit Im(e(!+9%). Résolvons donc I’équation y” — 2y’ 4y = e(1+9x,

Si k# 1, 1 4+1i n’est pas racine de 1’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une
solution particuliere de la forme f : x — ae! )%, Or,

=2k + (14+ K2 f = a((1+0)? = 2k(1+i) + 1 +&2)e VT = (k—1)2 = 2(k — 1)i)ael! T
et donc,

1 1 k—1+2i
k—1k—1-2i (k—1)(k2—2k+5)

' =2kf + (1 + k) f =T o g =

Une solution particuliére de 1’équation y” — 2y’ +y = e(I+)¥ est x — ( k1220 o(1+0% ot ype solution

k—1)(k2=2k+5)
particuliere de 1’équation y” — 2y’ 4y = ¢*sinx est

1 . Ny 1
(k_l)(k2_2k+5)lm((k—1—21)(cosx+zsmx)e = =D —2%19)

(=2cosx+ (k—1)sinx)e*

Si k # 1, les solutions de 1’équation proposée sont les fonctions de la forme

1
) —1)si X . kx R
X = 1)(k2—2k—|—5)( cosx+ (k—1)sinx)e* + (A cosx+ pusinx)e™, (A,u) €

Correction de ’exercice 5 A

1. Supposons y deux fois dérivable sur |0, +oo[. La fonction ¢ — €' est deux fois dérivable sur R a valeurs
dans ]0,+oo[ et la fonction x — y(x) est deux fois dérivable sur ]0,+oo[. Donc, puisque pour tout réel
t, z(t) = y(¢'), la fonction z est deux fois dérivable sur R en tant que composée de fonctions deux fois
dérivables. Réciproquement, supposons que z est deux fois dérivable sur R. La fonction x — Inx est
deux fois dérivable sur ]0,+oo[ a valeurs dans R et la fonction ¢ — z(r) est deux fois dérivable sur R.
Donc, puisque pour tout réel strictement positif x, y(x) = z(Inx), la fonction y est deux fois dérivable sur
10, 4-oo].

2. Pour 7 réel, posons donc x = ¢’ puis, z(r) = y(x) =
ey (') + ()% (') = xy'(x) + %" (x). Done, xy'(x
Par suite,

y(e'). Alors, (1) = ey/(¢') = xy'(x) puis /() =
) = 2(1) ety (x) = 2(1) =/ (x) = 2'(1) — 2 (1):

ax’y" (x) + bxy' (x) +ey(x) = a(2"(r) =2 (1)) + b2 (r) + cz(r) = a2 (1) + (b — @)/ (r) + ez(t).

Donc,

Vx > 0, ax®y" (x) + bxy (x) +cy(x) =0 = Vr € R, aZ’(t) + (b —a)Z (t) + cz(r) = 0.

3. On applique le 2) aveca =1, b = —1 et ¢ = 1. L’équation a résoudre sur R est alors 7" — 27/ +z=0. Les
solutions de cette équation sur R sont les fonctions de la forme ¢ + (A1 +)e’, (4, 1) € R?. Les solutions
sur |0, +-oo[ de I’équation initiale sont donc les fonctions de la forme x — AxInx+ px, (A,u) € R2.



Correction de ’exercice 6 A

On sait que les solutions sur R de I’équation proposée sont les fonctions de la forme :
X
g xe le_“x—l—e_“x/ ¢ £(1) di, . € R.
0

Dans ce cas, pour x € R, g(x 4 T) = Ae +T) - g=aletT) (5T at £(4y gt Or,

x+T X x+T X T
at _ at ar _ ar a(u+T)
/0 e f(t)dt—/o e f(t)dt+/x e f(t)dt—/o e f(t)dt+/0 0T (44T du
X T
:/ e (1) dt—i—e“T/ e f(u)du.
0 0

Donc,

X T
g(x+ T) :Aefa(x+T)+efa(x+T)/ e (l) dl+€7ax/ o (Lt) du
0 0
T
_ Ae—a(x-&-T) +e—a(x+T)/ €atf(l) dt—l—g(x) — e ™.

0

Par suite,

T
g est T-périodique < Vx € R, Ae 0+T) 4 pmaltT) / e ft)dt —Ae ™ =0
0
—aT

T T
@l(l—e’“T):e’”T/ o (t)dt@l:%/ A F(r) di
0 I—e=" Jo

(e T £ 1cara#0etT #0). D’ou ’existence et ’unicité d’une solution T-périodique :

efaT

T X
WER, g() =~ /0 S F (1) die ™ 4 e /0 & F (1) dt.




