Exo7

Calculs de primitives et d’intégrales

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1

Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

) )i Vesim Veer D
6) &2 N e Ve 10 &= p
1) Gy
Correction V¥ [005466]

Exercice 2

Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

Dabetgd: Dgnegds 3gheag  9mEE 5
O mnm Dt Y amn ) e 10 T
11) cosxilsing ) S 13) (xcoszx-l&- T 14) £hox 15) v/chx — 1
16) Hae 17 g 18) =i
Correction V¥ [005467]

Exercice 3

Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

1 /A2 1 V1+4x6 1 x+1
Dimams etV +2ets 2) 5= 3) 5 D s DA
s 1—vx 1 ASES] 1
§) N Oovme 9% ¢tym
10) V14 /x+1
Correction V¥ [005468]

Exercice 4

Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

1) - 2) arcsinx 3) arctanx  4) arccosx 5) argshx
6) argchx 7) argthx  8) In(1 +x%)  9) edrecosx 10) cosxIn(1+ cosx)
11) arc\‘/?x 12) (x)jfiﬁ 13) (3)*Inx  14) x"Inx (n € N) 15) e*cos(ax) ((a, o) € (R*)?)

16) sin(Inx) et cos(Inx) 17) XZH 18) x?e* sinx

Correction V¥ [005469]

Exercice 5

Calculer les intégrales suivantes (a, b réels donnés, p et g entiers naturels donnés)


http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

e (0 < a) 2) JoF2cos(px)cos(gx) dx et [y 2cos(px)sin(gx) dx et [y 2sin(px) sin(gx) dx
( a)(b—x)dx 4) éz(lx—1|+|x!+|x+l|+|x+2|)dx
) J-
)

J
J

5 f1/z (1—1— s)arctanxdx  6) [2;/1+ |x(1—x)|dx
7) Jo T 8) [*(Int)" dt (n € N¥)
Correction V¥ [005470]

Exercice 6

Condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ et d pour que les primitives de % soient rationnelles (a, b,

c et d réels donnés).
Correction ¥ [005471]

Exercice 7
Etude de f(x) = [! 1T 2“‘“‘ dt.

t cosx-+12
Correction V¥ [005472]

Exercice 8
Etude de f(x) = fol Max(x,t) dt.
Correction V¥ [005473]

Exercice 9 Intégrales de WALLIS

Pour n entier naturel, on pose W,, = foﬂ/ 2sin" x dx.
1. Calculer W, et W;. Déterminer une relation entre W, et W, , et en déduire Wy, et Wy,;1 en fonction de n.

2. Etudier les variations de la suite (W,,) et en déduire lim,,_, 1 Wv’{,“ .

3. Montrer que la suite (nW,,W,,_),en+ est constante. En déduire lim,,_, ;. W,,, puis un équivalent simple de
W,,. En écrivant fon/ - Jo& + [ 2, retrouver directement lim,,— 0 Wj,.

2
4. Montrer que lim,_ o n (%) = % (Formule de WALLIS)

[005474]

Exercice 10

. 4
Pour 7 entier naturel, on pose In = fon/ tan” x dx.
1. Calculer I et I;. Trouver une relation entre I, et I, ». En déduire I,, en fonction de n.

2. Montrer que I, tend vers 0 quand » tend vers —|—<x> et en déduire les limites des suites (u,) et (v,) définies
—1)k-1 k 1
par:u, =Y, ( ]2 (meNYetv,=Y;, 2k

Correction V [005475]




Correction de ’exercice 1 A

1.

2.

3.

I est I’'un des deux intervalles | —eo, —1[ ou | — 1, +eo[. f est continue sur / et admet donc des primitives
sur /.

1 1 a b b
= . oy = + -+ =
X+l X+D)X+)HX+2) X+1 X+j X+j?

olla= 3(J1)2 = % eth = 3(jj)2 = % Par suite,
1 1,1 j I& 1,1 X +2 1, 1 1 2X—-1 3 1
3 :7( : -2):7( + 2 ):7( YD) +5 )
X°4+1 3'X+1 X+j X+ 3 X+1 X2—-X+1 3'X+1 2X*—-X+1 2X°—-X+1
_1( 1 1 2x-1 +3 1 )
== — 5 e _
3 X+1 2X?2-X+1 2(X—%)2+(§)2

Mais alors,

1 1 1., 32 x—3 1. (=1 1 2x—1
/mdx:§(ln\x+l\—§1n(x —x—i—l)—i—iﬁarctan ? ):glnm—i-\ﬁarctan 7
I est I’'un des deux intervalles | —oo, —1[ ou |1, +oo[. Sur [, | = 3+] In(x*+1)+C.

XX X+1=X*X-1)-X-1)=X>-1)X-1)=(X-1)? (X+1) Donc ladécomposition

en éléments simples de f = ﬁixﬁ est de la forme aX? + bX + ctyxqg+ (x 1)2 + 355

Détermination de a, b et c¢. La division euclidienne de X par X3 — X% — X + 1 s’écrit X° = (X> + X +
2)(X3—X2—X+1)+2X>+X —2.Onadonca=1,b=1letc=2.

e=lim,, | (x+1)f(x) = (f;i)f)z = 1. Puis, dp = lim,,; (x— 1)2f(x) = {7 = 1. Enfin, x = 0 fournit
O=c—di+dy+eetdonc,d; =—2— % +}L = —%. Finalement,

X X yx42-o L L1 C
X -X2_X+1 IX—1 T 2X =17 Ax+1
et donc, I désignant 1’un des trois intervalles | — oo, —1[, | — 1, 1] ou |1, oo, on a sur I
5 3002
X X7 X 1 1
S S TS N —— T | NN )
/x3—x2—x+1 Y=gy ooy gk
Sur R,
/ 1—x / 2x+1 ot / dx /
R2+x+1)5 7 2) (@+x+1) 2) (X+x+1)3 8(x2—|—x—|—1 i)
V3 1 w/3
A txt - =
8(x2+x+1 2/ 243y 2 u (en posantx+ 2)
1 28\/ 1

du.

T8 rar ) 3 ) @y

Pour n € N*, posons alors ,, = [ (uz " 1) Une intégration par parties fournit

+C.

#\u



u —l—l—l u
I, = =12
" u2+1 / @ = et = let),
et donc, 11 :ﬁ< W +1 ) Mais alors,
r=lo Tl T w73,
ST+ 1) T8 T 8+ 1)t 86 (k413 86"
_l u +l u 4 7.5 u +7.5.3I
8(2+1)" "86(ui+1)? 864(u2+1)2 864"
B S A 75  u N 753 u +7.5.3.1
T8(2+1) "86(ui+1)?  8.64(u2+1)2  8.642u2+1 8642
1 u + 7 u n 7.5 u n 7.5.3 u +7'5'3'1arctan LC
—— - u .
Sur+1)* ' 86 (u2+1)3 864 u+1)2 8642u2+1 8642
Maintenant,
2 1 4, 4 1 4
2 2 2 2
l=(—=(x+= 1=- —l== 1).
u + (ﬁ(x+2)) =2 ot o 3(x +x+1)
Par suite,
28/3 1 a1l 73 HFbhtn) 75 32 Flatg)
3 ) w1 T 3 (g4 (x2+x+1) 8.64% (x2+x+1)3  8.6.442(x2+x+1)2
2 1
753 3 50+3) 7531 2x+1
>3 §‘/§ 2 >3 arctan —— al +C
8.6.424x24+x+1  8.6.4.2 V3
_1 2x+1 +l 2x+1 +£ 2x+1 +3j 2x+1
8 (2 4x+1)* 36 (x2+x+1)3 108 (x24+x+1)2  S4x2+x+1
70V/3 2x+1
—— " arctan C,
+ 31 arcta: \/g +

(il reste encore a réduire au méme dénominateur).

5. On pose u = x> et donc du = 2xdx

1 1
S S R - — L d
/ x(x2+1)2 /xz(xz—i-l 2/ u+1 / u+l u+1)2) !
1
| —1 1|+ ——-
2(n\u| nju+1/+ +)+C

La * )+C
=-(In5>—+—5— :
2V X241 2+1

6. fx@t)lc dx_fx5+l dx +fx6+1

Ensuite, en posant u = x> et donc du = 3x? dx,

1
/x6_|_1 3/ 2_|_1 7arCtanu+C—§arCtan( 3)+C’

et en posant u = x> et donc du = 2x dx,



x 1 1 1. (u—1)? 1 2u—1 .
d. ——7/ du= —In—-—"— 4 —=arct +C (voir 1
/ s =5 gy du=cn \Earcan 7 (voir 1))

1, (¥*—1)? 1 2x% — 1
=—In + —— arctan

6 x*—x2+1 /3 V3

+C

Finalement,
X +x 1 1, (x*—1)? 1 2 -1
/mdx: garctan( ) 61 m‘i‘%arctan \/§ +C
7. X%&-l = ZZ:O% ol zx = €(it%3)_ De plus, 4 = é = 4%’; = —%. Ainsi,
1 1 in/4 —irw/4 in/4 —in/4
X341 A\X_ A X oA X e X e
1 Vax—2 V2X +2
—V2X+1 X24+V2X+1)°
Mais,
V2X-2 1 2X-\2 1
—V2X+1  V2X2-V2X +1 (X—%)M—(\%)Q’
et donc,
2x—2 1
/ V2 dx = —In(x*> — vV2x+ 1) — V2arctan(v2x — 1) + C,
x2—v2x+1 V2
et de méme,
V2x+2 1 )
dx = —In(x* +v2x+ 1) +v2arctan(v2x+ 1) +C.
| Fae T = > (V2r+)
Finalement,

1 1 —V2x+1
7dx:—l —_— \ﬁarctan \ﬁx—l -+ arctan \f2x+1 +C.
[ 7 x2+ﬁx+l (arctan( ) ( )

8. Une intégration par parties fournit

1 x 4x* *+1-1
dx = d d
/x4+1 o x4+1+/(x4—|—1)2 = x4+1+ / e ™

X 1
= 4 dx—4 | ————d
x4+1+ /x4+1 * /(x4+1)2 *

Et donc,

| 1 x |
/(x4+1)2 dx:Z(x‘*+1+3/x4+1dx):

5



9.

10.

Posons R =

X8+ x4+

1

X84+X4+1"

x2_q B Hilclzo(X _eZikn/IZ)
X4—1 X-DX+1)X—-i)(X+i)
= (X — ™) (X — e ™O) (X +MO) (X + e O (X — j)(X — )X+ )X+ 7).

1=

R est réelle et paire. Donc,

R @ . a a a . b n b B b - b
TX— [ X—72 X+] X472 X—enf6 X—_ein/6 X4enl6 X4eiml6
4= §af T AT T 4(2j+f)(2jz+1) = —5 et donc,
a a 1 —1-2j —1-2/7 1 1 | 1
X_'+X_.2:E(X—' +X—'2):ZX2+X+1:1 1y2 32’
o b X+ 32+ (D)

et par parité,

a n a a a 1( 1 n 1 )
. 2 - . %) - = .
Xoj X=p X4 XHP X9 K- CE)
. . 1 o 1  emimfe e’i”/"’(—1+j2) . e’i”/6(72—j)  _pe-im/6_;
Ensuite, b = ST 4TS = Gl 2 ) 4(e—1+j) = 5 - - = =277~ et donc,
b b 1 —2e ™0 _j 26704 1 —2¢3X+43 1 2X—3

X_ o6 "X _ewlo 12\ X_earlh | X _e o TR2X2-VAX+1 4BXI AKX+

Par parité,

b+E b b1 2X-3 1 2X+V3
X —ei/6 X —ein/6 X 4 ei®/6 X 4e-in/6  4\/3X2 \3X4+1 4V3X2+V3X41
Finalement,
1 1 2x—1 2x+1 1 X +3x+1
= arctan + arctan n +C
/x8+x4+1 2\/§( V3 V3 ) 43 x2—3x+1
En posant u = x? et donc du = 2x dx, on obtient [ iy dx = 3/ ﬁ
Pourn > 1, posons I, = [ ﬁ du. Une intégration par parties fournit :
u u.(—n)(2u) / w+1-1
I, = = 2n | ———d
" 2T /(u2+1)n+1 S P S N P DT R
u
= W+2n(ln —Int1),

et donc, Vn > 1

o = 35 (Gt + (20— D).

On en déduit que

1 u u 3 3
Z(W—{—:;Iz) = +*arctanu+c,

I —
3 22412 T862+1) 8
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et finalement que

X 1 2x2 3
/(x4<|»1)3dx: E((ﬁ+1)2+x4+1+3arctan(x2))+c

11.

(X+1)" =X"—1=7X°421X° +35X* +35X> + 21X + 7X = 7X(X° +3X* +5X> +5X> +3X + 1)
=TX(X+ D)X +2X3+3X2 42X+ 1) = TX (X + 1)(X>+ X + 1)

Par suite,

’ = ! SR AU U O S —
X+1D)7-XT—-1 XX+DX—j)2X—-j22 X X+1 X—j X—j)% X—-72 (X-j2)2
a=1limy_,oxR(x) =1,b=1limy_j(x+ 1)R(x) = —1, et

— i N2 _ 1 _ 1 _ 1 :
c2 =limej(x = J)°R() = 5=y = ~ iz = 3 PUis,
¢ _1<(X—j2)2+(X—j)2_2X2+2X—1
X—-j)* X—-7»* 3° (X2+X+1)2  3X2+X+1)¥
et
Ro(2 . &) - 1 2X2+2X—1  3-X(X+1)(2X*+2X-1)
X—-/)2 X—-2)Y XX+DX2+X+1)2 3X2+X+1)2 3XX+1D)(X2+X+1)2
C2X(X+HD)(XPHX+ 1) +343X(X 1) —2X2-2X+3
N 3X(X+1)(X2+X+1)2 XX+ )(XEHX+1)
. _ 27243 s 5=/ 507
Puis, &2 = 555 m0-m = T FR - GAFD - 5
Ainsi,
1 _1(1 1 +1(5(]—j2)+5(j2—])+ 1 1 )
X+1)7-X"—-1 7°'X X+1 3 X—j X—ji2  (X—j)? (X—j*?
_1(1 1 5 +1( Lol )
S 7TX X+1 XP4X+1 3 (X—))? (X—j2)?
_1(1 1 5 +1( o1 )
7°X X+1 (X+;)2+(§)2 3V (X —J)2 (X —j2)?
Finalement,
1 1 x 0 x+1 1,1 1
dx= - (1 t C
/(x—|—1)7—x7—1 * 7(nx+1' \[arcan V3 3(x—] x—]2)>+
1 X 0 2x+1 2x+1
=_(1 t C.
7<nx+1' farcan V3 3(x2+x—|—1)>+

Correction de I’exercice 2 A




2dt

— X —
. On pose 7 = tan 5 et donc dx = {775.

1 14+ 2dt
1 dx= / _dr=In|-—L|+C=1n
cosx 1—1 1412 1— ‘ *

T
:1n|tan(§+1)|+C.

T X
tan T + tan 2

Va X
l—tanztanz

ou bien

1 1+si
/dx:/cosxzdlen’ +S%nx L
COSX 1 —sin“x 1 —sinx

ou bien, en posant u = x + %, (voir 2))

1 u X T
——dx= d = [ —du=In|tan-|+C=In|tan(=z + —)|+C.
/cos ‘= /sinu ! n\anzH— n]an(2+4)\+

COSX

Ensuite, en posant t = ¢* et donc dx = %,

1 C 2 dt 1
/chx X t—l—% ; /1—1—12 arctan(e*) + C,

ou bien

1 h
/—dx:/ ; a dx = arctan(shx) +C.
chx sh*x+1

— X
. En posant7 =tanz,

1 /1+z2 2dr

/ dt =Inlt|+C = ln]tanf\—l—C
Slnx

Ax — [t gy — In[sinx| +Cet [ g~ =In|shx|+C.

sinx

‘ fsm (x/)dx_ fl COSX 7y lln]x—sinx|+C.

X—Ssinx x—sinx

1 _ 1 dx
© 2+4sin’x

1 _
Ty costs — r3ad (tanx), et en posant u = tanx,

COS2 X

1 1 1 /3 3 1 3
| st | e 3\[2 af“a“\@”) o= \@arctan<ﬁ tan.) +C.

. Posons [ = [ %% gyetJ= [ —SX__ gy Alors, [+J = [dx=x+Cet]—J= [ —SnXtcosx gy

: COSx—+sinx . COSX—+SInx . . COSX—+SInx
In|cosx+sinx| 4 C. En additionnant ces deux égalités, on obtient :
cosx 1 .
1= = —(x+In|cosx+sinx|) +C
cosx + sinx smx 2
ou bien, en posant u = x — 7,
Ccosx CcosXx cos(u + sin u 1

12/7, —/ dx = ( / (1— = —(u+In|cosu|)+C

cosXx+ sinx \/icos (x— 12 \fcosu 2 cosu 2

1 1 1
= 2(x—Z:+ln|\ﬁ(cosx+sinx)\)+C: §(x+ln|cosx+sinx|)+C.



cos(3x) _4cos’x—3cosx l4cos’x—3cosx 1 4cosx 3 cosx 3 1

" " X = = — = — " . " . .
sinx + sin(3x) 4sinx—4sin®x 4 sinx(1 —sin’x) 4" sinx  sinxcosx’ sinx 2 sin(2x)

Par suite,

cos(3x) : 3
————dx=1 — —In|t C.
/sinx+sin(3x) *=In|sinx 4 njtanx] +

. cos*x+sin*x = (cos?x +sin®x)? — 2sin*xcos?x = 1 — 1 sin?(2x), et donc

1 1 1
cos*x+sin”x 1 — 5 sin”(2x) 2—sinu

1 /
/ 2 T2
14+ cos?u 1+1+2 1—|—

/ dv 1 . oo 1 . tan(2x) Lc
= —_ arctan —— arctan .
v242 ﬂ ﬂ V2 V2

(en posant v = tanu)

sinxsin(2x) 2sin’x 2sin®x
= cosxdx = 2 cosx dx
x

sinftx+costx+1  1—2sin’xcos?x+1 2 —2sin®x(1 —sin

u

Y du (en posant u = sinx).

Maintenant, u* —u? +1 = ZZE = (u— ™) (u—e ™) (u+e™/°) (u+e~*/°), et donc,

u? a a a a

A2+l u—ei”/6+u—e*i”/6_u—|—e"”/6 T Ut ein/e’

_ (ehr/b)z B (em/s)z . _ieim/6 d
oua= (eI7/6 ¢~ T%/6) (g7 /64 iT/6) (/6 1o~ 17/6) — j26im/6.\/3  2v/3 ° et donc
u2 1 _lem:/6 je—im/6 N /6 je—im/6 )
u4—u2+l o 2\/§ u_elﬂ:/ﬁ u_e—iﬂ:/ﬁ u+eiﬂ/6 M+e—iﬂ/6
1 u u

ZZﬁ(uz—\@u+l_u2—|—ﬁu+l)

11 2u—3 V3 1 1 u+v3 V3 1
72\@(5u2—\@u+1+7u2—\@u+1_§u2+\@u+1 2 W2+ Butl
1 2u—+/3 2u++/3 1 1 1
:4\5(u2—\@u+1_u2+\@u+1)+1<(u+§)2+(%)2+(u—§)2+(%)2)

)

et donc,

sin®x —/3sinx+ 1 +1(
sin?x++/3sinx+1| 2

sinxsin(2x) 1
/ — dx=
sin“x+costx+1 4/3

arctan(2sinx —v/3) 4-arctan(2sinx++v/3) +C



10. En posant 4 = sinx, on obtient

tanx sinx U cosxd “ d
X = xXax = u
1+ sin(3x) 1+ 3sinx — 4sin® x cos? x (1+3u—4u’) (1 —u?)

Or, 1 +3u—4u? = (u+1)(—4u*> —4u—1) = —(u—1)(2u+1)? et donc, (1+3u—4u’)(1 —u?) = (u+

1)(u—1)?(2u+1)? et donc,

u _a+b1+b2+cl+02
(14+3u—4ud)(1—u?)  u+l u—1 (u—1)2 2u+1 (Qu+1)?
: —1 1 1 1
a:hmu_>_1(u—|—1)f(u):W:—Z,bzzm:ﬁ
_ —-1/2 __4
etC2 — (_%+1)(_%_1)2 — 9-

Ensuite, u = 0 fournit 0 = a — by + by 4+ ¢1 + ¢ ou encore ¢| — b; = l — % + g = @ D’autre part, en

multlphant par u, pu1s en faisant tendre u vers +oo, on obtient 0 = a+ b1 +c1 etdonc b1 +c=7 ! et donc,

=3 2 et b = 36. Finalement,
u _ 1 7 n 1 N 4 4
(u+1D)(u—1)2Qu+1)2  4u+1) 36(u—1) 18u—1)2  9Q2u+1) 9Q2u+1)?
Finalement,
tanx 1 7 1 2 2 1

ln(sinx—i-l)—%ln(l—sinx)— ln|281nx+1\+

I+sin(3x) "~ 4 18(sinx—1)

11. (voir 6))

/ cosx+2sinx i / 3 ((sinx+cosx) — (sinx — cosx)) + ((sinx + cosx) + (sinx — cosx)
TAT AN Ak =

sinx — cosx
smx—i—cosx 1
— [ dx
2 sinx — cosx

Eln\smx—cosx\—kz—i-c

dx

sinx — cosx

12.

/ sinx / sinx / ( )
= (en posant u = cosx
cos(3x) 4cos3x — 3cosx 3u 4y 54 p

1
/<3u 32u—3) (2u+f))
1 1 1
:g(ln\cosx|—iln|200sx—\@]—Eln|2003x+\/§|)+c

13. Dans tous les cas, on pose t = tanx et donc dx = %.

/ 1 d 1 dx / dt
x = = ‘
acos?x + Bsin’x o+ f tan® x cos? x o+ fr?

Sip=0eta#0, [—1— dx=luanx+C.

acos? x+fsin“x

Sif#0etaf >0,

10

92sinx+1 +C



dx:é/t2+(l

1
/ o cos?x + fBsin’x

Sif£0etaf <0,

1 B
Jap arctan( \/; tanx) 4 C.

tanx—,/—%
1 1
/ — dx:—/ ar = P “lic
o cos?x + fsin”x BJ) 2 22 2/ —aB  |tanx+ -4
14.
ch’x 1+sh’x
= hxd
1+shx 1+ h v
_/ )
2 h?
:/(u—l—l— Ydu="""_shx+2In|1 +shx| +C.
u+1 2
15. On peut poser u = ¢* mais il y a mieux.
/\/ch—d /\/chx—l chx—i—l)d sen( )/ shx 4
X — X = X = X —F— ax
vchx+1 g vchx+1
= 2sgn(x)vchx+1+C.
16.
thx 1
—— dx= | ———shxd
/chx+l * /chx(chx—l—l)s T
—/ (en posant u = chx)
_/( ' chx n
S u - chx+1
17. [ s dx= [ S de= [ 3 dx = f(hzgﬁ dx:fﬁdu (en posant u = chx).
18.
1+chx / 1 /chx
= = ——dx— | ——dx
/l—chx /l—ch2 sh?x sh?x
1
= cothx + — +C.
shx
Correction de I’exercice 3 A
1.
1 | x+1
7dx:/—dx:ar sh——+C
/\/x2+2x+5 vV (x+1)24+22 s
1 1
zln(x;r (x;r P+1)+C=In(x+14+Vx*+2x+5)+C

11



Puis,

2x+2
Vx24+2x+5dx=(x+1 \/x2+2x+5—/ x+ 1) —————— dx
/ ( ) ( )2\/x2+2x+5
X 4+2x+5—-4
=(x+D)VX2+2x+5— | ———— dx
( ) VX2 +2x+5

1
=(x+1 \/x2+2x+5—/\/x2+2x+5dx+4/7dx
( ) VX2 +2x+5

et donc,

1
/ x2+2x+5dx= 5(x+1)\/x2+2x+5+21n(x+1+\/x2+2x+5)+c

(On peut aussi poser x+ 1 = 2shu).

_r 1 — ; _
dx—jmdx—arcsm(x 1)

3. On pose u = X0 puis v = /1 +u (ou directement u = v/1 + x°) et on obtient :

1

V1+4x6 14+x6 & 1 [V14u
dx:/76xdx:f/ du
X X 6 u

1 v 1 v? 1. |v—1
6/v2—1 vav 3/v2—1 v+/ 14 (v+2 ! v+1‘)Jr
1| VI4x—1
S(VI4x4 20 Rl § S
~ 3 V1+x0+1
4.
/ 1 /Vl—l—x—\/l— \/1—|—x \/l—xd)
- X
\/1+x+\/m

= (/ _12udu+/l_ 2vdv)(enposantu_metv_m)

1 l—u 1+v
—u—y+—(1 1
u v+2(n T2 +n‘1_v)+C
1 1—v1+4+x 1+\/1—x
=V1l+x—vV1—-x+=(In +In
p(In 1+V1+x 1—yT—x )+

_ x+1 _ it
5. On pose u = /=7 etdonc x = '

x+1 2u
A/ = 2 u—""_
/ x—1 dx /u(u2_1)2 du
u w?—1
_2u2—1_2/ du

, puis dx = % du. Sur ]1,+-co[, on obtient

2 1
= 420 ‘| AR e
u? 1—u
\/x+ +1
=2vVx2—1+In +C
vx+1-—1

12



6. On note € le signe de x.

vVt —x2+1 zex\/xz—&—x%—l = exy/(x—1)2+1 puis, ’527“% = 1—1—%2 = (x—1Y. On pose donc

U=x— ;16 et on obtient

2+1 x+11 1
dx—s/ / du:ear sh(x—-)+C
WA —2+1 [(x—1)241 Vi + gsh x)
1 ~/x4— T
P A R e

X

7. Sur ]0, 1], on pose déja u = \/x et donc, x = u?, dx = 2u du.

/\/lid _/Fz du—2/mdu—2/\/ u—Jdu

Puis, on pose u — 5 = 3 sinv et donc du = § cosv dv. On note que x €]0, 1] = u €]0, 1] = v = arcsin(2u —

1) E]—j,j]:cosv>0

[ o

1—sm V) cosvdv—f/cos vdV—*/(l—FCOS(ZV))d

4(v—|— 5 s1n(2v)) +C= 4(v—|—smvcosv) +C

= %(arcsin(Z\/;c— D+ (2vx—1)4/1—=(2yx=1)2)+C
%(arcsin(%/?c— 1)+2(2vx—1)y/v/x—x)+C

8. On pose x = sh7 puis u = ¢€'.

1 1 Tu+ly q 241 1 2
/dx:/chtdt:/2(1 ")1 l:/—;”r du:/(f—iz)du
141422 1+cht 1+5(u+) u u(u?> +2u+1) u (u+1)

2
=Inju|+ ——+C.
u+1
Maintenant, r = argshx = In(x + VaZ+1 ) et donc, u = x+ v/x> + 1. Finalement,
/ ! dx=In(x+vx2+1) 2 +C
—dx=In(x X - .
14+v1+x? x4+ vVx2+1

9. Onposeu:%puisv:\%ﬁ—f—l ”‘* et donc v? = u® + 1 puis v’ dv = u? du.

13



I R e e e

1
2
= dv=[(-1— d
/v3flv ' /( (v—l)(v2+v+1)) Y
1 v+42
= [(-1—= dv
/ 3v2—|—v—|—1)
1 2v+1 1 1
:—v—glnv—l\ 6/ 2V+ 1 v—l—i/ 1 75 dv
+v+ (v+§)2—|—(7)2
1 1 2v+1
:—v—§1n|v—1\+61n(v2+v+1)+\/§arctan( ‘i/—g )+C...

Correction de I’exercice 4 A

—

. [ 5 dx=1In|Inx|+C.

2. [arcsinx dx = xarcsinx — [ \/1)“_7 dx = xarcsinx+v'1 —x? +C.
3. [arctanx dx = xarctanx — [ 1= dx = xarctanx — ITIn(1+x%) +C.

4. [arccosx dx = xarccosx+ | iz dx = xarccosx — V1 —x24C.

5. [argshxdx =xargshx— [ \/1’;7 dx = xargshx — 1 +x*+C.
6. [argchxdx = xargchx — [ == dx = xargchx —vx? —1+C.
7. [argthx dx = xargthx — [ 1 dx = xargthx + 3In(1—x*)+C (onestsur]—1,1).

8. [In(1+x2)dx=xIn(1+x2) —2 [ TH=1 gx = xIn(1 4 x?) — 2x 4 2arctanx + C.

X241
9.
Arccos x Arccos x X Arccos x
e dx = xe —i—/ dx
/ —
_ . Arccosx _ 2 _Arccosx / ) —1 Arccos x
= xe 1 —x%e + |/ V1—x e dx
V1—x2
et donc, f eAI'CCOSx dx — Z( ArCCOSx /1 _xzeArccos x) +C.
10.
. . —sinx . cosx—1
/cosxln(l +cosx) dx = sinxIn(1 +cosx) — / sinx dx = sinxIn(1 + cosx) — / —_—
14 cosx cosx+1

= sinxIn(1 +cosx) — /(cosx— 1) dx = sinxIn(1 +cosx) —sinx+x+C.

11. fm%dxzz\/}arctanx—zf S d

2+1
Dans la derniére intégrale, on pose u = /x et donc x = u? puis, dx = 2u du. On obtient f 2 +1 dx =
u4+1 du. Mais,
2u? 1 ( u u )
W+l V2 2 —V2u+1 i +V2u+1
1 2u—v2 2u++/2 1 1 1
)+ 5 +

TR T RN P L A P e e W
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Par suite,

2u? 1 > —V2u+1
du = In + — (arctan(v/2u — 1) + arctan(v2u + 1 +C,
/u4+1 2V/2 (u2+\@u—|—l) \@( ( ) ( )
et donc,
arctanx V2x+1
dx = 2/xarctanx — In V2(arctan(v/2x — 1) 4 arctan(v/2x+ 1)) +C.
[ = VA1) YRV (24 1)
1 1 1 ! * s
12. (+1> —mex—(er])zex: (leex) etdoncf(xf_e])2 dx= 5 +C.
13. [ (2)'Inxdx= [ ™" d(xInx—x) = M+ C = (2)" dx.

an
14, [x"Inxdx =77 Inx—

15.

1 X
mfx"dX—nJrlln ( )

xn+12 +C

. (a+io)x ax
/eaxcos(ocx) dx =Re </ elatio)x dx) =Re <6a+io¢ ) +C= ﬁRe((u— ia)(cos(ox) +isin(ax)) +C

e™(acos(ox) 4 asin(ox))

+C

a’+ o?

16. [sin(Inx) dx = xsin(Inx) —

J cos(Inx) dx = xsin(Inx)

—xcos(Inx) — [ sin(Inx) dx et donc

[ sin(Inx) dx = 5 (sin(Inx) — cos(Inx)) +C.

17. En posant u = x" et donc du = nx"~'dx, on obtient

1/_xl’l

e [ [

puis en posant v = /u+ 1 et donc u = v> — 1 et du = 2vdv, on obtient

\/ —1+1 1—
/ utl 2vdv—2/ + dv=2v+In v‘—l—C.
1+v
Finalement,
VXt 4+ 1 — /X" +1
2Vx"+1+1In +C.
. ( % T/ )

18. [x2e*sinx dx = Im( [ x?e(!*)% dx). Or,

/X2€(1+i)x dx :xze(Hi)x - Z/XG(IH)X dx = x* e _ 2 (x6(1+i)x _/ (0% dx)
1+i 1+i I+i 14i° 141
1+ 1+i
=x° 7(1 —i)e e + ixeI Y — ie( l).x +C
2 14
1 1
= (2 x*(1 —i)(cosx+isinx) + ix(cosx +isinx) — 5(1 +i)(cosx+isinx) +C.

Par suite,

2 1
/xzex sinx dx = ex(%(cosx—i— sinx) — xsinx — E(cosx —sinx)) +C.

15



Correction de ’exercice 5 A

1. Onposet = % et donc x = % etdx = —}2 dt. On obtient

a 1 Valn(1/t) 1 a Int
1/a X+ 1 a S+t 1at?>+1

etdonc, I =0.

2. (p et g sont des entiers naturels)
cos(px) cos(gx) = 1(cos(p+ g)x+cos(p — q)x) et donc,
Premier cas. Si p # ¢,

1 [Sin(erq)x | sin(p— q)X] "o
0

T
cos(px)cos(gx) dx =
| costpm)cos(gn) d= 5 | LA FEL

Deuxieme cas. Si p=gq #0,

T
/ cos(px)cos(gx) dx 2/ (I+cos(2px)) / dx——
0

Troisieme cas. Si p =g =0. [; cos(px)cos(gx)dx= [ dx=m

La démarche est identique pour les deux autres et on trouve [ sin(px)sin(gx) dx =0si p # g et § si

p=q#0puis [y sin(px)cos(gx) dx =0 pour tout choix de p et g.

x> +y*—(a+b)x+ab=0

3. La courbe d’équation y = \/(x —a)(b — x) ou encore { ¥>0

de diametre [( g ),( g )] Par suite, siaéb,I:%Rz:”(bT_“)zetsia>b,I:_7r(b8—a)z.

est le demi-cercle

4. L'intégrale proposée est somme de quatre intégrales. Chacune d’elles est la somme des aires de deux

triangles. Ainsi, 7 = $((12+3%) + (22 +2%) + (32 + 1) +4%) = 22.

5. On pose u = % On obtient

1= /2< > tanx d /1/2(1+ %) arct —du /2(1+1)(ﬂ tanu) d
arctanx dx = u-)arctany——;— = — )T —arctanu) au
1/2 2 u? 1/2 ur’'2
1 1

T

—(2—=)—(=-=2))=1).

=2(@-3)-G-2)-1
Par suite, I———Ietdoncl——

6. 1= /' /T+]x(1—x)[dx= [ /T1+x(x—1)dx+ fy /T+x(1—x)dx =1 + L.

Pour I;, | +x(x—1) =x> —x+ 1= (x—%)2+(§)2 et on pose x — 5 = gsht et donc dx = ?chtdt.
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~In(v3) ~In(v3)
L= / 5 ‘[ sh2t+ 1 —chtdt 3 2t dr — > (@ e 4 2)dr
In(2—+v/3

4 Jn2-v3) 16 Jin(2-v/3)
_31,nf w2-van L, omv3)  —2m(-v3
_E(§<e 21n( 3)—821 (2 3))—5(621( 3)_e 21In(2 3))_'_2(_111(\6)_11,1(2_\@)))
:136(;(;_(2_\@)2)_;(3—(2_1\[3)2)—2111(2\@—3))
:136(—§+%(—(2—\/§)2+(2+ﬂ)2))—21n(2\f3—3))
33 3
:_Z+T_*1 n(2v3-3).

Pour h, 1+x(1—x) = —x*+x+1=—(x—3)*+ (\2@) et on pose x — 5 = ?sint et donc dx =
@costdt.

1

E].I'CSiIlL 3 3 3 arcsin —— 1 3 arcsin —
J4) —/ s V3 1 —sin?t \[costdt: f/ " cos?t dt = §/ v (I+cos(2t)) dt

—arcsin ! 2 !

75 78ICSIHW arcsin \%

3 1 arcsin -1 3 1 31 1
= —(2arcsin — + 2 [sint cost ‘ﬁ:farcs1 — ,7”1_,

8( \6 [ ]0 \[ 4\[

1 n 3
= ~arcsin— + —
4 V5 107
7.
/ T xsinx / )sin(mw —u) 4 n/” sinu J /” usinu 4
= —dx= —du= ——du— ——du
o 1+4+cos?x 1 +0052 —u) o 1+cos2u o 14cosu

= —n[arctan(cosu)|y — I = 7 —I,

2
etdonc, I = 7.

8. Pour n € N*, posons I, = [{'In" dt.

* 1
Ly = [tIn"*'t ] (n+1)/ tln”t; dt = xIn"x — (n+ 1)1,
1

Donc, Vn € N*, -zl +%:M,etdeplus,ll:xlnx—erl.

(n+1)! (n+1)!
Soitn > 2.
n—1 n—1 n
Iy le1 i Ik i—1 1k I,
—Dk= =Y (-1)k= D= = — (=)
k;( )(k!+(k+1)!) kg( ) k!+,§2( S 1= (=D
Par suite,

b (Y =y - 3 (e
n— I’lk;l (k—|—1)' xInx—+x = nl Z .

Correction de I’exercice 6 A
Si ¢ # d, les primitives considérées sont rationnelles si et seulement si il existe A et B tels que

17



(x—a)(x—-b) A B
G—Pe—dP ~ G=cp  G—ap ™

A+B=1 B=1-A
(*) & 3(A,B) eR?*/ { —2(Ad+Bc)=—(a+b) < 3(A,B)eR?*/ { A(d—c)+c=1(a+b)
Ad? +Bc* = ab Ad* 4 Bc* = ab
A:a-‘rb—Z)c
2(d—c
+b—2c 2d—a—b
J(A.B) € R2 _ 2d—a—b a 2 2 _ b
e 3AB) R\ B=5a" 2d—0) ¢ T2 ¢
Ad”+ Bc” = ab

S d*(a+b—2¢)+c*(2d —a—b) =2ab(d —c) = (a+b)(d*> — c*) —2cd(d — ¢) = 2ab(d — ¢)
< 2cd+ (a+b)(c+d)=2ab< (a+b)(c+d)=2(ab—cd).

Si ¢ = d, il existe trois nombres A, B et C tels que (x —a)(x — b) = A(x —c)?> + B(x — ¢) +C et donc tels que

(x—a)(x—D) A B c

e R s A (I LA o)
Dans ce cas, les primitives sont rationnelles. Finalement, les primitives considérées sont rationnelles si et
seulement si c =d ou (¢ #d et (a+b)(c+d) =2(ab—cd)).

Correction de I’exercice 7 A

Notons D le domaine de définition de f.

Sixe D, —x e Det f(—x) = —f(x). f est donc impaire.

SixeD,x+2m e Det f(x+2m) = f(x). f est donc 2x-périodique.

On étudiera donc f sur [0, 7].

Soient x € [0, 7] et € [—1,1]. > —2tcosx+ 1 = (t —cosx)? +sin* > 0 avec égalité si et seulement si sinx = 0
ett—cosx=0.

Ainsi, si x €]0,7[, V¢ €] — 1,1[, t*> —2tcosx+ 1 # 0. On en déduit que la fraction rationnelle ¢ %
est continue sur [—1, 1], et donc que f(x) existe.

Six=0,Vt€[-1,1], t2—2§icnoxs T t—01)2 = 0. On prut prolonger cette fonction par continuité en 1 et consisérer

que f(0) = f_ll 0 dt = 0. De méme, on peut considérer que f(7) = 0.
Ainsi, f est définie sur [0, 7] et donc, par parité et 27-périodicité, sur R.
Soit x €]0, [.Calculons f(x).

! i r— ! 1— 1
flx)= / s ——dt = [arctan 'cosx] = arctan .cosx +arctanﬂ
—1 (t —cosx)? +sin"x sinx | _, sinx sinx
2sin®(x/2) 2cos?(x/2) 1
= arctan arctan = arctan(tan(x/2)) 4 arctan(———~
2sin(x/2)cos(x/2) * 2sin(x/2)cos(x/2) (tan(x/2)) + (tan(x/Z) )

= g (car tan(x/2) > 0 pour x €]0, 7).

Ce calcul acheve I’étude de f. En voici le graphe :
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3 4
2 4

P

L
1 +

-4 -3 -2 -1 1 2 3
14
) 2

Correction de I’exercice 8 A

Soit x € R. La fonction # — Max(x,#) = 3 (x+7+ |[x—1|) est continue sur [0, 1] en vertu de théorémes généraux.
Par suite, [, Max (x,7) dt existe.

Si x <0, alors ¥ € [0,1], x < et donc Max(x,t) = t. Par suite, f(x) = [} ¢ dt = 3

Six > 1, alors V¢ € [0,1], < x et donc Max(x,7) = x. Par suite, f(x) = folx dt = x.

Sid<x<1,
X 1 ) 1 5 1 )
f(X)Z/ xdt—l—/ tdt =x"+-(1—x") = =(1+x%).
0 x 2 2
%ﬁxéo
En résumé, Vx € R, f(x) = %(1_’_)(2) si0<x<l .
xsix>1

f est déja continue sur | — o0, 0], [1,4-c0] et |0, 1[. De plus, f(07) =1 = f(0) et f(17) =1 = f(1). f estainsi
continue a droite en 0 et continue a gauche en 1 et donc sur R.

f est de classe C' sur | —o0,0], [1,+oo[ et 0, 1[. De plus, limy 0, x>0 f'(x) = limy_,0_y~0x = 0. f est donc
continue sur [0, 1] de classe C! sur ]0,1[ et " a une limite réelle quand x tend vers 0. D’aprés un théoréme
classique d’analyse, f est de classe C' sur [0, 1] et en particulier, f est dérivable a droite en O et f',(0) = 0.
Comme d’autre part, f est dérivable a gauche en 0 et que f’g(O) =0=j",(0), f est dérivable en 0 et '(0) = 0.
L’étude en 1 montre que f est dérivable en 1 et que f’(1) = 1. Le graphe de f est le suivant :

2 + y = f(z)
1 4
-2 -1 1 2
Correction de I’exercice 10 A
Lo = [ dx=Feth = [ 8 dv = [~ Injcosxf* = 152
Soit n € N.

tan™ 1 x]7™/* 1
0 n+1

/4 /4
Li+10= / (tan” x + tan" "2 x) dx = / tan” x(1 + tan® x) dx = i =
0 n

0
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Soit n € N*.

n _1 k—1 n n .
2 (2]‘) I Y (D k2t b)) = ) (D) ot ) (D)
e - k=1 k=1

n—1 "
k=0 k=1

Cyk—1
Ainsi, Vn € N*, b, = (—1)" (% —Yi- %)

De méme, Y5, % = I — (—1)"Dy+1 et donc, Y € N*, by = 5 <ln2—ZZ:1 (_lk)k_] )

. Soient € €]0, 5[ et n € N*.

N

w/4—e/2 n/4 T n € p
n:/ tan” x dx + tan”xdngtan”(Z——)-kf,
0

0<
w/4—g/2 2 2

Maintenant, 0 < tan(%e— £) < letdonclim,_, . tan"(§ —§) = 0. Par suite, il existe ny € N tel que, pour

n=ng, 0 <tan"(§—%) < 5. Pourn>np,onaalors 0 <1, <e&.

Ainsi, I, tend vers 0 quand n tend vers +co. On en déduit immédiatement que u,, tend vers In?2 et v, tend
T

vers Z.
4
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