Exo7

Intégration

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 *#**
Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives sur [a,b]. Pour n entier naturel non nul donné,
1/n
b
on pose iy = ( TP (F(x))g(x) dx)
Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite (commencer par le cas g = 1).

Correction V [005444]

Exercice 2 **]

1. Soit f une application de classe C! sur [0, 1] telle que f(1) # 0.

Pour n € N, on pose u, = fo] 1" f(t) dt. Montrer que lim,,_, ., = O puis déterminer un équivalent simple
de u, quand n tend vers oo (étudier lim,,_, ;. nuty,).

2. Mémes questions en supposant que f est de classe C? sur [0, 1] et que £(1) =0et f'(1) #0.

Correction V¥ [005445]

Exercice 3 ***[T

Limites de
1) X K sin®% 2) (hTTi  (a+k))'/" (a > 0donné)  3) Yoy B 4) Yy -
2 _ —n/k
5) f}/ﬁzg:l E(\/IE) 6) ZZ:I 8k3k+n3 7) Zl%n:n1 ﬁ 8) nZZ:l eki2
Correction ¥ [005446]
Exercice 4 ***]
Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1]. Déterminer le réel a tel que :
[roa-2¥ k) = 4ol
- = =) = —+4o(-).
0 ni=" n noten n
Correction ¥ [005447]

Exercice 5 **] Le lemme de LEBESGUE

1. On suppose que f est une fonction de classe C' sur [a,b]. Montrer que lim _, ., ff sin(At)f(t) dt = 0.

2. (***) Redémontrer le méme résultat en supposant simplement que f est continue par morceaux sur [a, b]
(commencer par le cas des fonctions en escaliers).
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Correction V [005448]

Exercice 6 ***T
Soit E I’ensemble des fonctions continues strictement positives sur [a, b].
Soit ¢ : E — R

oo (e (1)

1. Montrer que @(E) n’est pas majoré.

2. Montrer que @(E) est minoré. Trouver m = Inf{@(f), f € E}. Montrer que cette borne inferieure est
atteinte et trouver toutes les f de E telles que ¢(f) = m.

Correction V¥ [005449]

Exercice 7 ***

Etude complete de la fonction f(x) = L [ \/]’%S dt.

Correction V¥ [005450]

Exercice 8 ***

Pour x réel, on pose f(x) = e Io e’ dt.
1. Montrer que f est impaire et de classe C™ sur R.
2. Montrer que f est solution de 1’équation différentielle y' +2xy = 1.

3. Montrer que lim,_, ;. 2xf(x) = 1.

2
4. Soit g(x) = % f'(x). Montrer que g est strictement décroissante sur |0, +oo[ et que g admet sur |0, +oo]

un unique zéro noté xq vérifiant de plus 0 < xp < 1.

5. Dresser le tableau de variations de f.

Correction V¥ [005451]

Exercice 9 ***

Soit f une fonction de classe C' sur [0, 1] telle que f(0) = 0. Montrer que 2 f, f2(t) dt < J, (1) d.
Correction Vv [005452]

Exercice 10 ****

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Pour x réel, on pose F(x) = fub |t — x| f(¢) dt. Etudier la dérivabilité de
F sur R.
Correction V [005453]

Exercice 11 ***

Soit a un réel strictement positif et f une application de classe C' et strictement croissante sur [0,a] telle que
£(0) = 0. Montrer que Vx € [0,a], Vy € [0, f(a)], xy < [ f(t) dt+ [ f~'(z) dr.

Correction V¥ [005454]

Exercice 12 **

Soit f continue sur [0, 1] telle que fol f(t)dt = % Montrer que f admet un point fixe.
Correction V¥ [005455]




Exercice 13 **

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur [0, 1] telles que
v € [0, 1], f(x)g(x) > 1. Montrer que (f; £(1) dr)(Jy (¢) dr) > 1.

Correction V

[005456]

Exercice 14 ***

Partie principale quand n tend vers +eo de u, = Y ;_; sin == G +k)

Correction V

[005457]

Exercice 15 **

Montrer que Y{_;sinf =1+ L 4 o(1),

Correction V

[005458]

Exercice 16 **

Déterminer les limites quand » tend vers —+co de

1 1 Ly
1) u, = —/ arcsin” x dx 2) /
n!Jo o 1+x

Correction V

T
dx3) / TIY .
0 x+n

[005459]

Exercice 17 ***

Etude complete de F(x) = [ ﬁ.
Correction V¥

[005460]

Exercice 18 ***

Trouver toutes les applications continues sur R vérifiant : V(x,y) € R?, f(x)f(y) = Sy Y £(t) dt

Correction V

[005461]

Exercice 19 ***

Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] telle que f(a) = f(b)
(b—a)®

que | [} £(x) dx| < M5

Correction V

=0 et soit M = sup{| f’(x)|, x € [a,b]}. Montrer

[005462]

Exercice 20 **

Déterminer les fonctions f continues sur [0, 1] vérifiant ‘ Jo f(

Correction V

1) di| = Ji £ (1) di.

[005463]

Exercice 21 ***]

X2 dt

¢ Déterminer lim,,; [, .

¢ Etude complete de F(x) = [ < dr

x Int*

Correction V

[005464]

Exercice 22 %%

Soit f(1) = =0.

1. Vérifier que f est continue sur R.




2. Soit F(x) = [y f(¢) dt. Montrer que F a une limite réelle ¢ quand x tend vers +oo puis que ¢ =

. 1
2 llmn_H_oo Z;(l:l =

Correction V¥ [005465]




Correction de I’exercice 1 A
f est continue sur le segment [a,b] et admet donc un maximum M sur ce segment. Puisque f est strictement
positive sur [a,b], ce maximum est strictement positif.

1/n
Pour n € N*, posons u, = ( [P(F(x))" dx) . Par croissance de I’intégrale, on a déja

b 1/n
un<</ M”dx) :M(b—a)l/”7

(car Vx € [a,b], 0 < f(x) <M = Vx € [a,b], (f(x))" < M" par croissance de la fonction # — ¢ sur [0, +oo|).
D’autre part, par continuité de f en xy tel que f(xo) = M, pour € €]0,2M| donné, 3[a, B] C [a,b]/ a < BetVx €

[avl}]a f('x) =M — %
Pour n élément de N*, on a alors

> </aﬁ(f(x))”dx>]/n > ( |

B P 1/n . |
[m-Sya) —w-Sp-an
En résumé,

Ve €]0,2M[, 3(a, B) € [a,b)*/ a < BetVn € N*, (M

€
—)B-)" " <y <M(b—a)'’".
Mais, lim,,_, 1o M(b — a)'/" = M et lim, . a(M — £)(B — )/ = (M — £)(B — o0)!/".
Par suite, 3ny € N*/Vn > ny, M(b—a)/" <M+eet3Iny eN*/Vn>np, M—5)(B—)'/" > M —e.
Soit ng = Max{nj,n,}. Pour n > ng, ona M — € < u, < M+ €. On a montré que

Ve>0,3dngeN"/VneN, (n>=ny=|u,—M| < g),

et donc que lim,,_, o u, = M.
Plus généralement, si g continue sur [a,b], g admet un minimum ; et un maximum M; sur cet intervalle, tous
deux strictement positifs puisque g est strictement positive. Pour n dans N*, on a

1/n

w([Crera) < ([raa) <o ([ wra).

n l/l’l . n l/n
etcommed’aprésl’étudeducasg:l,onalimn_>+mmi/ (fb(f(x))"dx) :11mn_>+ooM1]/ (fh(f(x))"a’x> =

a a

1/n

1/n
M, le théoréme de la limite par encadrements permet d’affirmer que lim,,_, | ( i) ab (f(x))"g(x) dx) =M. On
a montré que

lim ( / 002 dx> " Max{f(x), x € [a,b]}.

n—r+-o0

Correction de I’exercice 2 A

1. f est continue sur le segment [0, 1] et est donc bornée sur ce segment. Soit M un majorant de |f| sur
[0,1]. Pourn € N,

M
n+1

)

1 1
Wg/ z"\f(z)ydng/ " dt =
0 0

et comme lim;,_ 1 o HM? =0, on a montré que lim,,_s 1o 1, = 0.

Soit n € N. Puisque f est de classe C' sur [0, 1], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit

_ [ 1 U _ () [ A
u”_[m—lf(t)h_m—l/ot f(t)dt_n+1—n+l/0t f(t)dtr.




Puisque f” est continue sur [0, 1] lim,HJroc Jo "V f(¢) dr = 0 ou encore ——— [ T f(¢) dt = o(d).
D’autre part, puisque f(1) %0, L n+] (1) ou encore ﬁ‘f = ( ) +o(1). Flnalement U, = (n) +o(1),
ou encore
1
i)
n

2. Puisque f est de classe C! sur [0, 1] et que f(1) = 0, une intégration par parties fournit

Uy = n+1 Jo "tV f'(¢) dr. Puisque f’ est de classe C! sur [0,1] et que f(1) # 0, le 1) appliqué a f’
fournit

Uy = — ! /lt”“f’(t) dt ~ A —&.

n+1Jo n on n2

Par exemple, [y "sinZ dt ~ L et [ t"cos 2 dt ~ L

Correction de I’exercice 3 A

1. Pourn>1,

ol f(x) = x?sin(7x). u, est donc une somme de RIEMANN 2 pas constant associée a la fonction continue
f sur [0,1]. Quand n tend vers +oo, le pas % tend vers O et on sait que u, tend vers

1 1
/ X% sin(7x) dx = [—xzcos(nx)}
0 T
1

12 [—;cos(nx)] _1 - —(=+

2. On peut avoir envie d’écrire :

M=

In(u,) =

() (In(a+k)—Ink)) Zln 1+

S| =

k

1

La suite de nombres a, §...., ¢ est une subdivision (a pas non constant) de [0,a] mais malheureusement
son pas a— 5 = 5 ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o0. On n’est pas dans le méme type de problémes.

Rappel. (exo classique) Soit v une suite strictement positive telle que la suite (V’;—“) tend vers un réel
positif /¢, alors la suite (y/v,) tend encore vers £.

Posons v, = ; TT{_y (a-+) puis u, = /7.

Vpt1 a+n+1
Vp  on+1

— 1,

et donc lim,,_, ;o u, = 1.



3. Encore une fois, ce n’est pas une somme de RIEMANN. On tente un encadrement assez large : pour

1<k<n,

n+k < n+k <n+k‘
n2+n  n’+k n?

En sommant ces inégalités, il vient

n

" n+k 1
k) < <=
n2+nk§(”+ ) kg’]nz—l—k n? A

D=

(n+k),
1

et donc ((premier terme + dernier terme) X nombre de termes/2),

1 ((n+1)42n)n <u < i((n—|—1)+2n)n7
n*+n 2 n? 2

3
2°

et finalement, 23(23) <u, < 3"“ . Or, ;&ii) et 3"“ tendent tous deux vers 2 Donc, u,, tend vers

. Tout d’abord
1 & 1 k
w=% s L A L)

ou f(x) = \/7 pour x € [0,1]. u, est donc effectivement une somme de RIEMANN a pas constant

associée a la fonction f mais malheureusement, cette fonction n’est pas continue sur [0, 1], ou méme
prolongeable par continuité en 1. On s’en sort néanmoins en profitant du fait que f est croissante sur
[0, 1].

) . (k+1)/
Puisque f est croissante sur [0,1], pour | <k <n—2, ona % < f
/1— )2 k/n
1 1 k/n 1 .,
1<k<n—1, " iR > [ (k—1)/n V=2 dx. En sommant ces 1negahtes, on obtient

\/11_7 dx, et pour

1
dx = arcsin(1 — —),

1] k/n =
U, = — dx:/
! nkg’h/ Z/ 1—x2 0 V1—x2 n

et

1" 1 =

1 1
= < —dx ———
n,;\/ \/n2 (n—12 " J1  V1-x2 2n—1

1 1 1
= arcsin(1 — —) —arcsin — +
n

n \2n—1

U, =

Quand 7 tend vers +oo, les deux membres de cet encadrement tendent vers arcsin1 = g, et donc u,, tend
T
vers 7.

. Pour1 <k<n vVk—1 <E(\/l;) < Vk, et en sommant,

1 & 1
AL Vi < zf

Quand » tend vers oo, ﬁ tend vers 0 et la somme de RIEMANN n—\l/ﬁ Yo Vi = %ZZZI \/g tend vers
o /X dx = 3. Donc, uy, tend vers 3.



k/n)? 1_2
6. unzizzzl%tendversfo o dx= [5;In[8x —HH =13

7wy =Y} 52 Zk 02+2k+1 tend vers 2f0 oy dx = %(ln4—ln2) In2.

8. Soit f(x) = %e‘l/ “six>0et0six=0. f estcontinue sur [0, 1] (théorémes de croissances comparées).
Donc, u, = 1 Y7, f(£) tend vers Jo f(x) dx. Pour x € [0,1], posons F(x) = [ f(1) dr. Puisque f est
continue sur [0, 1], F I’est et

/lf(x)dx—F(O)— lim F(x)= lim [eil/t}lz lim (efl—efl/)‘):1
0 x

x—0, x>0 x—0, x>0 x—0, x>0 e'

Donc, u, tend vers % quand n tend vers 4-oo.

Correction de ’exercice 4 A

Supposons f de classe C? sur [0, 1]. Soit F une primitive de f sur [0, 1]. Soit  un entier naturel non nul.

1 o/ Lok k+1 ke 1,k
= dt—f / fdi—=f(=))=) (F —F(=)—-F'(=)).
w= [ 1) Zf =X, SOd= G =L FED) PO - FG)
f est de classe C? sur le segment [0, 1]. Par suite, FG®) = " est définie et bornée sur ce segment. En notant
M, 1a borne supérieure de |f”| sur [0, 1], I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE & I’ordre 3 appliquée a F sur le
segment [0, 1] fournit

k+1 k. 1,k 1,k (1/n)>M,
F —F(=)—-F'(=)==F <=
PEE PG - 1) - ) < U
et donc,
okl k1 ke k| o k1 k1 kL, k
F(-)—-F (=) —=F'))|< Y |F —F(=)—-F'(=)—=F"(=
k;)[ (— =) =FC) = F () =5 5F()] kgol (— =) =FC) = F () =55
n—1 3
<Z(l/rz)Mz:@z_
= 6 6n

Ainsi,ZZ;(‘)[F("#)—F(E)—iF’( )— z,leN( )] = O(n%),ouencorezz;é[F(k—l)—F(%)—%F’(ﬁ)—iF”(k)]:
0(%), ou enfin,

n-l k 1
= 7F”7 2.
=Y 5af C)rol)

Maintenant,

n—1 n—1
1 k 11 k
447Fw S 1 )
Y5t )

2n n =

Or, la fonction f” est continue sur le segment [0, 1]. Par suite, la somme de RIEMANN 1 Y770 (%) tend vers

fol f(#)dt = f(1) — £(0) et donc

Finalement,



Correction de ’exercice 5 A

1. Puisque f est de classe C' sur [a,b], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit pour 2 >0 :

. 1 b
0)sin(h) dr < (@I lr@)1+ [ 17 0] d).

= u(_ [cos(Ar) f(1)]5+ / hf’(t) cos(A1) dr)

Cette derniere expression tend vers 0 quand A tend vers +eo, et donc | ah f(t)sin(At) dt tend vers 0 quand
A tend vers oo,

2. Si f est simplement supposée continue par morceaux, on ne peut donc plus effectuer une intégration par
parties.

Le résultat est clair si f = 1, car pour A > 0,

[sin(Ar) dr| = ... < }.

Le résultat s’étend aux fonctions constantes par linéarité de 1’intégrale puis aux fonctions constantes par
morceaux par additivité par rapport a I’intervalle d’intégration, c’est-a-dire aux fonctions en escaliers.
Soit alors f une fonction continue par morceaux sur [a, b).

Soit € > 0. On sait qu’il existe une fonction en escaliers g sur [a,b] telle que Vx € [a,b], |f(x) —g(x)| <
Pour A > 0, on a alors

b

)sin(Ar) dt| =

()~ g0 sin(hr) dr + / )sin(Ar) d

/|f (1)] dt +

b
/a g(r)sin(A1) dt| .

b b
/a e(t)sin(A1) di| < (b—a) /ag(t)sin(m)dz

2(b—a)

§+

Maintenant, le résultat étant établi pour les fonctions en esacliers,

b
IAS0/VAER, (A>A= / g(r)sin(Ar) dr| < 2).

Pour A > A, on a alors | [ f(t) sin(Ar) dt‘ < 5+ % =¢. On a montré que

Ve>0,3A>0/VAeR, A >A= t)sin(Ar) dt| < €),

et donc que [ f(¢)sin(At) dr tend vers 0 quand A tend vers oo,

Correction de ’exercice 6 A

1. Soient m un réel strictement positif et, pour r € R, f,, (1) = ™. f, est bien un élément de E et de plus,

1
(fm) — 72( mb _ema)(e—ma _ e—mb)

= Lze’"(‘“rb)/z(e’”(”*“)/2 o mb=a)/2) g mmlath)[2(gnlba) 2 | g-m(b-a) 2)
m

_ 4sh*(m(b—a)/2)

- . '

m



Cette expression tend vers +oo quand m tend vers +oo et @(E) n’est pas majoré.

2. Soit f continue et strictement positive sur [a,b]. L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ montre que :

2 2
@(f)z/ah( f(t))zdt/ab<\/]%) dt}(/ah\/m\/%dt) = (b—a)?,

avec égalité si et seulement si la famille de fonctions (1/f(¢), \/ﬁ) est liée ou encore si et seulement

si A € R/ V€ [a,b], /f(t) =7 \/j% ou enfin si et seulement si IA € R*./ Vr € [a,b], f(t) = A,

c’est-a-dire que f est une constante strictement positive.

Tout ceci montre que @(E) admet un minimum égal a (b —a)? et obtenu pour toute fonction f qui est
une constante strictement positive.

Correction de I’exercice 7 A
2
t

V148
est définie sur R et de classe C! et G’ = g (G est la primitive de g sur R qui s’annule en 1). Plus précisément, g

est de classe C” sur R et donc G est de classe C* sur R.
Finalement, f est définie et de classe C* sur | — oo, 1{U]1,4-oo.
Etude en 1.

Pour x # 1,

Pour # réel, posons g(t) = puis, pour x réel, G(x) = [} g(t) dr. Puisque g est définie et continue sur R, G

)= Glx) G +GM)(x—1)+ TN (x—1)2 o((x—1)?)

Cox—1 x—1

=g()+g(Hx—1)+o((x—1)).

Donc, f admet en 1 un développement limité d’ordre 1. Par suite, f se prolonge par continuité en 1 en posant

f()y=g(1)= % puis le prolongement est dérivable en 1 et f'(1) = 3¢'(1). Or, pour tout réel x, g'(x) =
8

2x b 4 x2.(— (Hxs“)ﬂ ) = 2% s et /(1) = 0. Done, f'(1) =0.

Dérivée. Variations

Pourx # 1, f/(x) = W=l Gl (x)(fc:gz_G(x).

f'(x) est du signe de h(x) = G'(x)(x— 1) — G(x) dont la dérivée est /' (x) = G"(x)(x— 1)+ G (x) — G'(x) =
(x—1)g'(x). i est du signe de 2x(1 —x®)(x — 1) ou encore du signe de —2x(1 4+ x). & est donc décroissante sur
| — oo, —1] et sur [0, +oo[ et croissante sur [—1,0]

Maintenant, quand x tend vers oo (ou —o0), G'(x)(x — 1) = g(x)(x — 1) ~ xx% =1 et donc G'(x)(x—1) tend
vers 0. Ensuite, pour x > 1

x g2 1
0< Gx g/ ~_dr=1--<1,
(x) L UE p

et G est bornée au voisinage de +oo (ou de —e0). Comme G est croissante sur R, G a une limite réelle en +oo
et en —oo. Cette limite est strictement positive en +oo et strictement négative en —oo. Par suite, /& a une limite
strictement positive en —eoo et une limite strictement négative en +oo. Sur [0, 4-oo[, & est décroissante et s’annule
en 1. Dongc, & est positive sur [0, 1] et négative sur [, +oo].

Ensuite,

1 2 1 2 1
h(—l)_ll md:—fz_z/o md:—\sz/o ﬁdz—\fz_o,
et h(—1) < 0. h s’annule donc, une et une seule fois sur | —co, —1[ en un certain réel o et une et une seule fois
sur | — 1,0] en un certain réel 3. De plus, & est strictement positive sur | — e, @[, strictement négative sur |, B,
strictement positive sur | 3, 1] et strictement négative sur |1, +oo].
f est strictement croissante sur | — eo, (], strictement décroissante sur [o, 8], strictement croissante sur [f3,1] et
strictement décroissante sur [, 4oo.

10



Etude en Pinfini.
En +oc0 ou —oo, G a une limite réelle et donc f tend vers 0.

Correction de I’exercice 8 A

1. La fonction 7 — ¢! est de classe C* sur R. Donc, la fonction x — I ¢ dr est de classe C™ sur R et il en
est de méme de f.

. 2 . . 2 . . . 2
La fonction ¢ > ¢’ est paire et donc la fonction x — [je'” dr est impaire. Comme la fonction x — e~
est paire, f est impaire.
2

2. Pour x réel, f/(x) = —2xe ™ ge’z di+e ™ e” = —2xf(x)+1.

3. Pour x > 1, une intégration par parties fournit :

X | 1 21" 1 ’Ce’2 e‘z e 1 )‘e’2

12 12 t

dt—/ —2te" dt = | — —i—f/ —dt=——-+=- [ —dt,
/1e 1 2t ¢ [2te :|1 2 t2 2x 2 2 )1 t2

et donc,

- L 2 1 2
[1—2xf(x)| = |1 —2xe / e’ dt —2xe / e dt
1 0

2
) (¥l 2 » b,
<xe ™ / t—zdt—i-exe*x +2xe™* / e dt.
1 Jo

Les deux derniers termes tendent vers 0 quand x tend vers +oo. Il reste le premier.

Pour x > 2,

2 2 2
2 (Y 2 [l 2 [* €

0<xex/7dt:xex/ 7dt+xex/ 76”
1! 1 t x—11

. . P ) 2
Cette derniere expression tend vers 0 quand x tend vers +co. On en déduit que xe ™ [} % dt tend vers 0

1

quand x tend vers +oo. Finalement, 1 —2xf(x) tend vers O quand x tend vers +oco, ou encore, f(x) ~ 5.

2 2
4. Pourx >0, g(x) = 5 (1—2xf(x)) = & — fi'e" dr puis,

g est donc strictement décroissante sur |0, +-o[ et donc, g s’annule au plus une fois sur |0, +oo[. Ensuite,
F(1)=1=2f(1)=1—=2¢" [} di. Or, la méthode des rectangles fournit [) " dr = 1,44... >

1,35... = £, etdonc f/(1) < 0 puis g(1) < 0. Enfin, comme en 07, g(x) ~ 5 f'(0) = 5, g(0T) = +oo.

Donc, g s’annule exactement une fois sur |0, 4o en un certain réel xo de 0, 1].

5. g est strictement positive sur ]0,xo| et strictement négative sur |xg, +o[. Il en de méme de f’. f est ainsi
strictement croissante sur [0,xo] et strictement décroissante sur [xq,+oo|.

11



Correction de ’exercice 9 A
Pourt € [0, 1],

_ ( /0 20 du>2 <( /0 " 12 () du)( /O "ldu) (CauCHY — SCHWARZ)
= t/otf’Z(u) du < t/olflz(u) du

et donc, par croissance de I’intégrale,
L, 1 Lo, Lo, 1 1/,
[ Pwa< [« Pudna=(| e [ ra=3 [ Fwa
0 o Jo 0 0 2Jo

Correction de I’exercice 10 A
Pour x réel donné, la fonction 7 — |f — x| f(¢) est continue sur [a,b] et donc F(x) existe. Pour x < a, F(x) =
ff(t —x)f(t) dt = —xfabf(t) dt + fabtf(t) dt. F est donc de classe C! sur | — o, a] en tant que fonction affine

et, pour x < a, F'(x) = — [? £(1) dt (en particulier Fy(a) = — 1P f(0) dr)..

De méme, pour x > b, F(x) = xfab f(t)dt— fab tf(t) dt. F est donc de classe C! sur [b, +oo] en tant que fonction
affine et, pour x > b, F'(x) = [” f(r) dr (en particulier F}(b) = [ £(1) dt).

Enfin, sia <x < b,

F(x):/:(x—t)f(t) dt+/xb(t—x)f(t) a’t:x(/:f(t) a’t—/xbf(t) dt)—/:tf(t) dt+/xbtf(t) dt

F est donc de classe C! sur [a,b] et, pour a < x < b,

= [ @ i [0 a0~ (1) -2~ )

- / " ()di — / " b dr

(et en particulier, Fj(a) = — [P f(2) dt F(a) et Fy(b) = I f(e) dt = F)(b)).
F est continue | — o0, al, [a,b] et [b, —|—oo[ et donc sur R. F est de classe C' sur | — oo, d], [a,b] et [b, +oo[. De plus,
Fj(a) = Fj(a) et Fj(b) = F;(b). F est donc de classe C' sur R.

Correction de ’exercice 11 A

Puisque f est continue et strictement croissante sur [0, a], f réalise une bijection de [0,a] sur £([0,a]) = [0, f(a)].
Soitx € [0,a]. Poury € [0, f(a)], posons g(y) = [ f(t) dt+ [3 £~ (t) dt — xy. Puisque f est continue sur [0,a],
on sait que f~! est continue sur [0, f(a)] et donc la fonction y — [3 f~!(¢) dt est définie et de classe C' sur
[0, £(a)]. Donc g est de classe C! sur [0, f(a)] et pour y € [0, f(a)], &' (y) = f~1(y) —x.

Or, f étant strictement croissante sur [0,a], g'(y) > 0 < f~!(y) > x < y > f(x). Par suite, g’ est strictement
négative sur [0, f(x)[ et strictement positive sur | f(x), f(a)], et g est strictement décroissante sur [0, f(x)] et
strictement croissante sur [f(x), f(a)]. g admet en y = f(x) un minimum global égal a g(f(x)) = [y f(r) dt +
fof ® f~Y(t) dt —xf(x). Notons h(x) cette expression.

f est continue sur [0,a]. Donc, x +— [y f(¢) dt est de classe C! sur [0,a]. Ensuite f est de classe C! sur [0,a] &
valeurs dans [0, f(a)] ety — [3 f~'(t) dt est de classe C' sur [0, f(a)] (puisque f~! est continue sur [0, f(a))).

On en déduit que x — [; ® £ 1(t) dt est de classe C! sur [0,a]. Il en est de méme de / et pour x € [0,a],

W (x) = f)+f @) f 7 (F(0) = f0) —xf'(x) =

12



h est donc constante sur [0,a] et pour x € [0,a], A(x) = h(0) = 0.
On a montré que

V(x,y) €[0,a] x /f dt—l—/f t)dt —xy > /f dt—l—/ Fe) dr —xf(x) =

Correction de ’exercice 12 A
Soit, pour x € [0,1], g(x) = f(x) —x. g est continue sur [0, 1] et

/Olg(X)dx:/Olf(x)dx—/O]xdx:;_;:0.

Si g est de signe constant, g étant de plus continue sur [0, 1] et d’intégrale nulle sur [0, 1], on sait que g est nulle.
Sinon, g change de signe sur [0, 1] et le théoréme des valeurs intermédiaires montre que g s’annule au moins
une fois. Dans tous les cas, g s’annule au moins une fois sur [0, 1] ou encore, f admet au moins un point fixe
dans [0, 1].

Correction de ’exercice 13 A
D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

</01f(t)dt> </01g(t)dt>:(/01( f(t))zdt> </01(\/<@)2dz> 2(/;%@&)22(/0114&)2:1_

Correction de I’exercice 14 A
Soit x € [0,1] C [0, %].
D’apres la formule de TAYLOR-LAPLACE a I’ordre 1 fournit

X
sinx:x—/ (x—1t)sint dt < x,
0

car pour t € [0,x], (x—1) > Oetpourt € [0,x] C [0, %], sint > 0.
De méme, la formule de TAYLOR-LAPLACE a I’ordre 3 fournit

i x3+/x(x_t)3 nrdi xS
sinx=x—— sintdt >x——.
6 Jo 6 6

5.
Donc, Vx € [0,1], x — & <sinx < x.

Soientalorsn > l etk € {1,...,n}. Ona0 < (n+k) < 1 etdonc
1 _ 1 sin 1 - 1
(n+k)?  6(n+k)° =" (n+k)? T (n+k)?

puis en sommant

L 1 u 1 u 1 w 1
- < sin <
k; (n+k)? k; 6(n+k)5 kgl (n+k)? k; (n+k)?
Maintenant, quand »n tend vers oo
! 11¢ 1 1 S |
-z i d nN)=_— z
D e e () o) = 5 0o0)

D’autre part,

13



! 1 1 1

0< ) Z—FeSn—7%=3
k; 6(n+k)° "ont ~ on’

1 1
etdonc, Y'j_, e =o0(;).

On en déduit que 2n(ﬁ — 5) = 2n(5 —1—0(1)) =14o0(1) et que 2n( 7 =1 +o(1). Mais alors,

1
6(n+k)°
d’apres le théoreme des gendarmes, 2nY )| sin — o ) tend vers 1 quand n tend vers oo, ou encore

. 1 1
Z sin e e

Correction de I’exercice 15 A

Soit n € N*,
i/n? 1 ntl oo 1
Xn: sink _ Im(zn: eik/n2) m ei/”zﬂ 1 [ GHE= b sin 5. _ _sing > sing;
n2 1_ei/ﬂ2 SlnL SlnL
k=1 k=1 52 5
1 1 1 1 1 1 |
1 1.1 1 1 1 1
=(1+— — _ - 1 I N Tt S 2
( +n+0(n))(2+0(n))( +0(n)) 2+2n+0( ),
. . s 3
(on peut aussi partir de I’encadrement n% — 6% < s.mni2 < n%)

Correction de I’exercice 16 A

1. Soit n € N. Pour x € [0, %], 0 < arcsin® < (%)” et donc, par croissance de I’intégrale,

D’apres un théoreme de croissances comparées, %(%)” tend vers 0 quand n tend vers +oo. D’apres le

théoreme des gendarmes, u, tend vers O quand n tend vers oo,

2.0 fo 1+x fo 1+0 dx = % Comme —— tend vers 0 quand 7 tend vers +oo, fo T3 dx tend vers 0
quand n tend vers oo,

—xsinx
xX+n

dx:n—.

3. Soit n € N*.
T __ 3 Vs
/ xsmxdx‘</
0o XxX+n 0 o O+n n

T ; T
nsinx .
/ dx—/ sinx dx| =
0 x+n 0
T nsinx

Or, tend vers 0 quand 7 tend vers +oo, et donc [g" 7
+°°.

‘ 7[ :

dx tend vers [y sinx dx = 2 quand n tend vers

Correction de ’exercice 17 A

Pour 7 € R, posons g(t) = \/ﬁ g est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit G une
primitive de g sur R.

Définition, dérivabilté, dérivée.

Puisque g est continue sur R, F est définie sur R et pour tout réel x, F(x) = G(2x) — G(x). G est de classe C!
sur R et donc F est de classe C' sur R et pour tout réel x,

14



2 1
T V16 —42+1 Vet 2+1

F'(x) =2G'(2x) — G'(x) = 2g(2x) — g(x)

Parité.
Soit x € R. En posant ¢t = —u et donc dt = —du, on obtient, en notant que g est paire

Fl—x) = /ng(t) dt = /:xg(—u). du— —/xzxg(u) du = —F(x).

—X
F est donc impaire.
Variations.
Pour x réel,

sen(F' () = sgn( e —
Vi1ext —4x2+1 V42 +1
= sgn(4(x* +x* +1) — (16x* +4x*> + 1)) (par croissance de ¢ ~— 1> sur R™)
= sgn(—12x* +3) = sgn(1 —4x*) = sgn(1 —2x%).

) =sgn(2Vx* + 2 +1—/16x* —4x2 + 1)

F est donc strictement croissante sur [— =,

2
Etude en +oo.
Pour x >0, 0 < F(x) < fxzx ﬁ dt = 2’;7‘ = % Comme % tend vers O quand x tend vers oo, le théoréme des

1

| et strictement décroissante sur | — oo, _\ﬁ] et sur [\%2, +ool.

Sl

gendarmes permet d’affirmer que lim,_, ;. F(x) = 0.
Graphe.

Correction de I’exercice 18 A
f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F une primitive donnée de f sur R. Notons (x) la
relation :

V(x,y) €ER?, f(x)f(y) = F(x+y) — F(x—y).

Pour x =y = 0, on obtient forallx € R, f(0) = 0. Puis x = 0 fournit Vy € R, F(y) — F(—y) = 0. F est donc
nécessairement paire et sa dérivée f est nécessairement impaire.

La fonction nulle est solution du probleme. Soit f une éventuelle solution non nulle. 11 existe alors un réel yg
tel que f(yo) # 0. Pour tout réel x, on a alors

7= s [ ey = (Pt - P )
F0) Jx=yo f(o) '
1

f est continue sur R et donc F est de classe C' sur R. 1l en est de méme de la fonction x W(F (x+y0) —

F(x—yp)) et donc de f. Mais alors, F est de classe C? sur R et donc f I’est aussi (f est en fait de classe C** par
récurrence).

En dérivant (x) 2 y fixé, on obtient f'(x)f(y) = f(x+y) — f(x —y) (**), mais en dérivant a x fixé, on obtient
aussi f(x)f'(y) = f(x+y)+ f(x—y) (x*x). En redérivant (xx) a y fixé, on obtient f”(x)f(y) = f'(x+y) —
f'(x—y) et en dérivant (= *) a x fixé, on obtient f(x)f"(y) = f'(x+y) — f'(x —y). Mais alors,

V(x,y) €R%, £ (x)f(y) = f(x) " (y),

15



et en particulier,

f"00)

rER, 1) f (o)

fx) =

On a montré que si f est solution du probleme, il existe un réel A tel que f est solution de 1’équation
différentielle y” — Ay =0 (E).

-siA >0

-siA <0

-sid=0

, en posant k = v/A, (E) s’écrit y” —k*y = 0. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
x — Ash(kx) + Bch(kx), (A,B) € R? et les solutions impaires de (E) sont les fonctions de la forme
x+— Ash(kx), A € R.

Réciproquement, soit k un réel strictement positif. Pour A € R* (on sait que la fonction nulle est solution)
et x € R, posons f(x) = Ash(kx). Alors

/xx:yf (1) di = T (eh(kx-) ~ ch(kle—))) . shiko)shlky) = 2 70

f est solution si et seulement si ,%A =1 ouencore A = %

, en posant k = /—A, (E) s’écrit y” + k*y = 0. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
x > Asin(kx) + Bcos(kx), (A,B) € R? et les solutions impaires de (E) sont les fonctions de la forme
x+— Asin(kx), A € R.

Réciproquement, soit k un réel strictement positif. Pour A € R* et x € R, posons f(x) = Asin(kx). Alors

/x:ryf(t) dt = %(Cos(k(x —y)) —cos(k(x+y))) = % sin(kx) sin(ky) = %f(x)f(y)-

2

f est solution si et seulement si é = 1 ouencore A = 7.

, (E) s’écrit y" = 0. Les solutions de (E) sont les fonctions affines et les solutions impaires de (E) sont
les fonctions de la forme x — Ax, A € R.

Réciproquement, si f(x) = Ax

/:yf(t) dt = %((Hy)z —(r—y)*) =24Axy = %f(x)f(y)’

et f est solution si et seulement si A = 2.

Les solutions sont la fonction nulle, la fonction x — 2x, les fonctions x — %sin(kx), k > 0 et les fonctions
x> Zsh(kx), k> 0.

Correction de I’exercice 19 A

Soit F une primitive de f sur [a,b]. F est de classe C? sur le segment [a, b] et I’inégalité de TAYLOR-LAGRANGE
permet d’écrire

FEED) @) - 252 @) < 3 5 sup P9, v ).
Mais F'(a) = f(a) =0et F” = f'. Donc,
P Pl < 02
De méme, puisque F’'(b) = f(b) =0,
a+b 1 (b—a)’
P ) < m
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Mais alors,

2 )2
a+b+ atb, a<1 (b a)+1 (b—a)*

/abf(t) dt

=|F(b)=F(a)| <|F(b) = F ()|

Correction de I’exercice 20 A

Si [} f(1)dt >0,

[ sal=[rwlas [ o= [1rolas [ 0ol-50) a=o

< |f| — f = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)
=|flef20.

Si [} f(1) dt <0, alors [} —f(t) dt > 0 et d’aprés ce qui précede, f est solution si et seulement si
ou encore f < 0.
En résumé, f est solution si et seulement si f est de signe constant sur [0, 1].

—f ==/

Correction de ’exercice 21 A

1. Six>1, [x,x*] C]1,4oeo[ et — p est continue sur ]1,+eo[. Par suite, f; A existe. De plus,

1 2]
t—dt <x — dt
x/x tlnt / /lnt /x tint /xtlnt

Mais,

2 21nx

L |
/x — dr = [In|In7[]" = In|In(x?)| - In|In(x)| —ln‘ -

=In2.
tint n

Donc, Vx > 1, xIn2 < F(x) < x*In2. On en déduit que lim)Hl x>1F(x) =1n2.

Si0<x<1,onax* <xpuis [x*,x] C]0,1[. Donc,  — - est continue sur [x,x] et F(x) =
existe.

Pour 7 € [x?,x],onatInt < 0 et x> < ¢ < x. Par suite,
L, 11 _,1
x— <t— = — <x
tlnt =~ tlnr  Inr ~~ tlnt
puis, [5x dt < [ dt < [5x* - dt, et finalement,

2 2

| 2] S |
x%ﬂz/)f——méF@:/‘—whg/x——mzﬂﬂ.
x tint + Int v tlnt

fxz Inr dr

On obtient alors lim,_,, y«; F(x) =In2 et finalement, lim,_,; F(x) =In2. On en déduit que F se prolonge

par continuité en 1 en posant F (1) = In2 (on note encore F' le prolongement obtenu).

2. On a déja vu que F est définie (au moins) sur |0, +oo[ (F désignant le prolongement). Il ne parait pas
encore possible de donner un sens a F(0) et encore moins a F(x) quand x < 0, car alors [x,0] est un
intervalle de longueur non nulle contenu dans [x,x?], sur lequel la fonction ¢ 11 - n’est méme pas

définie.

17



Dpr :]0, —|—oo[

Pour ¢ €]0, 1[U ] +oo[, posons g(t) = ;L et notons G une primitive de g sur cet ensemble. Alors, pour x
dans |0, 1{U]1, +oo[, F(x) = G(x*) — G(x). On en déduit que F est dérivable (et méme de classe C') sur
10, 1{U]1, 40 [etque pour x dans |0, 1[U]1, 4],

ﬂ@9=2m@%—guw=m§5—»l-—x‘l

Inx  Inx

10, +oo[, de classe C! sur
]0,1[U]1, 4o et F’ a une limite réelle en 1. Un théoréme classique d’analyse permet d’affirmer que F
est de classe C! sur Dy et en particulier, dérivable en 1 avec F’(1) = 1.

1
w04l P = { 20T

Six>1,x—1>0ctlnx>0etsi0O<x<1l,x—1<0etlnx<O0. Danstouslescas (0 <x<1,x=1,
x> 1) F'(x) > 0. F est strictement croissante sur ]0, +oo|.

Onavu que Vx > 1, F(x) > xIn2 et donc lim,_, o F (x) = 4oo. Plus précisément, pour x > 1,

X x Int = xlnx Inx

F(x) 1/)C2 1 ¥—x x—1
>
X
Comme % tend vers +oo quand x tend vers +oo, on en déduit que @ tend vers 4o quand x tend vers
+oo et donc que la courbe représentative de F' admet en +o0 une branche parabolique de direction (Oy).

Pourxe]() 1[ett€[x ,x],ona2lnx=In(x*) <Inf <Inx <Oetdonc = < & < 51—, puis (x—x?) ;- <

Int
2
fx2 fy 1 < (x—x )21nx et finalement,

x—x? x—x?
<

VXG]O,I[, m \F(X) <

—Inx’

On obtient déja lim,_,o F (x) = 0. On peut prolonger F par continuité en 0 en posant F(0) = 0. Ensuite,
F(x)-F(0) _ F(x)

0 est compris entre 2 lnx Comme ces deux expressions tendent vers O quand x
tend vers 0, on en déduit que % tend vers 0 quand x tend vers 0. F est donc dérivable en O et
F'(0) =0.

6 4
5 4
4 4
3 =+
2 =+
1 =+
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Correction de ’exercice 22 A

1. festcontinue sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dont le dénominateur ne s’annule
b 2 . . .
pas sur R*. D’autre part, quand ¢ tend vers 0, f(¢) ~ = =1 et lim,_g 120 f(r) = 0 = f(0). Ainsi, f est
continue en 0 et donc sur R.

2. f est continue sur R et donc F est définie et de classe C! sur R. De plus, F’ = f est positive sur [0, +co],
de sorte que F est croissante sur [0, 4oo[. On en déduit que F admet en +oo une limite dans | — eo, +oo].

pon] . , 2
Vérifions alors que F est majorée sur R. On contate que #>. o

, d’apres

PR . . . . . , 2
un théoreme de croissances comparées. Par suite, il existe un réel A tel que pour r > A, 0 < 2. e,’_] <1
ou encore 0 < f(z) < ,Lz Pour x > A, on a alors

:/OAf(t) </Af(t)dt+/Axt12dt

:/OAf(t)dt Z )—lc /f dt+—

F est croissante et majorée et donc a une limite réelle ¢ quand 7 tend vers +-oo.

Soit n € N*. Pour ¢ €]0, +oo],

R S g = Sk, ()"
1) = ety = e (L) + 7 5)
= Zr R W BN AIT)

ou f,(t) = I’Zf;, e " pour ¢ > 0. En posant de plus f,(0) = 0, d’une part, f, est continue sur [0, 40| et

d’autre part, ’égalité () reste vraie quand # = 0. En intégrant, on obtient

n X X
Vx € [0,400], Yn € N*| F(x) = Z/ Pe M dt+/ Ju(0) dr ().
k=170 0

Soient alors k € N* et x € [0, +oo[. Deux intégrations par parties fournissent :

x 1 2
2 —kt 2 —kt —kt —kx —kt
dt = d Z(|——te dr)
/o“" [ } k/ tefdi == +k([ } k/

1 2 2
:_7x26—kx_7xe kx = —kx+

k K2 B¢ T

Puisque k > 0, quand x tend vers +oo, on obtient lim,_, o [§ tPe M dt = k% On fait alors tendre x vers
~+oo dans (*x) et on obtient

n l X
VneN 1=2Y = lim/fn(t)dt(***).

x—+o0 [0

Vérifions enfin que limy,, o (lim,_; o [y fu(?) dt) = 0. La fonction 7 — {~= est continue sur ]0,+oof,
se prolonge par continuité en 0 et a une limite réelle en +oo. On en déduit que cette fonction est bornée
sur |0, +oo[. Soit M un majorant de cette fonction sur |0, +eo[. Pour x € [0, 4oo] et n € N*, on a alors

19



X X M
Og/ fn(2) dth/ e Mdt=—(1—e™).
0 0 n

A n € N* fixé, on passe a la limite quand 7 tend vers —+oo et on obtient

X M
0< lim / fu)dt <2,
0 n

X—rH-o0

puis on passe a la limite quand # tend vers +oo et on obtient

s (1 [509) o

Par passage a la limite quand x tend vers +oo puis quand n tend vers +oo dans (* * %), on obtient enfin

X f2 noq

xEIEw 0 e —1 dt:znlﬁu}rkokglki3
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