Exo7

Calculs de limites, développements limités, développements asymptotiques

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 IT
Etudier I’existence et la valeur éventuelle des limites suivantes

[a—

. limxﬁﬂ/z(sinx)l/(zx*”)

[\

- limy_, 7> | tanx|°0%¥

3. lim, 4o (cos(—&'jfﬁ1 )+ sin(dﬁl ))n

4. lim,_,0(cosx)™ xl

5. lim,_, /o cosx.e!/(1=5in®)

2cos? x+cosx—1

6. hInX%”/3 2cos2x—3cosx+1

1+tanx) 1/sinx

7. limx_>0( T+thx

8. limx_>e’x<e(lnx)l“(e*x)
9. limx%l,x>l ln(lfi_x\/lzi—l)

xIn(chx—1)

10. limy_ e P

11 llmx_)07x>0 ln(x—x2)+x—1nx

12, limy s e (ln(x-H) )x

Inx

2
. (arcsinx)?— T
13. llmx_ﬂ/\/iw

cos(a+1)

X

X
14. lim, . (<5t (b cosa £0)

Correction V [005426]

Exercice 2 IT

Déterminer les développements limités a 1’ordre demandé au voisinage des points indiqués :

1. ?Lx; (ordre 7 en 0)

2. —L_(ordre 7 en0)

Cosx

3. arccos /- (ordre 3 en 0)

4. tanx (ordre 3en 7)

5. (chx)l/x2 (ordre 2 en 0)
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6. tan’x(cos(x?) — 1) (ordre 8 en 0)

7. ln(ijx) (ordre 3en 1)

8. arctan(cosx) (ordre 5en 0)

9. arctan /£ (ordre 2 en 0)

10. XLZ - ﬁ (ordre 5 en 0)

2

1. [F 11+t4 dt (ordre 10 en 0)

12. In (2,210 ,{) (ordre 100 en 0)

13. tan/4(m> +x3) (ordre 3 en )

Correction V [005427]

Exercice 3 ***

. N . a1/
Soit 0 < a < b. Etude complete de la fonction f(x) = (<) /.
Correction ¥ [005428]

Exercice 4 **

Etude au voisinage de 4o de vx2 —3 — v/8x3 +7x2 + 1.
Correction V¥ [005429]

Exercice 5 **

Soit f(x) = 1% Calculer f (”)(0) en moins de 10 secondes puis f") (x) pour |x| # 1 en a peine plus de temps).
Correction ¥ [005430]

Exercice 6 1T

1. Equivalent simple en +o et —oo de vx% +3x+5—x+ 1.
2. Equivalent simple en 0, 1, 2 et +oco de 3x2 — 6x
3. Equivalent simple en 0 de (sinx)*™ — (x —x2)sin*,

4. Equivalent simple en +oco de x"*,

5. Equivalent simple en 0 de tan(sinx) — sin(tanx).

Correction V¥ [005431]

Exercice 7 **IT

< . N Lo 1 1 vn
Développement asymptotique a la précision -5 de u, = ;7 Y _ok!.
Correction V¥ [005432]

Exercice 8§ **IT

1. Développement asymptotique 2 la précision x* en 0 de m — é

2. Développement asymptotique a la précision x% en +oode xIn(x+1) — (x+ 1) Inx.



Correction V [005433]

Exercice 9 **
Soienta > 0 et b > 0. Pour n € N* et x € R, on pose f,(x) = (1+%)".

1. Equivalent simple quand n tend vers +eo de f,(a+b) — fu(a) fu(b).
2. Méme question pour e “f,(a) — 1 + %

Correction V¥ [005434]

Exercice 10 ***]

Soit ug €]0, Z]. Pour n € N, on pose w1 = sin(u,).

1. Montrer brievement que la suite u est strictement positive et converge vers 0.

2. (a) Déterminer un réel a tel que la suite u, | — uy ait une limite finie non nulle.

(b) En utilisant le lemme de CESARO, déterminer un équivalent simple de u,,.

Correction V¥ [005435]

Exercice 11 **I

Soit u la suite définie par la donnée de son premier terme ug > 0 et la relation Vi € N, u,4 = u,e” . Equivalent
simple de u,, quand n tend vers +co.

Correction V¥ [005436]

Exercice 12 ***]

1. Montrer que 1’équation tanx = x a une unique solution dans I’intervalle [n7,(n+ 1)7] pour n entier
naturel donné. On note x,, cette solution.

1

2. Trouver un développement asymptotique de x,, a la précision ;.

Correction V¥ [005437]

Exercice 13

1. Montrer que 1’équation x 4 Inx = k admet, pour & réel donné, une unique solution dans ]0, +oo[, notée x.
2. Montrer que, quand k tend vers +oo, on a : xy = ak+blnk+ c% +o0 (%) ou a, b et ¢ sont des constantes

a déterminer.

Correction V [005438]

Exercice 14 **

Soit f(x) =1+x+x>+x3>sin L six#0et 1six=0.

X

1. Montrer que f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2. Montrer que f est dérivable sur R.

3. Montrer que f’ n’admet en 0 aucun développement limité d’aucun ordre que ce soit.



Correction V [005439]

Exercice 15 **IT
1 1

Etude au voisinage de 0 de f(x) = | — ——— (existence d’une tangente ?)
Correction ¥ [005440]

Exercice 16 **I

1. La fonction x — arccosx admet-elle en 1 (a2 gauche) un développement limité d’ordre O ? d’ordre 1 ?

2. Equivalent simple de arccosx en 1.

Correction V [005441]

Exercice 17 ***

1. Développement limité a I’ordre n en 0 de f(x) = m

2. Soit ay le k-eme coefficient. Montrer que ay est le nombre de solutions dans N? de I’équation p +2¢ = k.

Correction V [005442]




Correction de ’exercice 1 A

1. Six €]0,x[, sinx > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé de Z
(c’est-a-dire un voisinage de 7 auquel on a enlevé le point 7) et de plus (sinx) !/ (2x=7) — pIn(sinx)/(2x—7)

Quand x tend vers %, sinx tend vers 1 et donc

—

. . n 1 /m 2 (2x —m)?
1 ~ —1—_—(1— (f— ))N—f(f—) == 7
n(sinx) ~ sinx cos | 5 —x AU g

Donc, lnz(smg) ~ —% — 0 et enfin (sinx)!/(27%) = n(sinx)/(2x=m) _y ;0 —
=

lim,._, z (sinx)!/ (=7 — 1.

2. Six€]0,7[\ {5}, [tanx| > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé

’cosx cosxIn(|tanx|

de 7 et de plus |tanx|*** = ). Quand x tend vers Z,

In|tanx| = In|sinx| —In|cosx| ~ —In|cosx|,

puis cosxIn|tanx| ~ —cosxIn|cosx| — O (car, quand u tend vers O, ulnu — 0). Donc, |tanx|** =

ecosxln\tanx\ SV =1.
lim, ,z [tanx|*®* = 1. I

3. Quand n tend vers +oo, cos 577 +sin gty — cos 5 +sin § = 1 (et on est en présence d’une indétermination

du type 17*). Quand 7 tend vers +oo,

Puis,
nm nm NEY ! 1 3r 1 &Y 4
I i Can (1457, (1)) 2 LR L.
" n<cos3n+1 +Sm6n+1> " n( o +0<n>> ”(24n +0<n>> 2z tolb):
et donc



: nmw s nm \" _ \/31/24
lim,, 4 (cos 47 TS g, +1) =e .

4. Quand x tend vers 0, In(cosx) ~ cosx—1 ~ —%. Puis, In |x|In(cosx) ~ —% In |x| = 0. Donc, (cosx)™H —
0
e’ =1.

lim, ,o(cosx)" il = 1.

1

n
5. Quand x tend vers 7, ;——

tend vers +eo. Posons i = x — % puis & = sgn(h), de sorte que

(cosx)el/(lfsinx) _ —8| Sinh‘el/(lfcosh) _ _geln|sinh\+m.
Or, quand 4 tend vers 0,
I sinh| 1 — (1—cosh)In|sink| +1 (=% +o(h?)(n|h|+o(n|a))+1  1+0(1) 2
1 —cosh 1 —cosh %4_0(;12) %4_0(;12) h2’
et donc, quand & tend vers 0, In |sink| + ﬁ ~ h% — 400, Par suite,
limy 72 x<n/2 Cos(x)el/(lisinx) =toeoetlimy 7/ von/2 Cos(x>el/(lisinx) =%

6. Pour x € R, 2cos?x —3cosx+ 1 = (2cosx — 1)(cosx — 1) et donc
T
Vx € R, 2cos’x—3cosx+1=0<x€ (j:§ ~I—27rZ) U2nZ.
Pour x ¢ (+% +277Z) U2nZ,

2cos’x+cosx—1  (2cosx—1)(cosx+1) cosx+1

2cosx—3cosx+1 (2cosx—1)(cosx—1) cosx—1’

1
: 2cos?x+cosx—1 __ a3+l
etdone, limy 3 5 G50 o = 17 = =3
. 2 —
lim 2cos”xdcosx—1 _ _ 13

x—7/3 Dcos?x—3cosxt1

7. Quand x tend vers 0,

l+tanx 1+x+o(x)
l1+thx  1+x+o(x)

Puis, quand x tend vers 0,

=(l4+x+ox)(1—x+0(x)) =1+o0(x).

— 0.

1 n <1+tanx> _ In(1+o0(x)) _ o(x) __o(1)
sinx 1+ thx x+o(x) x+o(x) 14o0(1)

Donc,

: 1+tanx) 1/sinx __
lim, 0 ( T+thx ) L.



8. Quand x tend vers e par valeurs inférieures, In(x) tend vers 1 et donc

1
In(Inx) ~ Inx— 1 =1In (f) ~Y = Se—x),
e

e e
puis,

In(e —x) In(Inx) ~ —é(e —x)In(e —x) — 0,

et donc (hlx)ln(e—x) — eln(e—x)ln(lnx) 1.

lim (Inx)Me= = 1.
xX—e

x<e

9. Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, xInx — 0, et donc

F—l=eM™ T oxlnx~Ix (x—1)=x—1.
Ensuite, vx2 — 1 tend vers O et donc

In(l—vx2—1)~=Vx2=1=—y/(x—1)(x+1) ~ —/2(x—1).

Finalement, quand x tend vers 1 par valeurs supérieures,

x'—1 x—1

ml—va2—1)  —26-1) \f =0

10. Quand x tend vers oo,

X
In(chx — 1) ~ In(chx) ~ In <62> —x—In2~x,
et donc

xln(chx—1) xxux
x2+1 x?

=1

xIn(chx—1)

=1.
x—ote  x241

11. Quand x tend vers O par valeurs supérieures,

2 2
In(x—x*) +x—Inx=x+In(l —x) = —% +o(x?) ~ —=.

Ensuite,

(smx) exln(smx) _ exln(x7%+o(x3)) _ exlnxexln(lféJro(xz)) _ xvef'?Jro()ﬁ) —_— (1 X +o



et,
sinx _ e(x7§+o(x3))lnx _ exlnxef’ﬁ%qto(ﬁlnx) = <1 - x3énx +0(x3 lnx)) )
Donc,
. 3 31 31 31
(sinx)* —x™" = x* (1 - % —|—0(x3)> —x" (1 - 6nx +o(x* lnx)) =x" (x 6nx +o(x* lnx)) ~2 6nx’
et enfin
: X __ sinx 3 1 1
(sinx)* —x X nx/6 _ _xnx
—x2/2 3

In(x —x2) +x—Inx

(sinx)x _ xsinx

=0 In(x —x2) +x —Inx N
x>0

12. Quand x tend vers oo,
1

1 1
In(x+1) =Inx+1In (1 —i—) =Inx+—-+o () ,
x x x

puis
In(x+1) 1 1
=1 .
Inx +xlnx o <xlnx>
Ensuite,
1 1 1 1 1 1
xIn M =xln{1+—+o0(—— =—+o|— ) —0.
Inx xlnx xInx Inx Inx
X
Donc, (1"(1):;1)> = exp (xln (ln(lf;”)> —e=1.
1 X
lim <n(x+1)> —1.
X—rfoo Inx
1
13. Quand x tend vers 7
(arcsinx)? — ’f—; 1 y arcsinx+ § y arcsinx — % 1 y I+z y arcsinx — % _ .z arcsinx — 7
2 _ 1 _ 1 I I _ L _ L
-l 2 xtg A2 ats o W2 oxo
b4 ;1 T 1 T
— ——=(arcsin)' (—= ) = —= =
WA D= e
(arcsinx)?— 72 T

o]



14. Quand x tend vers oo,

coS (a + l) 1 o1 tana 1 tana 1
xIn| ——2** | =xIn( cos— —tanasin— | =xIn{1——+o | - =x| - +ol| -
cosa X X X X X X

= —tana+o(1),

cos(a+%) )x — eftana.

cosa

et donc limy_, 4 (

cos(a-i—l) *
: __ ,—tana
limy_ 4o osa =e .

Correction de I’exercice 2 A

1.

1
T—x2 — 3 150 1+( %) + (x2 +x3)2+ (X2+X3)3 +0(X7) =142+ x4+ 20 + 20 +3x7 +0(x7).
- X—>

= 1 a3 a2 + 200 30 +o().

23
I=x2=x" 10

1 oot a8 7 - oot a8 24\ a2\’ 7
A TR -1 roa A T
cosx)Ho< > T2 70 U )> +<2 +720>+< 24> +<2> Folx)

x2 1 1 1 1 1 1, 5 61
=14+ T 6(_~ =1 ~ 4
+2+x< + )—i—x (720 24+8)+ (x") +2x g +720x +o(x7).

=0 L 307+ 2t 4 Ppa® o ().

2.
3. Remarques.
(a) Pour x } T3 [\{O} on a0 < - <1 et donc la fonction x — arccos( Ty ) est définie sur
]—%,%[\ {0} (qui est un voisinage pointé de 0).

(b) Quand x tend vers O — 1 et donc arccos ( o nx) = o(1) (développement limité a I’ordre 0).

(c) La fonction x — arccosx n’est pas dérivable en 1 et n’admet donc pas en 1 de développement limité
d’ordre supérieur ou égal a 1 (donc a priori, ¢’est mal parti).

’ tan

(d) La fonction proposée est paire et, si elle admet en 0 un développement limité d’ordre 3, sa partie
réguliere ne contient que des exposants pairs.

* Recherche d’un équivalent simple de arccosx en 1 a gauche. Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures,
arccosx — 0 et donc,

arccosx ~ sin(arccosx) = v/1—x2 = /(14 x)(1 —x) ~ vV2v/1—x.

* Déterminons un équivalent simple de arccos (. / tanx) en 0. D’apres ce qui précede,



< [x ) . < ( [x )) / < [x >2 ftanx—x  [¥3/3 |
arccos e ~ S1n | arccos e = 1 — e = ~ = —.
tanx tanx tanx tanx X V3

Ainsi, la fonction x — arccos (w /ﬁ) n’est pas dérivable en O (mais est dérivable a droite et & gauche) et

n’admet donc pas de développement limité d’ordre supérieur ou égal a 1 (mais admet éventuellement des

développements limités a gauche et a droite pour lesquels la remarque initiale sur la parité des exposants
i o Dé ' Squi i - ) x

ne tient plus). * Déterminons un équivalent simple de f(x) = arccos (\ / tanx) 7 quand x tend vers O

par valeurs supérieures.

o (e ) 5~ (s (4 ) = 5)
i amos (/) Yoo ) s 2o s ([ 2)

B tanx —x i B x . i . ()
N anx O V3 tanx V3 - &

Maintenant,

ta?ai;xcos (\%) = (\x@ + 3;\3@ +o(x3)> <1 - x62 +0(x2)> = \% - éf@ +o(x).

Ensuite,
()00 (g o) - £000) (o)
_x +o(x*),

et finalement,

(X 223 &) 1_27"3 ol 4 0x3~4X3
0= (Gt 0) (5 ) a0~ o

Ainsi, quand x tend vers O par valeurs supérieures,

4 3
arccos( . * +o(x*).

x
tanx> V3 453

f étant paire, on en déduit que

10



4lx?
arccos (/=) :O\‘ﬁ+4slflf+0( ).

(Ce n’est pas un développement limité).

4. La fonction x — tanx est trois fois dérivable en 7 et admet donc en § un développement limité d’ordre
3 a savoir son développement de TAYLOR-YOUNG. tan§ = 1 puis (tan)’ (7) = 1 +tan?> X = 2. Ensuite,
(tan)”(x) = 2tanx(1 +tan®x) et (tan)” (%) = 4. Enfin,

(tan)® (x) = 2(1 + tan®x)? + 4 tan® x(1 + tan> x),

et (tan)®) (Z) = 16. Finalement,

(chx) /¥ = g2~ Hro0) — o2 Trole =e— ixz +o(x?).

5.
6. tan x(cos(x?) — 1) = tanx x tan?x(cos(x?) — 1) et un équivalent de tan?x(cos(x*) — 1) en 0 est —%. On
écrit donc tanx a I’ordre 2. De méme, un équivalent de tan’ x est x> et on écrit donc cos(x?) —1 a1’ ordre
5.
3 2 o3 X 4 xt X
tan’ x(cos(x’) — 1) = (x+0(x*))} [ =% +0() | = (P +o(x*) [ —= +0(x’) ) = == +0o(x®)
x—0 2 2 2
tan’ x(cos(x*) — 1) = %—Fo(xg)
x—0

7. On pose h = x — 1 ou encore x = 1 + h, de sorte que x tend vers 1 si et seulement si 4 tend vers 0.

In(1+x _
(xj):m(erh)(Hh) 2

= <ln2+ln <1 + ;)) (1 —2h+ (_2)2(_3)}12 L (), +o(h3)>

6

h h2 h3 3 2 3 3
= (243 — 5+ 37 +olh’) ) (1=2h+30> —4i +o(i))

1 43
=In2+ <2 —21n2> h+ <3ln2—z> W+ < 4In2+ >h3+o(h*)

11

Donc,



(5—2In2) (x—1)+ (3In2—3) (x— 1)+ (—4In2+ 3) (x— 1)* +o((x — 1)?).

8. Pour x réel, posons f(x) = arctan(cosx). f est dérivable sur R, et pour x réel, f'(x) = — 0% Puis,

1+cos?x
f'(x) =" (x x63 +o(x4)) (1 + (1 - x; +0(x3))2> _

o o ) R R R [ (e

= —% (x—x63+0(x4)> (1 +x;+o(x3)> = —% —x63+0(x4)-

Donc, f" admet un développement limité d’ordre 4 en 0 et on sait que f admet en 0 un développement
limité d’ordre 5 obtenu par intégration.

X2 )C4 2 4

T
arctan(cosx) = arctan(cos0) — Ry +o(X) === - +o(xX).
X

arctan(cosx) = L L +o(x).

9. Pour x > —1, posons f(x) = arctan jc% f est dérivable sur | — 1, 4o et pour x > —1,

1 1 1 1 1
fx) = =X
(x+2)%, ;%Hi—i; 27 (2x+3)/(1+x)(2+x)

= 2><31><ﬂ <1+2;>1(1+x)‘/2(1+;)_1/2: 6\15 (1—2;+o(x)> (1—§+o(x)) (1—
_61ﬁ <1— (i—l—;—&-i)x—i—o(x)) _6\15 <1—1172x+0(x)>.

Ainsi, f admet donc en O un développement limité d’ordre 1 et on sait alors que f admet en O un
développement limité d’ordre 2 obtenu par intégration.

x+1 I T e
arctan /¢ 2 arctan 7 + 5 \/Qx

17 .2 2
yrWoRs +o(x7).

Iy (3 Iy (23y (3
\/11_7 = (1 —x2)_1/2 on 1+ <—> (_x2)+ w(_xzy_*_ ( 2) ( 2) ( 2) (_x2)3+0(x7)
= 1+ %xz + §x4 + %x6 +o(x7).

. 3 5 7 .
Donc, arcsinx =t L4354+ 35 1 0(x®). Ensuite,
X—

12



1 | 2 3yt 540 -2
— — (arcsinx) % = 2<1+x+x—|—x—|—o(x7)>
arcsin” x x—=0 X
1 2 3t 5x® X2 3 2 x2 3
=12+ a3 () 4 7
x2< <6+40+112>+ <6+40> <6> +olx')

1 1 1 1
=— -+ —3+>x2+<—5+3—>x4+0(x5)

23 20 12 5640 54
11 X 3L
= — — = — L _ X O(XS)
x> 3 15 945
Finalement,
1 1 _ 1, 2 3 5
2 arcsinZx 50 3 + )l% + % +0()C )
10.
11. Pour x réel, posons f(x) = ﬁ f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F la

. 2
primitive de f sur R qui s’annule en 0 puis, pour x réel, soit g(x) = [ \/11?4

pour x réel g(x) = F(x*) — F(x). g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

dt. g est définie sur R et,

_ 2x 1
Vi8S V144

§'(x) = 2xF' (%) = F'(x) = 2/ (x*) — f(x)

Puis,
gdx) = 2x(1- 1x8 +o(x®) ) —(1- lx4—i- §xS +o(x?) ) =—1+2x+ lx4 — §x8 — x4+ 0(x?)
x—0 2 2 8 2 8 '

Ainsi ¢’ admet un développement limité d’ordre 9 en 0 et on sait que g admet un développement limité
d’ordre 10 en 0 obtenu par intégration. En tenant compte de g(0) = 0, on obtient

12.

99k o X 100 . Lo X100 100
In ZE xioln<e_100!+0(x )>:ln(e)+ln(1—e (100!+0(x )))

k=0
x]OO xloo xlOO
:x+ln<1—(1+0(1)) <(100)! +0(x100)>> =x+In (1— (100)1 +o(x1°°)) ~*~ 100)!

13. Posons & = x — 7 ou encore x = T+ h de sorte que x tend vers 7 si et seulement si 4 tend vers 0.

13




AT ) = (AT 4 (4 h)) = VB T 12m2ht 127 + 4P

3 32 W\
= o1+ m
h—0 n( +27‘L'+27'L'2+27T3>

Y ALY O U (- L 2+i h 3+o(h3)
- 3\2x 2722 2m3 o\2xr 2x2 81 \ 27

11 11,5
_ 2( 2 3 _ 3
=27 +h+h (n 2n>+h (37:2 n2+12n2>+0(h)

2 h3 3
=2+ h+— ———+o(l).
T+ +27‘c 47172—1—0( )
Puis,
tan({/4(73 +x3)) = tan h—l—h—2—£+o(h3)
= 2n  4m?
oo 1 h? 11
=(ht+ === |+ +o(lP)=h+—+(5— = | P +o(i).
<+2 4n2>+3 +olh) +2n+<3 47r2> o)
Finalement,

tan(v/4(@ +3%) = (= 1)+ gz (0= 17+ (5 gp) = 1) +o((@—1)%).

2
X7 T

Correction de I’exercice 3 A

Puisque a > 0, b > 0 et que pour tout réel x, ““gbx > 0, f est définie sur R*, et pour
Vx € R*, f(x) =exp(iIn (<42)).

Etude en 0.

Xy xlna 4 ,xInb 1 1 1 1
In (a ; > =1In <e—;> =, In <1 +x <2lna+ 2lnb> +x? <4ln2a—|- 4111217) —|—o(x2)>

2 2 2 2
1 In“"b 1
=1In <1 +xIn (x/ab> —i—xzw —|—0(x2)> =xIn (\/ab) —i-XZ% — E(xln Vab)? +o(x*)

1 1
=xIn (\/{E) + g(lnza —2Inalnb+1n?b)x* +o(x*) = xIn (\/6@) —i—ngln2 (%) +o(x?).

Enfin,

a~ x\ 1/x a a
flx)= ( —;b ) :exp(ln(\/azﬂ-%ln2 E}H—O(x)) = \/CE(1+%xanE+O(X)).

Ainsi, f se prolonge par continuité en O en posant f(0) = v/ab. Le prolongement obtenu est dérivable en 0 et
£1(0) = Y& 1n2 (> 0). Etude en +-oo.
D (L@ sp)) =1 (m(b’C) In2+In (1 + (“)X)) Lxnbto(x) (car0<<1)
— —\a = - —_ —_ = - —_
X 2 X b X b
=1Inb+o(1).
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etlim,_, . f(x) = b(= Max{a,b}). Etude en —oo. Pour tout réel x,

Flox) = (a“rb")_l/’“: (a“rb")l/x ab
2

2a*b* flx)’
et donc,
. . ab ab i
Jim fx) = Xlgiof(—x) = Xlgfrlwm =5 ¢ (=Min{a,b}).

Dérivée et variations. f est dérivable sur | — oo,0U]0, +oo[ en vertu de théorémes généraux (et aussi en 0
d’apres 1’étude faite plus haut), et pour x # 0 (puisque f > 0 sur R*),

PO v = (L (EE VY oy = - L (€48, e natbnb
Lo o= (1 (757 ) =g (T37 )+ L

/" ale méme signe que (In f)’ qui, elle-méme, a le méme signe que la fonction g définie sur R par

4+ b 1 b*Inb
VxER,g(x):—ln<a T >—|— alnatbing

2 a*+ b*

g est dérivable sur R et, pour x réel,

') axlna+b"lnb+axlna+bxlnb+ (a*In*a+b*In*b)(a* +b*) — (a*Ina+b*Inb)>
x)=— X
8 @+ b @+ b (a*+b7)?

(ab)*(Ina —Inb)?

(@ + b¥)?

=X

g’ est donc strictement négative sur | — oo, 0[ et strictement positive sur |0, +oo[. Par suite, g est strictement
décroissante sur | —eo,0] et strictement croissante sur [0, +oo[. g’ admet donc un minimum global strict en 0 et
puisque g(0) = 0, on en déduit que g est strictement positive sur R*. De méme, f’ est strictement positive sur
R*. En tant compte de 1’étude en 0, on a montré que f est dérivable sur R et que f est strictement positive sur
R. f est donc strictement croissante sur R. Le graphe de f a I’allure suivante :

On peut noter que les inégalités lim,_, .. f < f(—1) < f(0) < f(1) < limy_ 1o f fournissent :

1 b
a<ﬁ<vab<i<b.
(;+3) 2

(S]]

Correction de ’exercice 4 A
Quand x tend vers oo,

3\ /2 3 1 3 1
x2_3_x(1—xz> _X<1—2x2+0(x2)> _X—2x+0(x>a

et,
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; 7 1\\"? 7 49 1 749 1
\/8x3—i—7x2—|—1:2x<1++0<xz>) =2x 1—|—%—576x2—|—0 =2 =2+ ——mo—to| - ).

8x 12 288x X
Donc,
7 383 1
i e R T T (x> ‘
La courbe représentative de f admet donc en +co une droite asymptote d’équation y = —x — 17—2 De plus, le
signe de f(x) — (—x— %) est, au voisinage de +oo, le signe de —%. Donc la courbe représentative de f est
au-dessous de la droite d’équation y = —x — % au voisinage de +-oco.

Correction de I’exercice 5 A
f est de classe C* sur son domaine R\ {—1,1} en tant que fraction rationelle et en particulier admet un
développement limité a tout ordre en 0. Pour tout entier naturel n, on a

f(x) :Ox_|_x3_|_m_|_x2n+l+0(x2n+1)’

X—

Par unicité des coefficients d’un développement limité et d’apres la formule de TAYLOR-YOUNG, on obtient

vneN, f(0) =0et f2HD(0) = 2n+1)!.

Ensuite, pour x ¢ {—1, 1}, et n entier naturel donné,

=3 (i) =% (i)

Correction de I’exercice 6 A

1.

Vx243x+5—x+1 ~ —x—x=-2x,
X

—» —00

et,

24 3x+5)— (x—1)2 3x+2 5
Vx243x+5—x+1= (A3 +5) (1) N X A
24+ 3x+54x—1 xoteo x+x 2

2. 3x —6x ~ —6xet3x>—6x ~ 3x% Ensuite, quand x tend vers 1, 3x> — 6x tend vers —3 # 0 et donc,

x—0 X—>+oo
3x? —6x ~ —3.Enfin, 3x —6x = 3x(x —2) ~ 6(x—2).
x—1 x—2

3x2—6x ~ —6x  3x*—6x ~ 3x* 3P —6x ~ -3  3xX—6x ~26(x—2).

x—0 Xx—>+oo x—0 x—

2
(x —x)In(sinx) = (x—x%)Inx+ (x—x?)In <1 — % +0(x2)> = xInx — x*Inx + o(x* Inx).

x—0

Ensuite,

3

sinxIn(x—x%) = (x— ol —|—0(x3)> (Inx+1In(1—x)) = (x— %+o(x3))(lnx—x+o(x)) = xInx+o(x*Inx).
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Donc,

(Sinx)x—x2 _ (x_x2)smx exlnx(e—x Inx4o(x*Inx) eo(lenx)) — exlnx(l _x2 Inx—1 —I—O(X2 lnx))

= (14+0(1))(—x*Inx+o(x*Inx)) ~ —x*Inx.

x—0

(sinx) ™ — (x—x2)5n% ~ —x2Inx.
x—0
. thx= }ﬁ; == (1—e ) (1—e X +o(e ) =1-2¢">*+o0(e ?),etdonc thxlnx = (1 —2e >+
X—r o0
o(e=>))Inx = Inx+o(1). Par suite,
xthx ~ elnx —x
X—rH-o0

. Tentative a I’ordre 3.

tan(sinx) = tan(x—% +o(3)) = (x— 2 )+ L(x)3 +0(x®) = x+ £ +0(x3), et
o 6 6 3 6

sin(tanx) = sin <x+ % + 0(x3)) = (x+ %) — () +o(x) =x+ % +o0(x*). Donc, tan(sinx) —sin(tanx) =
x—

x—0
o(x?). L’ordre 3 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Tentative a I’ordre 5.

tan(sinx) = t LAE ARV N (U S Sl W £3+3()5+<5>

anismx) =T e T 10 e T120) T3\ 6 15 o
3 11 2 X

=g (g 1s) +ol) =x g g Hol)

et,

sin(tanx) = sin <x+"3 122 ox )) - <x—|—X3 +2x) 1 <x—|—);3>3—|—1( ) +o(x%)

x—0 3 15 15 6 120
3 2 1 5 5 ¥oox
—x—|—6+(15—6—|—120)x —|—0( ) x—i—g—E—FO( )

Donc, tan(sinx) — sin(tanx) = o(x%). L’ordre 5 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Le contact
X—

entre les courbes représentatives des fonctions x — sin(tanx) et x — tan(sinx) est tres fort. Tentative a
Pordre 7.

tan Slnx = tan( 120 5040 )
x? x5 x’ +1 x3 x %-i- 2 x? 5+ 17 74 o(x)
= —+ = = —+— —x—— —x"4o(x
6120 s040) T3\" "6 T 120 5\ " 6 315
XX 1 1 1 1 2 5 17
N T Iy 43w V(22 7
*% 40+< 5040+3( “T20 7" 36)+15< 6)+315>x +olx)
= +x3 x5+ SRS SR W Y
e 40 "\ 5040 T 120 T36 9 315 O

et,
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7
sin(tanx) = sin <x+++7315+0(x7)>
x
+x3+2x5+17x7 1 +x3+2x n 1 +x3 : 1 () +o(x)
=|lx+=+—+=)—= =+ — — =) - x)" +o(x
3 15 315 6 3 15 120 3 5040
—x—&-xj—i—i- LU 3><£—|—3><1 —i—L >_ ! x" +o(x")
N 6 40 315 6 15 9 120~ 3 5040
x

_+‘ x5+ 71 1 1 1 74 o)
AT e Ta0 " \315 15 18 T 72 5040 )" TV

Finalement,

11 1,1 1 1 4
tan(sinx) — sin(tanx) = ( + == + + — ) X 4o(x") = Al o(x"),
X—

120 36 9 18 72 30
et donc
) o A
tan(sinx) — sin(tanx) 30
Correction de I’exercice 7 A
Pourn>5,0na
1 1 1 1 —> 1
=14 -
tn +n+n(n—l) (n—=1)(n—=2) nn—1)(n—-2)( Z n—1)..(k+1)
Ensuite,
0< 32 <n3(n—4) ! ~ 1 — 0
n—l (k+1) T nn—1)(n—2)(n—3)(n—4) nste n nste
1 _ 1 A 1 _ 1
DOHC Zk 0 m n—>_+oo o (}'73) et de meme W n—)_-i,-oo [ (nj) Il reste

1 1 N1 1 1 1 1 1 1
u, = 1+*+*2 1—- +*3+0 - :1+*+*2 1+* +*3+0 -
n——oo n n n n n n n n n n
1 2 1

Correction de I’exercice 8 A
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1 1 1

_1 +x2+ + X x2
X2 276 120 2 6
! X, o +1 L 1 1
T2\ 2 6 2) "\ "a"e
1 1 x?
nta 7tk ).

+\_//—\

X
1+ += + FRETTRE

~(3+5) <

<1zo+

1 1
xln(x+1)—(x+1)1nx:x<lnx+ln(1 x>> (x+1)lnxx er—lnx—Hc<x—2X2

3x

1 1 1
=—Inxtl-o—f - to( 5

3

1

xIn(x+1)—(x+1)Inx

2

4

120

1

<36+24

)

1
313

(x >)1—1)

x>4 + 0(x4)>

1

3716

> +o(x4)>

o)

Correction de I’exercice 9 A

1.

n—y—+too

fn(a) =exp (nln(l—k%)) — exp <a_;jl+0

En remplagant a par b ou a + b, on obtient

fala+b) = ful@)falb) = e <1 - (a;nb)2> — ¢ <1 -

()

—(a+b)2+a2+b2+
2n

a-+b

2)e(

ab ea+b

n

2n

)

Ja(@) fa(D) =

Donc, siab # 0, fy(a+b) — fu(a) fu(b) ~ —%<= Siab=0,il estclair que f,(a+b)—

n—r—+oo

0.

2. e‘“fn(a)n%:%oexp( a+( 2+3n2>+0( ))zl—i—(

a2 a3 a4
—a 14 E a a
e fn(a> + A ( 3 + 3 >

2

_%4_

a 1 a
3n2 +j B

2n

1

n?’

2\ 2

) +o (n%), et donc

)+(3)
o

Correction de ’exercice 10 A
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1. Pour x € [0,%], posons f(x) =sinx. Ona f(]0,5]) =]0,1] C ]0,%]. Donc, puisque uy € |0,5], on
en déduit que Vn € N, u, € ]O ] Il est connu que Vx € ]0 } sinx < x et de plus, pour x € [0 ]

sinx = x < x = 0. La suite u est a valeurs dans ]O, g] et donc Vn € N, up,y1 = sin(u,) < u,. La suite u

est donc strictement décroissante et, étant minorée par 0, converge vers un réel £ de [O, %} qui vérifie (f
étant continue sur le segment [O, %]) f(£) = £ ouencore ¢ = 0. En résumé,

la suite u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

2. Soit & un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0, on a

3 o
o o : o o u 3 o
Uy —uy = (sinu,)* — u;) e (un — g" +o(u,) | —u,
2 o 2
— 0 _
= u, (1—6—1—0( )> -1 = n< a6—|—0( )>
u%+2
= —a"— +o(u"?)
6
Pour ot = —2 on a donc
1 1 1
5 —4o(1).
un+1 M 3
y o 1yn—1(_1 1 11 _1)_1
D’apres le lemme de CESARO, , Y/~ <% - —%> ) ou encore - (E - %) = 3 +o(1) ouenfin,
1 — n ~ N
2 ,H+°°3+ 5 +o(n ),H—er3+0(”)nﬁ+m3'
Par suite, puisque la suite u est strictement positive,
Correction de ’exercice 11 A
11 est immédiat par récurrence que Vn € N, u, > 0. Donc, Vn € N> “2£L = ¢~ < | et donc, puisque la suite u

est stritement positive, un+1 < u,. La suite u est strictement decrmssante minorée par 0 et donc converge vers
un réel ¢ vérifiant £ = fe~* ou encore £(1 —e~*) = 0 ou encore £ = 0.

u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

Soit & un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0,

gty =y = up (7" — 1) = uf (— oty + 0 (un)) = oy +o(u ™).

Pour oo = —1, on obtient en particulier ulﬁ — ui =14 o(1). Puis, comme au numéro précédent, ui =n+ uio +
n n n

o(n) et donc
n—s—oo

n—yoo
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Correction de ’exercice 12 A

Pour n entier naturel donné, posons I, = | —% +n7, 5 + nx[. « Soit n € N. Pour x € I,, posons f(x) = tanx —x.
f est dérivable sur I, et pour x dans I,, f’(x) = tan?x. Ainsi, f est dérivable sur I, et f’ est strictement positive
sur I, \ {nm}. Donc f est strictement croissante sur I,,.

* Soit n € N. f est continue et strictement croissante sur I, et réalise donc une bijection de I, sur f(I,) = R.
En particulier, Vn € N, 3lx, € I,/ f(x,) = 0 (ou encore tel que tanx, = x,. * On a xo = 0 puis pour n € N*,
f(nw) = —nm < 0 etdonc, Vn € N*, x, €]nr, % + nx[. En particulier,

x, = nx+0(1).

n—-+
* Posons alors y, = x, —nm. Vn e N*, y, € ]0, Z [ De plus, tan(y,) = tan(x,) = nm + y, et donc, puisque
€105,

T
5= arctan(y, +nm) > arctan(nr).

: T _ T
Puisque arctan(n) tend vers 5, onay, = 5 4 o(1) ou encore

Xy = nu+ 5 +o(1).

* Posons maintenant z, = y, — § = x, —nm — 7. D’apreés ce qui précede, Vn € N*, z, € } —%,0[ et d’autre part

zn = o(1). Ensuite, tan (z,+ 5) =nmw+ 5 +z, et donc —cotan(z,) =nw+ 5 +z, ~ nm. Puisque z, tend
n—r+-oo0 2 2 2 n—r+-oo

vers 0, on en déduit que

—L ~ —cotan(z,) ~ nm,
n p—yoo n—+oo

- _ 1 1 .
Ou encore z, e T +o (n) Ainsi,

« Posons enfint, =z, + - =x, —nw— % +-L. Onsaitque z, = 0 (1) et que

—cotan (t, — -=) = —cotan(z,) =nw+ % +z, =nw+ % — L +0o(1).

Par suite,

e 1_11+1+(1>*1_1 Lo (!
W\ x ) T m T “an 22n  %\a2 )

puis,

ISP (8 S EUVE B DS B B
— —ty = —— o(3))=—- o3,
nw nw  2n’m n? nw 2nm n?

etdonc t, = ﬁ +o0 (n%) Finalement,

Correction de ’exercice 13 A
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1. Pour x > 0, posons f(x) =x+Inx. f est continue sur ]0,+oo[, strictement croissante sur |0, +oo[ en
tant que somme de deux fonctions continues et strictement croissantes sur |0, +eo[. f réalise donc une
bijection de |0, +oo[ sur f(]0,4o0]) = Jlimy_,0, x>0 f(x),limy— 0 f(x)[ =| — 00, +-0o[= R. En particulier,

Vk € R, lx €]0,+o0[/ f(xx) =k.

2. f(%) = §+ln§ < k pour k suffisament grand (car k — (% +In§) = % —lng k—;)-“’ +oco d’apres les

théorémes de croissances comparées). Donc, pour k suffisament grand, f (%) < f(xx). Puisque f
est strictement croissante sur |0, o[, on en déduit que x; > % pour k suffisament grand et donc que
limy_ 4 o X3 = +oo. Mais alors, k = x; + Inxg ~ x;, et donc, quand k tend vers oo,

X = k+0(k).

k——+

Posons y; = x; — k. On a y; = o(k) et de plus y; + In(yx + k) = 0 ce qui s’écrit :

vk =—In(k+y) = —In(k+o(k)) = —Ink+1In(1+0(1)) = —Ink+o(1).

Donc,

Xy = k—lnk+o(1).

k—s-o0

Posons z; = yx +Ink = x; — k+Ink. Alors, zx = o(1) et —Ink+zx = —In(k — Ink + z;). Par suite,

Ink Ink Ink Ink
Ik = lnk—ln(k—lnk+0(l)) = —In <1 — 7 +o <k>> == 7 +o0 <k> .

Finalement,

xp = k—Ink+ k4o (k)

k—r—oo

Correction de ’exercice 14 A

1
2

= O(x) et en particulier x¥*sin 1 = o(x?). Donc, en tenant compte de f(0) = 1,

1. X3sin -
x—> X x=0

f(x) = 1 +x+x*+o0(x?).

X—

f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.

2. f(x) =, 1 +x+o(x). Donc, f admet en O un développement limité d’ordre 1. On en déduit que f

est continue et dérivable en 0 avec f(0) = f'(0) = 1. f est d’autre part dérivable sur R* en vertu de
théorémes généraux (et donc sur R) et pour x # 0, f'(x) = 1 +2x+3x?sin é —2cos é

3. f est définie sur R mais n’a pas de limite en 0. f’ n’admet donc méme pas un développement limité
d’ordre 0 en O.
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Correction de ’exercice 15 A

1 = = 1+’C72+%+0(x4),etdonc

1=x* x—0
arcsinx = +x—3+ﬁ+ (x°)
o0 e T oY
Puis,
1 1 PP | P PO 1 x 178
N P 4 _ (e 4y _L_x_ 3
arcsinxx—>0x<+6+40 —i—o(x)) x( 6 40+36+0(x)> X 6 3760 —i—o(x),

et donc,

La fonction f proposée se prolonge donc par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Le prolongement est dérivable

en 0 et f/(0) = %. La courbe représentative de f admet a I’origine une tangente d’équation y = 7. Le signe

de la différence f(x)— % est, au voisinage de 0, le signe de 1376% . La courbe représentative de f admet donc a

I’origine une tangente d’inflexion d’équation y = =

Correction de ’exercice 16 A

1. arccosx = o(1) (développement limité a I’ordre 0). Mais la fonction x — arccosx n’est pas dérivable
x—1-

en 1 et n’admet donc pas en 1 un développemement limité d’ordre 1.

2) Puisque arccosx = o(1),
X—r

arccosx ~ sin(arccosx) =V1-x2= V(I+x)(1—x \f\/l—x

x—1-

arccosx ~ ﬂ\/l—x.

x—1-

Correction de I’exercice 17 A

1. Quand x tend vers 0,

1 1 1 1 1 1 1 1 (&, n L .
4 5 1 = - 2} (k+1 —1 n
(1—x)2(1+x) 41_x+2(1_x)2+41+xﬁ04<k§)x + k;)( +1)x +k;)( Yk | +o(x)

L)
Z k+3+ )xk—}—o(x”).

2. On a aussi,

1 1 ,
(1—x)2(1+x) - (1—x)(1—x2) o <1<Zé ) (sz ) +o(x
B 5 ) - fac o

0 \ p+2q=k

Par unicité des coefficients d’un développement limité, on a donc
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Vk € N, g = 23 C00

(ay est le nombre de facons de payer k euros en pieces de 1 et 2 euros).
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