Exo7

Fonctions réelles d’une variable réelle dérivables (exclu études de fonctions)

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 ***

Soit f € C!([a,b],R) telle que £ (bgig @ — sup{ f’(x), x € [a,b]}. Montrer que f est affine.
CorrectionV [005407]

Exercice 2 *** Formule de TAYLOR-LAGRANGE
Soient a et b deux réels tels que @ < b et n un entier naturel. Soit f une fonction élément de C"([a,b],R) N
D""1(]a,b[,R). Montrer qu’il existe ¢ €]a,b] tel que

% (a)
k!

(b o a)n+1f(n+l) (C)

(b—a)*+ (nt 1)1

™=

f(b) =

k

Indication. Appliquer le théoreme de ROLLE a la fonction g(x) = f(b) — Yi_, %(Z) —x)k-A (sz)ln;l ou A
est intelligemment choisi.
CorrectionV [005408]

Exercice 3 *** Formule des trapézes

Soit f € C?([a,b],R) N D?(Ja,b[,R). Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que

116) = @)+ 252 (7 @)+ 1)~ 1 ).

Indication. Appliquer le théoréme de ROLLE a g’ puis g ol g(x) = f(x) — f(a) —5%(f'(x) + f'(a)) —A(x—a)?
ol A est intelligemment choisi.

Que devient cette formule si on remplace f par F une primitive d’une fonction f de classe C! sur [a, b] et deux
fois dérivable sur |a,b[ ? Interprétez géométriquement.

Correction V [005409]

Exercice 4 **
Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert / de R. Montrer que f est continue sur / et méme dérivable
a droite et a gauche en tout point de /.

Correction V [005410]

Exercice 5 *** Inégalités de convexité

1. Soient x1, x2,..., X, n réels positifs ou nuls et ..., 0, n réels strictement positifs tels que o +... + ¢, =
1. Montrer que x(f‘1 x% L ogxy + ... + 0x,. En déduire que y/x...x,; < %

2. Soient p et g deux réels strictement positifs tels que % + é =1

(a) Montrer que, pour tous réels a et b positifs ou nuls, ab < % + bq—q avec égalité si et seulement si

af =bi.
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(b) Soient ay,..., a, et by,..., b,, 2n nombres complexes. Montrer que :

n n n e 7, 14
Z apby| < Z ]akbk| < Z |ak|p Z |bk‘q (Inégalité de HOLDER).
k=1 k=1 k=1 k=1

(c) Montrer que la fonction x — x” est convexe et retrouver ainsi 1’inégalité de HOLDER.

(d) Trouver une démonstration directe et simple dans le cas p = g = 2 (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).

Correction V [005411]

Exercice 6 ***] Polyndmes de LEGENDRE

Pour £ entier naturel non nul donné, on pose L, = ((X>—1)")".
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de L,.

2. En étudiant le polyndme A, = (X2 — 1)", montrer que L, admet 7 racines réelles simples et toutes dans
|—1;1].

Correction V [005412]

Exercice 7 **
Déterminer dans chacun des cas suivants la dérivée n-¢me de la fonction proposée :

2
1
3 xsin(2x) 3) x — (i——’—1)3

Correction V [005413]

1) x> x" 'n(1 +x) 2) x> cos 4)x = (P +2x—7)e".

Exercice 8 ***]

. o 142 . . -
Montrer que la fonction définie sur R par f(x) =e 1/ si x #0 et 0si x =0 est de classe C* sur R.
Correction V¥ [005414]

Exercice 9 **

. . . 1
Montrer que pour tout réel strictement positif x, on a :(1 + i)x <e< (1 + i)” .

Correction V [005415]

Exercice 10 **

Soit f une fonction dérivable sur R a valeurs dans R vérifiant f(0) = f(a) = f/(0) = 0 pour un certain a non
nul. Montrer qu’il existe un point distinct de O de la courbe représentative de f en lequel la tangente passe par
I’origine.

Correction V¥ [005416]

Exercice 11 **** Toute fonction dérivée vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I a valeurs dans R. Soient a et b deux points distincts de
I vérifiant f'(a) < f'(b) et soit enfin un réel m tel que f'(a) <m < f'(b).

(a+h)—f(a)
h

1. Montrer qu’il existe & > 0 tel que ! fo+h—fb)

<m< -

2. Montrer qu’il existe y dans [a, b] tel que m =

w puis qu’il exsite x tel que f/(x) = m.

Correction V [005417]

Exercice 12 %%




Soit f une fonction de classe C sur R vérifiant : V(x,y) € R?, f(x+y)f(x —y) < (f(x))>. Montrer que
Vx € R, f(x)f"(x) < (f'(x))? (Indication. Appliquer la formule de TAYLOR-LAPLACE entre x et x +y puis
entre x et x — y).

Correction V [005418]

Exercice 13 *IT
Etudier la dérivabilité a droite en 0 de la fonction f : x — cos/x.
Correction ¥ [005419]

Exercice 14 **
Soit P un polyndme réel de degré superieur ou égal a 2.

1. Montrer que si P n’a que des racines simples et réelles, il en est de méme de P’.
2. Montrer que si P est scindé sur R, il en est de méme de P'.

Correction V [005420]

Exercice 15 ** Généralisation du théoreme des accroissements finis
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b|.

Soit A : [a,b] — R
@ f) f)
x = | gla) gb) gk
1 1 1

1. Montrer que A est continue sur [a,b], dérivable sur |a, b| et calculer sa dérivée.
2. En déduire qu’il existe ¢ dans |a,b| tel que (g(b) —g(a))f'(c) = (f(D) — f(a))g'(c).

Correction V [005421]

Exercice 16 **
Soit f de classe C! sur R* telle que limy_, {oxf’(x) = 1. Montrer que limy_, o f(x) = +oo.
Correction V¥ [005422]

Exercice 17 ***
_ fx

Soit f de classe C! sur R vérifiant pour tout x réel, f o f(x) = % +3. En remarquant que f(3 +3) = 152 +3,
montrer que f est constante puis déterminer f.
CorrectionV [005423]

Exercice 18 ***]

Soit f de classe C! sur R vérifiant lim,_, ;.. (f(x) + f'(x)) = 0. Montrer que lim,_ . f(x) = lim, o f'(x) = 0.
(Indication. Considérer g(x) = e*f(x)).

Correction V¥ [005424]

Exercice 19 ***]
Etudier la suite (u,) dans chacun des cas suivants :

Dup>—letVneN, upry =+/14uy,, 2)up>—letVne N, u,r =In(1+u,)
3up e RetVn €N, uyyq = sinuy,, 4 upeRetVneN, u, 1 = cos(uy),
S5)up € RetVn €N, u,i1 =sin(2u,), 6)up €ERetVn €N, uy = u? —2u, +2.

Correction V [005425]




Correction de ’exercice 1 A

S est continue sur le segment [a,b] et donc est bornée sur ce segment. Soit M = sup{f’(x), x € [a,b]}, et soit
f)—f (a)(
b—a

g la fonction affine qui prend les mémes valeurs que f en a et b (c’est-a-dire Vx € [a,b], g(x) =
—ouis h — _ ) 5 _ [()—f(a)

a) + f(a) =) puis h = f — g. On va montrer que & = 0 sous I’hypothese M = 15—

h est dérivable sur [a,b] et, pour x € [a,b], ' (x) = f'(x) — %‘5(“) = f'(x) =M < 0. h est donc décroissante

sur [a,b]. Par suite, Vx € [a,b], 0 = h(b) < h(x) < h(a) = 0. Ainsi, Vx € [a,b], h(x) =0, ou encore f =g. f

est donc affine sur [a, b].

X —

Correction de I’exercice 2 A

Onadéjag(b) = f(b)— f(b) =0. Puisque a # b, on peut choisir A tel que g(a) =0 (a savoir A = (15’12)1% (f(b)—
(k)

Yio Tn (b —a)h).

Avec les hypotheses faites sur f, g est d’autre part continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Le théoréme de

ROLLE permet alors d’affirmer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que g'(c) = 0.
Pour x €]a,b[, on a

n p(k+1) X n (k) X —x)"
- y/ (Hkl‘) PPN Al (Hkl,) PPN Gl LS o il PP Ul
= ! = ! n! = n! n!

D))

n!

Ainsi, il existe ¢ €]a, b| tel que (b;f)n (A— f+1)(c)) =0, et donc, puisque ¢ # b, tel que A = f(”“)(c).
L’égalité g(a) = 0 s’éxrit alors
(b _ a)n+1f(n+1) (C)

(n+1)! ’

n ) (g
=3 -0t

pour un certain réel ¢ de ]a, b].

Correction de I’exercice 3 A

Pour x € [a,b], posons g(x) = f(x) — f(a) — 52(f'(x) + f'(a)) — A(x — a)* ou A est choisi de sorte que g(b) =
g(a) =0 (c’est-a-dire A = ;-5 (f(b) — f(a) — #3(f'(b) ).

f € C*(|a,b],R)ND>*(Ja,b[,R) et donc g € C'([a,b],R) N D?(]a,b[,R). Pour x € [a,b],on a:

puis

0= 30— 50~ S —6a—a) = T (124 fO).
g est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b et vérifie de plus g(a) = g(b). Donc, d’apres le théoréme de ROLLE,
il existe d €]a,b] tel que g'(d) = 0. De méme, g’ est continue sur [a,d] C [a,b], dérivable sur |a,d[(+ 0) et
vérifie de plus g'(a) = g'(d)(=0). D’apres le théoreme de ROLLE, il existe ¢ €]a,d[C|a,b] tel que g"(c) =0
ou encore tel que A = —%f@ (¢) (puisque ¢ # a).
En écrivant explicitement 1’égalité g(b) = 0, on a montré que :

X—a

e €la,bl/ 6) = fla) + 25 0) + 1 (@) ~ 5 V)b —a).

Si f € C'(|a,b],R)ND?*(Ja,b[,R) et si F est une primitive de f sur [a,b], la formule précédente s’écrit :



[ 1 a=F @) -F@ =" F0)+ P @) 5O @00 =G0 @) - 5 - a)

Dong, si f € C'([a,b],R)ND?*(Ja,b[,R),

b —a
Se labl/ [0 di="SEG0)+ @) - 130 -

Interprétation géométrique.
Si f est positive, A; = [ f(t) dt est I'aire du domaine D = {M(x,y) e R?/ a <x < bet0<y< f(x)} et Ay =

b=a(F(b) + f(a)) st Laire du trapéze < “ ) < b ) ( o ) ( o ) Si My = sup{|£"(x)!, x € [a,b]}

existe dans R, on a :

(bfa)3

A —Ar| <M
|A1 —As| 25

Correction de I’exercice 4 A

Supposons que f est convexe sur un intervalle ouvert I =|a, b| (a et b réels ou infinis).

Soit xp € 1. On sait que la fonction pente en x( est croissante.

Pour x # x¢, posons g(x) = f0)=110) g0t ' un élément de |x0,b[. Vx €]a,xo[, on a g(x) < g(x’), ce qui montre

X—X0

que g est majorée au voisinage de xp a gauche. Etant croissante, g admet une limite réelle quand x tend vers xg

par valeurs inférieures ou encore, lim,_,y, x<x, %ﬁm) existe dans R. f est donc dérivable a gauche en xy. On
montre de méme que f est dérivable a droite en xg.
Finalement, f est dérivable a droite et & gauche en tout point de |a,b[. En particulier, f est continue a droite et

a gauche en tout point de ]a, b[ et donc continue sur |a, b].

Correction de I’exercice 5 A

1. La fonction f : x+— Inx est deux fois dérivable sur ]0,+oo| et, pour x > 0, f”(x) = —)% < 0. Par suite,
f est concave sur |0, +eo[. On en déduit que :

n

VneN, V(xl,...,xn) S (]0,+°°[)n, V((X],...,Otn) S (]0, 1[)", (i o =1= ln(z Othk) = i Ockln(xk),
k=1 k=1 k=1

et donc par croissance de f sur |0, +oo],

n

Hxl(jk < i O X

k=1 k=

—_



2.

Si I’un des x; est nul, I'inégalité précédente est immédiate.

En choisissant en particulier &¢; = ... = &, = -, de sorte que (ai,...,&,) € (]0,1[)" et que Y}, o = 1,
on obtient

(a)

(b)

()

1
Ve N* V(xy,...,x,) € ([0,400])", /x1...x, < Z(xl + .t x).

Soient p et g deux réels strictement positifs vérifiant % + é =1 (de sorte que I’on a méme % <

%—i—é = 1letdonc p > 1 etaussi g > 1).

Sia =0 oub =0, I'inégalité proposée est immédiate.

Soit alors a un réel strictement positif puis, pour x > 0, f(x) = % + %,, —ax

f est dérivable sur [0, +oo[ (car ¢ > 1) et pour x > 0, f'(x) = x4~ ! —a. g étant un réel strictement

plus grand que 1, g — 1 est strictement positif et donc, la fonction x — x7~! est strictement croissante
sur [0, +oo[. Par suite,

f(x)>0 s s gex>a/a D,

f est donc strictement décroissante sur [0,a'/(4~1)] et strictement croissante sur [a'/(4=1), foo|,
Ainsi,

Vx>0, f(x) = f(a/4 V) = 1ap+laq/(q—l)_a'al/(q—l).
p q
Maintenant, 1 + = =1fournit g = 25 puisg— 1 = ﬁ Par suite, = p. Il en résulte que
lap + laq/(qfl) —a.q"a) — (l + 1 1)a” = 0.
p q p q

f est donc positive sur [0, 4-o<|, ce qui fournit f(b) > 0. De plus,

fb)y=0=b= a0 o pt = g9/@=1) o p1 — gP.
Soient A=Y}, |ak|P et B=Y}_ |b|9.
SiA =0, alors Vk € {1,...,n}, a; = 0 et I'inégalité est immédiate. De méme, si B =0.

SiA > 0et B> 0, montrons que Y}_, J“fﬁ]‘, % <1

D’apres a),

lag|? 1 |bg|? 1 1
-——)=—A —B—l
A +q B ) PA +

M=

<=

(

z": la| 1be]
= Al/pBl/q

ce qu’il fallait démontrer.

k=1

Pour p > 1, la fonction x + x” est deux fois dérivable sur |0, +oo[ et (x”)” = p(p — 1)x*~2 > 0.
Donc, la fonction x — x” est strictement convexe sur |0, +oo[ et donc sur [0, +oco[ par continuité en
0. Donc,

n p n_ A P
V(x150%n) € (10,400))", V(A1 -, An) € ([0,400[)"\ {(0,...,0)}, <W> s M

et donc

Y e < (Y 407 (Y Ad)
k=1 k=1

On applique alors ce qui précede a A = |bi|? puis x; = Ak_l/ Pla| (de sorte que Arxy = |agby|) et on
obtient I’inégalité désirée.



(d) Pour p =¢q =2, c’est I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ démontrée dans une planche précédente.

Correction de I’exercice 6 A

1. (X% —1)" est de degré 2n et donc, L, est de degré 2n —n = n. Puis, dom(L,) = dom((X?*)(") = @)

n!
2. 1et —1 sontracines d’ordre n de A, et donc racines d’ordre n —k de As,k), pour tout k élément de {0, ...,n}.
Montrons par récurrence sur k que Vk € {0,...,n}, As,k) s’annule en au moins k valeurs deux a deux
distinctes de I’intervalle | — 1,1].

Pour k = 1, A, est continu sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1, 1]. De plus, A,(0) = A, (1) =0 et d’apres le
théoréme de ROLLE, A, s’annule au moins une fois dans U'intervalle | — 1,1].

Soit k élément de {1,...,n — 1}. Supposons que A% s’annule en au moins k valeurs de | —1,1]. AW

s’annule de plus en 1 et —1 car k < n— 1 et donc s’annule en k + 2 valeurs au moins de I'intervalle
[—1,1]. D’apres le théoréme de ROLLE, A% g annule en au moins & + 1 points de | — 1, 1[ (au moins

une fois par intervalle ouvert).

On a montré que Vk € {0,...,n}, AP s’annule en au moins k valeurs de | — 1, 1. En particulier, AY — 1,
s’annule en au moins 7 réels deux a deux distincts de | — 1, 1[. Puisque L, est de degré n, on a trouvé
toutes les racines de L, toutes réelles, simples et dans | — 1,1].

Correction de ’exercice 7 A

1. Pour n > 1, on a d’apres la formule de LEIBNIZ :

(x”_1 In(1 —i—x))(") — zn: <n> (x”_l )(k) (In(1 +x))(n—k)

) @ H B (In(1+4x))" ) (car ()W) = 0)

7~ N N
=

n\ (m—0! ,_ ,_ ael_x (n—1—k)!
>(n—1—k)!x e (x+ 1)k
1

(car (In(1+x))" 0 = (——

(n—k—1)
l+x) )

Puis, pour x = 0, (x"~ ' In(1+x))"(0) = n.(n — 1)! = n!, et pour x # 0,

(n—1)! x

" 'In x (n)x 7_(}1_1)!1171 n o X \n— _ _
1400 ==Y ()t -0 -

(=1 (x+1)"—1
X (x+1)n ~

2. On sait dériver facilement des sommes ou plus généralement des combinaisons linéaires. Donc, on
linéarise :

1 . . 1 . . 1 . . . . . .
cos3xsin(2x) — g(ezx + e_lx)3(—1)(€21x o e—21x) — —33(63” 436 3 e—31x)(e21x 24 e—sz)
1 . . . ‘ . . 1
= —3—2(65” 43 2™ — 2T o7 4 o) = —E(cos(Sx) +cos(3x) —2cos(x))



Puis, pour n naturel donné :

1
(cos® xsin2x)") = —1—6(5 cos(5x+n2)+3" cos(3x+n2) 2cos(x+ng)),

expression que 1’on peut détailler suivant la congruence de n modulo 4.

3. On sait dériver des objets simples et donc on décompose en éléments simples :

X241 X?P-2X+1+42X-2+42 1 2 2

X—1p X—1p Tx— x0T o

Puis, pour n entier naturel donné,

(x2+1><”>: (—1)n!  _(=1)"(n+1D! (=) (n+2)!
( (

X_1)3 X_l)n+l+2 (X_1)11+2 + (X_l)n+3
:m((X—l)2+2(n+l)(X—1)+(n+2)(n+1))
(=)' (X?+2nX +n>+n+1)
- (X_l)n+3 )

4. La fonction proposée est de classe C™ sur R en vertu de théorémes généraux. La formule de LEIBNIZ
fournit pourn > 3 :

(P +2x—="7)e i( > (X +2x—=7) B (")) = i (Z) (63 4 20— 7) 0 (£¥) (1K)

k=0
nn—1)(n—2)
6 6

(P4 26—T) +n(32+2) + (n2_1>(6x)+ 6)e"

= (4 3nx® + (30> = 3n+2)x+n® —3n* +4n—17)e*

Correction de I’exercice 8 A

f estde classe * sur R* en vertu de théorémes généraux.

Montrons par récurrence que Vn € N, 3P, € R[X]/ Vx € R*, fI)(x) = PT(”)e_l/ x

C’est vrai pour n =0 avec Py = 1.

Soit n > 0. Supposons que 3P, € R[X]/ Vx € R*, £ (x) = %(f)e_l/xz. Alors, pour x € R*,

f(n-‘r])(x) _ (EPH(X)

x3 x3n

S Peni(x) e
)e 33(n+1) € ’

1
/
+ (P, (x)ﬁ —3nP,(x) s

ouP,+1=2P,+X 3P,’, — 3nX2P, est un polyndme. On a montré que

vneN, 3P, e R[X]/ Vx e R, f")(x) = Pfcgn)e—l/x

Montrons alors par récurrence que pour tout entier naturel n, f est de classe C" sur R et que £ (0) =0.

Pour n = 0, f est continue sur R* et de plus, lim,_,o 2o f(x) = 0 £(0). Donc, f est continue sur R.

Soit n > 0. Supposons que f est de classe C" sur R et que fln ( ) = 0. Alors, d’une part f est de classe C"
sur R et C"*! sur R* et de plus, d’apres les théorémes de croissances comparées, f"+1) (x) = P”?T'f;)e*I/ * tend
vers 0 quand x tend vers 0, x # 0. D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe C"+1 sur R et en
particulier, "1 (0) = lim,_,¢ 0 S (x) =0,

On a montré par récurrence que Vn € N, f est de classe C” sur R et que £ (0) = 0. f est donc de classe C*
sur R.



Correction de ’exercice 9 A

Montrons que (Vx >0, (1+1) <e< (1+ %)XH. Soit x > 0.

1" ! 1 1
<1+> <e<<l+> SxIn(l+-) <1< (x+1)In(14-)

X x X x

1 1
< x(In(x+1)—Inx) <1 < (x+1)(In(x+1) —Inx) & 1 <In(x+1)—Inx < —.
x X

Soit x un réel strictement positif fixé. Pour t € [x,x+ 1], posons f(r) = Inz. f est continue sur [x,x + 1] et
dérivable sur |x,x+ 1[. Donc, d’aprés le théoreme des accroissements finis, il existe un réel ¢ dans ]x,x+ 1] tel

que f(x+1)— f(x) = (x+ 1 —x)f'(c) ou encore

1
Jde €lx,x+ 1]/ In(x+1) —lnx = —,
c

ce qui montre que Vx > 0, ﬁ <In(x+1)—Inx< % et donc que

1 by 1 x+1
Vx> 0, <1+> <e<<1—|—> .
X X

Correction de ’exercice 10 A

a

Soit xg un réel non nul. Une équation de la tangente (7, ) a la courbe représentative de f au point d’abscisse xo
esty = f'(xo)(x —x0) + f(x0). (Ty,) passe par I’origine si et seulement si

xof' (x0) = f(x0) = 0.

@ six#0
Osix=0

Puisque f est continue et dérivable sur R, g est déja continue et dérivable sur R*.
Puisque f est dérivable en 0 et que f(0) = f'(0) = 0, g est de plus continue en 0.

Finalement, g est continue sur [0,a], dérivable sur ]0,a] et vérifie g(0) = g(a)(= 0). D’apres le théoréme de
xof"(x0) —f (xo)

x3 '
L égalité g'(xo) = 0 s’écrit xof'(xg) — f(xo) = O et, d’aprés le début de I’exercice, la tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse xy passe par I’ origine.

Pour x réel, on pose g(x) = { (g est la fonction pente a I’origine ).

ROLLE, il existe un réel xy dans ]0,a[ tel que g'(xo) = 0. Puisque xo n’est pas nul, on a g’(xp) =

Correction de ’exercice 11 A

1. Soit m un élément de | f'(a), f'(b)[. Puisque limy,_,o L I=1@) — £7(4) et que limy, o FEI=LE) — p1(p),

on a (en prenant par exemple € = Min{m — f’(a), f'(b) —m} > 0)

Jhy >0/ Vh €]0,h], (a+h€1:>w < met
dhy >0/ Vh E}O,hz[(b—{—he[iw > m.



. La fonction f est continue sur / et donc, la fonction g : x —

L’ensemble E = {h €]0,Min{h;,h2}[/ a+ het b+ h sont dans I} n’est pas vide (car I est ouvert) et pour

tousleshdeE,ona:W<m<w‘

h > 0 est ainsi dorénavant fixé.

w est continue sur [a,b]|. D’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, comme g(a) < m < g(b), Jy € [a,b]/ g(y) = m ou encore Iy €

la,b]/ f(y+h})l—f(Y) —m.

Maintenant, d’apres le théoréme des accroissements finis, 3x €|y, y+h[C I/ m = W = f'(x).
Donc une fonction dérivée n’est pas nécessairement continue mais vérifie tout de méme le théoreme des

valeurs intermédiaires (Théoréme de DARBOUX).

Correction de ’exercice 12 A

Soit (x,y) € R x R. Puisque f est de classe C* sur R, la formule de TAYLOR-LAPLACE 4 I’ordre 2 permet
d’écrire

Donc,

Sty) = FO) 30 () 587 () + [ B O ) dr et
Fle=y) = F) =yf' () + 51" (0) [ 5L 10 @) ar.

(f(x)%) = fla+y)flx—y)

2 Xty (x —_ )2
= (0 4+ 50+ [ I ) i)

(=74 % o+ [ O o an

= (f(0))?+y (fF)f"(x) = (f (x))?)
Y (x+y—t)?

2
W= 0+ TS W) [ )
2 XY (x—y— )2
W@+ ) [T 0 an )

Maintenant, pour y € [—1, 1], (f() étant continue sur R et donc continue sur le segment [—1, 1]),

et donc,

X _£\2 2
/x +y(xﬂzt)f(”(t) dr| < [y]- 5 Max{|fO ()], 1 € [r—1x+ 1]},
x+y —\2
y12 /xﬂw);t)f@(t) de| < lyMax{|f® ()], r € [x—1,x+1]}.

JX

Cette derniere expression tend vers 0 quand y tend vers 0. On en déduit que )iz [X M f@)(¢) dt| tend

vers 0

quand y tend vers 0. De méme, )lz

[ w 3@ dt‘ tend vers 0 quand y tend vers 0.

X

On simplifie alors (f(x)? dans les deux membres de (). On divise les deux nouveaux membres par y> pour
y # 0 puis on fait tendre y vers 0 a x fixé. On obtient 0 > f(x) f”(x) — (f'(x))?, qui est I'inégalité demandée.

Correction de ’exercice 13 A

Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures,

cos(vx) —1  1cos(vx)—1 1

x 2 (2 Y
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f est donc dérivable a droite en 0 et £7(0) = —3.

Autre solution. f est continue sur R et de classe C! sur R* en vertu de théorémes généraux. Pour x # 0,
fx) = —2%/} sin(y/x). Quand x tend vers 0, f’ tend vers —%. En résumé, f est continue sur R, de classe C!

sur R* et " a une limite réelle quand x tend vers 0 a savoir 0. On en déduit que f est de classe C! sur R et en

particulier, f est dérivable en 0 et f/(0) = —1.

Correction de I’exercice 14 A
Soit n > 2 le degré de P.

1. Si P admet n racines réelles simples, le théoréme de ROLLE fournit au moins n — 1 racines réelles
deux 2 deux distinctes pour P’. Mais, puisque P’ est de degré n — 1, ce sont toutes les racines de P,
nécessairement toutes réelles et simples.

(Le résultat tombe en défaut si les racines de P ne sont pas toutes réelles. Par exemple, P = X> — 1 est &
racines simples dans C mais P’ = 3X? admet une racine double)

2. Séparons les racines simples et les racines multiples de P. Posons P = (X —ay)...(X —ax) (X —b1)*...(X —
b;)* ol les a; et les b; sont k + [ nombres réels deux a deux distincts et les o; des entiers supérieurs ou
égaux a 2 (éventuellement k = 0 ou / = 0 et dans ce cas le produit vide vaut conventionnellement 1).

P s’annule déja en k+ [ nombres réels deux a deux distincts et le théoréme de ROLLE fournit k+/ —1
racines réelles deux a deux distinctes et distinctes des a; et des b;. D’autre part, les b; sont racines d’ordre
aj de P et donc d’ordre ¢¢; — 1 de P’. On a donc trouvé un nombre de racines (comptées en nombre de
fois égal a leur ordre de multiplicité) égal a k+1— 1+ 2921 (aj—1)= k—l—Zé:l oj — 1 = n— 1 racines
réelles et c’est fini.

Correction de ’exercice 15 A

En pensant a 1’expression développée de A, on voit que A est continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b| et vérifie
A(a) = A(b)(= 0) (un déterminant ayant deux colonnes identiques est nul).

Donc, d’apres le théoréme de ROLLE, Jc¢ €]a,b[/ A'(c) = 0.

Mais, pour x €]a,b[, A'(x) = f'(x)(g(a) — g(b)) — &' (x)(f(a) — f(b)) (dérivée d’un déterminant). L égalité
A(c)=0sécrit: f'(c)(g(b) —g(a)) =¢'(c)(f(b) — f(a)) ce qu’il fallait démontrer.

(Remarque. Ce résultat généralise le théoreme des accroissements finis (g = Id est le théoréme des accroissements
finis.))

Correction de I’exercice 16 A

Puisque lim,_, jxf/(x) = 1,34 >0/ Vx>0, (x > A = xf'(x) > ).

Soit x un réel fixé supérieur ou égal 2 A. Vr € [A,x], f/(t) > % et donc, par croissance de I'intégrale, [ f'() dt >
Ji 5 dt ce qui fournit :

Vx> A, f(x) >f(A)—|—%(lnx—lnA),

et montre que limy_ 4o f(x) = +oo.

Correction de ’exercice 17 A

Ve e RACE +3) = f(fo f(0) = Fo £ =T 3
Puisque f est dérivable sur R, on obtient en dérivant Vx € R, % 1 (5+3)= % f(x),

et donc

Vx€R, f’(g +3) = f(x).

Soit alors x un réel donné et u la suite définie par up =xetvan € N, u,4 = %un +3.

11



D’apres ce qui précede, Vn € N, f'(x) = f'(u,). Maintenant, u est une suite arithmético-géométrique et on sait
que

1
VneN, u,—6= ?(u0—6)
ce qui montre que la suite u converge vers 6. La suite (f'(u,))s>0 est constante, de valeur f/(x). f’ étant
continue sur R, on en déduit que

VxeR, f'(x) = ngrfwf/(”n) = f/(ngrfw”n) = f'(6),

ce qui montre que la fonction f” est constante sur R et donc que f est affine.
Réciproquement, pour x réel, posons f(x) = ax+b.

1
solution < Vx € R, a(ax+b +b:{—|—3<:)Vx€]R, @ — )x+ab+b—-3=0
2 2

<:>a2:;et(a+l)b:3<:>(a:éetb:3(2—\f2))ou (a:—\g eth=3(24+V2)).

On trouve deux fonctions solutions, les fonctions f; et f, définies par :

VxeR, fi(x) = \2)&3(2—\/2) et fo(x) = —\2x+3(2+\f2).

Correction de I’exercice 18 A

Montrons que lim,_; 1o f(x) = 0.

Pour x réel, posons g(x) = ¢*f(x). g est dérivable sur R et Vx € R, ¢'(x) = ¢*(f(x) + f/(x)). 1l s’agit donc
maintenant de montrer que si lim,_, e *g’(x) = 0 alors lim,_, ;. e *g(x) = 0.

Soit € un réel strictement positif.

€ € € £
JA >0/ VxeR, (x)A:>—§<e_"g’(x)<§:>—§ex<g’(x)<§

Pour x réel donné supérieur ou égal a A, on obtient en intégrant sur [A,x] :

e = [ Lear< [0 d—gx) - gla) < S -,

A
et donc

€ €
Vx> A, g(A)e ™ — 5(1 —N ) e Fg(x) < glA)e ™ + 5(1 — ).
Maintenant, g(A)e ™ — 5(1 —e* ™) et g(A)e >+ §(1 — e* ) tendent respectivement vers —5 et 5 quand x tend

vers +oo, Donc,

x_ &

dB>A/VxeR, (x=B=g(A)e 5

(1—) > —get <g(A)e™ — 2(1 A <e

Pour x > B, on adonc —¢ < e ¥g(x) < €.
On a montré que Ve >0, 3B >0/ Vx € R, (x > B = |e —xg(x)| < €) et donc lim,_, ;e *g(x) = 0 ce qu’il
fallait démontrer.

Correction de ’exercice 19 A

1. Pourx > —1, posons f(x) =+v/1+xetg(x) = f(x) —x.

Soit ug € I = [—1,+o0[. f est définie sur I et de plus f(I) = [0, +oo[C [—1,+oo[. On en déduit, par une
démonstration par récurrence, que la suite u est définie.

12



Si la suite u converge, puisque Vn € N, u, > —1, sa limite ¢ vérifie £ > —1. Puisque f est continue sur
[—1,+oo[ et donc en £,

(= lim upyy = lim f(u,) = f( im w,) = f(ell).

n——+oo n—+oo n—r—+oo

et £ est un point fixe de f. Or, pour x > —1,

1-5 14++/5

Vidr=x& l+x=xetx>0& (x= 5 oux=—p Jetx >0
V541
=
Ainsi, si la suite (u,) converge, c’est vers le nombre o0 = @

Pourx > —1,

sgn(f(x)—o) = sgn(\/ 1+x—+v1+a)=sgn((1+x)—(1+a)) (parcroissance de x — x* sur [0, +oo|)
gn(x—a).

Ainsi, les intervalles [—1, &[ et |o, oo sont stables par f. Donc, si —1 < up < @, alors par récurrence
VneN, —1<u, < aetsiuy > «, alors par récurrence, Vn € N, u, > o.

Soitx > —1.Six € [-1,0], V14+x—x>0etsix >0,

sgn(g(x)) = sgn(v1+x—x)
=sgn((14x) —x*) (par croissance de x — x> sur [0, +-oo|)

V5-1 1++5
2

W=x+ 5 —x) =sgn(a —x) (carici x > 0).

= sgn(x+

On en déduit que, si x € [—1,a[, f(x) > x, et si x €], +oo[, f(x) < x. Mais alors, si —1 < up < o,
puisque Vn € N, —1 < u,, < &, pour n entier naturel donné, on a

Un+1 = f(un) > Up.

La suite u est donc strictement croissante, majorée par o et donc convergente. On sait de plus que sa
limite est nécessairement .

Si ug > a, puisque Vn € N, u,, > «, pour n entier naturel donné, on a

U1 = f(uy) < uy.

La suite u est donc strictement décroissante, minorée par o et donc convergente. On sait de plus que sa
limite est nécessairement . Enfin, si ug = o, la suite u est constante.

En résumé,

f+1[

siug €] f“ ,+oo[, 1a suite u est strictement décroissante, convergente de limite f“ [,
_ \fz 1 \f 541

si uy =

siug € [—1, ‘EH [, 1a suite u est strictement croissante, convergente de limite

la suite u est constante et en particulier convergente de limite

Ainsi, dans tous les cas, la suite u est convergente et lim,,_, o U, = ”T‘B
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2. Siug > 0, alors puisque f est définie sur I'intervalle I =|0,+oo[ et que I est stable par f (Vx > 0, In(1 +
x) > In1l = 0), la suite u est définie et est strictement positive. Si la suite u converge, sa limite ¢ est un
réel positif ou nul. Par continuité de f sur [0, +oo[ et donc en 4,

0= Him upsy = lim f(u,) = f( lim u,) = f(£).

n——+oo n—-+oo n—4-oo

Pour x > —1, posons g(x) = In(1 +x) —x. g est définie et dérivable sur | — 1, +oo[ et pour x > —1,

1 X

- 1+x  14x

g'(x)

g’ est strictement positive sur | — 1, 0[ et strictement négative sur |0, 4-oo[. g est donc strictement croissante
sur | —1,0] et strictement décroissante sur [0,+oo[. Par suite, si x €] — 1,0[U]0,+oo[, g(x) < 0. En
particulier, pour x €] — 1,0[U]0, +eo[, f(x) # x. Puisque f(0) =0, f admet dans | — 1, 4o un et un seul
point fixe a savoir 0.

En résumé, si ug > 0, la suite u est définie, strictement positive, et de plus, si la suite u converge, alors
lim, . o u, =0.

Mais, pour n entier naturel donné,

Up1 —up =In(14u,) —u, <O0.
Par suite, la suite u est strictement décroissante, minorée par 0 et donc, d’apres ce qui précede, converge
vers 0.

Si up = 0, la suite u est constante. Il reste donc a étudier le cas ol ug €] — 1,0[. Montrons par I’absurde
qu’il existe un rang ng tel que u,, < —1. Dans le cas contraire, Vn € N, u, > —1. Comme précédemment,
par récurrence, la suite u est a valeurs dans | — 1,0] et strictement décroissante. Etant minorée par —1, la
suite u converge vers un certain réel ¢.

Puisque Vn € N, —1 < u,, <up <0,0ona —1 < ¢ < uy<0. Donc, ou bien £ = —1, ou bien f est continue
en £ et £ est un point fixe de f élément de | —1,0].

On a vu que f n’admet pas de point fixe dans | — 1,0[ et donc ce dernier cas est exclu. Ensuite, si { = —1,
il existe un rang N tel que uy < —0.9. Mais alors, uy; =<In(—0,9+1) = —2,3... < —1 ce qui constitue
de nouveau une contradiction.

Donc, il existe un rang ng tel que u,, < —1 et la suite u n’est pas définie a partir d’un certain rang.
En résumé,

si ug €]0,+oo[, la suite u est strictement décroissante, convergente et lim,_, ;o 4, = 0,

si up = 0, la suite u est constante,

et si ug €] —1,0], la suite u n’est pas définie a partir d’un certain rang.
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3. Pour tout choix de up, u; € [—1,1]. On supposera dorénavant que uy € [—1,1]. Si up = 0, la suite u

est constante. Si up € [—1,0], considérons la suite u’ définie par uy = —ug et Vn € N, u), | = sin(uy,).
La fonction x — sinx, il est clair par récurrence que Vn € N, u), = —u,. On supposera dorénavant que
up G]O, 1].

Puisque ]0,1] C]0, %], on a sin]0, 1] C]0, 1] et I'intervalle 1 =]0, 1] est stable par f. Ainsi, si ug €]0, 1],
alors, Vn € N, u, €]0,1].

Pour x € [0, 1], posons g(x) = sinx — x. g est dérivable sur [0, 1] et pour x € [0, 1], g’(x) = cosx— 1. g’ est
strictement négative sur |0, 1] et donc strictement décroissante sur [0, 1]. On en déduit que pour x €]0, 1],
g(x) <g(0) =0.

Mais alors, pour n entier naturel donné, u, | = sin(u,) < u,. La suite u est ainsi strictement décroissante,
minorée par 0 et donc converge vers £ € [0,1]. La fonction x — sinx est continue sur [0, 1] et donc, ¢ est
un point fixe de f. L’étude de g montre que f a un et un seul point fixe dans [0, 1] & savoir 0. La suite u
est donc convergente et lim,,—; o 1, = 0.

L’ étude préliminaire montre la suite u# converge vers 0 pour tout choix de ug.

[L)

|

—

—_

RO I
w

N

o o

—1 4 y=s

4. Si ug est un réel quelconque, u; € [—1,1] C [-F, 7] puis ux € [0,1]. On supposera dorénavant que
up € [0, 1].

Onacos([0,1]) =[cos1,cos0] =[0,504...,1] C [0, 1]. Donc, la fonction x — cos x laisse stable I’intervalle
I =[0,1]. On en déduit que Vn € N, u, € [0,1].

Pour x € [0, 1], on pose g(x) = cosx—x. g est somme de deux focntions strictement décroissantes sur [0, 1]
et est donc strictement décroissante sur [0, 1]. De plus, g est continue sur [0, 1] et vérifie g(0) = cos0 >0
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et g(1) =cosl —1 < 0. g s’annule donc une et une seule fois sur [0, 1] en un certain réel o. Ainsi, f
admet sur [0, 1] un unique point fixe, a savoir a. Puisque f est continue sur le segment [0, 1], on sait que
si la suite u converge, c’est vers Q.

La fonction f : x> cosx est dérivable sur [0, 1] et pour x € [0, 1],

|f'(x)] = | —sinx| <sinl < 1.

L’inégalité des accroissements finis montre alors que V(x,y) € [0,1]?, |cosx — cosy| < sin1|x —y|. Pour
n entier naturel donné, on a alors

i1 — 0| = |f (un) — f(@)] < sinlfu, —af,

et donc, pour tout entier naturel n,

lup — o] < (sin1)"|up — o] < (sin1)".

Comme 0 <sinl < 1, la suite (sin1)" converge vers 0, et donc la suite (u,),en converge vers a. On peut
noter que puisque la fonction x — cosx est strictement décroissante sur [0, 1], les deux suites (u2,)qen et

(t2n-+1)neN sont strictement monotones, de sens de variations contraires (dans le cas ol ug € [0,1]. On
In(1072)
In(sin1)
approchée de o 4 1072 pres. La machine fournit & = 0,73... (et méme « = 0,739087042.....).

peut noter également que si n > = 26,6..., alors (sin1)" < 1072, Par suite, u; est une valeur

Y = COST

-1 4+

. Si ug est un réel quelconque, alors Vn € N*, u, € [—1,1]. On supposera sans perte de généralité que
up € [—1,1]. Siup =0, la suite u est constante et d’autre part, I’étude du cas up € [—1,0[ se rameme,
comme en 3), a I’étude du cas up €]0, 1]. On supposera dorénavant que up €]0, 1].

Si x €]0, 1], alors 2x €]0,2] C]0, [ et donc sin(2x) €]0,1]. L'intervalle 7 =0, 1] est donc stable par la
fonction f : x — sin(2x). On en déduit que Vn € N, u, €]0,1].

Pour x € [0, 1], posons g(x) = sin(2x) —x. g est dérivable sur [0, 1] et pour x € [0, 1], g’ (x) =2cos(2x) — 1.
g est donc strictement croissante sur [0, 7] et strictement décroissante sur [7,1]. On en déduit que si
x €]0, %], g(x) > g(0) = 0. D’autre part, g est continue et strictement décroissante sur [7, 1] et vérifie
g()=1-%2>0etg(l)=sin2—1<0. g s’annule donc une et une seule fois en un certain réel
a €l 1.

En résumé, g s’annule une et une seule fois sur 0, 1] en un certain réel o« €] 7, 1], g est strictement positive
sur |0, o[ et strictement négative sur |a, 1].

Supposons que ug €0, %[ et montrons par I’absurde que Jng € N/ u,, € [§,1]. Dans le cas contraire, tous

les u, sont dans |0, 7[. Mais alors, pour tout entier naturel 7,

Upy1 —Up = f(un) —Up = g(un) > 0.
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La suite u est donc strictement croissante. Etant majorée par 7, la suite u converge. Comme g est continue
sur [ug, §] et que Vi € N, u, € [ug, 7], on sait que la limite de u est un point fixe de f élément de [u, 7.
Mais 1’étude de g a montré que f n’admet pas de point fixe dans cet intervalle (u( étant strictement
positif). On aboutit a une contradiction.

Donc, ou bien ug € [7, 1], ou bien ug €]0, 7 et dans ce cas, Ing € N/ u,, € [7,1]. Dans tous les cas, Ing €
N/ uy, € [, 1]. Mais alors, puisque f([%,1]) = [sin2,sin J] C [],1] (carsin2 =10,909... >0,785... = {),

pour tout entier n > no, u, € [§,1].
Pour x € [§,1], |¢'(x)| = |2cos(2x)| < |2cos2|. L’inégalité des accroissements finis montre alors que

Vn = no, |up+1 — 0| < |2cos2|.|u, — af, puis que

Vn = ng, |u, — ot < [2cos2"fuy, — o]

Comme |2cos2| =0,83... < 1, on en déduit que la suite u converge vers o. La machine donne par ailleurs
a=0,9%7....

y = sin(2x)

6. Pourx € R,

- 2=xx-3x+2=0(x—-1)(x-2)=0=x=1loux=2.

Donc, si la suite u converge, ce ne peut étre que vers 1 ou 2.

Pourn € N,

Upyl — Up = (u%—Zun—i—Z) —Up = (”n - 1)(”11 _2) (I)
U1 — 1 =12 —2u, +1=(u,— 1) (II)
Uns1 —2 =2 —2uy = uy(u, —2)  (III).

ler cas. Siug =1 ou uy = 2, la suite u est constante.

2eéme cas. Siug €]1,2], (II) et (II1I) permettent de montrer par récurrence que Vn € N, u, €]1,2[. (I) montre
alors que la suite u est strictement décroissante. Etant minorée par 1, elle converge vers un réel
¢ € [1,up] C [1,2]. Dans ce cas, la suite (u,) converge vers 1.

3éme cas. Siug €]2,+oo[, (III) permet de montrer par récurrence que Vn € N, u, > 2. Mais alors, () montre
que la suite u est strictement croissante. Si u converge, ¢’est vers un réel £ € [ug, +o0[C]2,+oo[. f
n’ayant pas de point fixe dans cet intervalle, la suite u diverge et, u étant strictement croissante, on
alim, o u, = +oo.

4eme cas. Si up €]0,1], alors u; = (ug — 1)>+ 1 €]1,2][ ce qui ramene au deuxieme cas. La suite u converge
vers 1.

5eme cas. Siuy =0, alors u; =2 et la suite u est constante a partir du rang 1. Dans ce cas, la suite u converge
vers 2.

6eme cas. Siuy < 0, alors u; = u,% —2u, +2 > 2, ce qui ramene au troisieme cas. La suite u tend vers +oo.
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En résumé, si up €]0,2], la suite u converge vers 1, si ug € {0,2}, la suite u converge vers 2 et si ug €
| — 00,0[U]2, +oo[, 1a suite u tend vers +-co.

y=1x>—2r+2

N e e e e —

" Ug
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