Exo7

Fractions rationnelles, polynomes, équations algébriques

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1
Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles suivantes

X2+1
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Correction V¥ [005335]

Exercice 2
Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles suivantes

1) gt 2) e ) e

X? 1
4) X4—2X2cos(2a)+1 5)

Correction V [005336]

Exercice 3

Soit U, I’ensemble des racines n-iemes de 1'unité dans C. Ecrire sous forme d’une fraction rationnelle (ou
P A P . _ wX+1

encore réduire au méme dénominateur) F =31, P oXTI

Correction ¥ [005337]

Exercice 4

Soit F = £ ol P et Q sont des polyndmes tous deux non nuls et premiers entre eux. Montrer que F est paire si
et seulement si P et Q sont pairs. Etablir un résultat analogue pour F impaire.
Correction ¥ [005338]

Exercice 5

Montrer que (g, )acc est libre dans K(X).
Correction ¥ [005339]

Exercice 6

Calculer la dérivée n-ieme de X2 e
Correction V¥ [005340]

Exercice 7
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On pose P = a(X —x1)...(X —x,) ou les x; sont des complexes non nécessairement deux a deux distincts et a
est un complexe non nul.

Calculer %. De maniere générale, déterminer la décomposition en éléments simples de % quand P est un
polyndme scindé. Une application : déterminer tous les polyndmes divisibles par leur dérivées.

Correction V [005341]

Exercice 8

Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans R[X] le polynome X% —2X3cosa + 1 ol a est un réel
donné dans [0, 7].
Correction ¥ [005342]

Exercice 9

Soit P = ol n est un entier naturel non nul, les a; sont des entiers relatifs et ag et a,, sont non nuls. Soient p un
entier relatif non nul et g un entier naturel non nul tels que p Ag = 1.

Montrer que, si r = 5 est une racine (rationnelle) de P alors p divise ag et g divise a;,.

Application. Résoudre dans C I’équation 9z* — 32> + 167> — 6z — 4 = 0.

Correction V [005343]

Exercice 10 Equations réciproques

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 24423432 +2z+1=0enposant Z = 7+ % (ou autrement).
2. 225 +5z4~522+5:—1=0.
3.7 =12+ T+ 77 -1 -4+ 1=0.

Correction V [005344]

Exercice 11

Former une équation du sixieéme degré dont les racines sont les sin 1%” ou ke {-3,-2,—1,1,2,3} puis montrer
que ces six nombres sont irrationnels.

Correction V [005345]

Exercice 12

Soit P un polyndme a coefficients complexes de degré 4.

Montrer que les images dans le plan complexe des racines de P forment un parallélogramme si et seulement si
P’ et PO) ont une racine commune

Correction ¥ [005346]

Exercice 13

VAyz+2 =17
Résoudre dans C le systeme { z°+zx+x> =13 .
x4 xy+y? =3
Correction V [005347]

Exercice 14

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour k € Z, on pose w; = e2km/n,

1. Calculer HZ;(l) (1 + 2fwk>.

2. Montrer que, pour tout réel a, [T}—j (@? — 2@y cosa+ 1) = 2(1 — cos(na)) (questions indépendantes.)



Correction V [005348]

Exercice 15

Déterminer A et it complexes tels que les zéros de z* — 47> — 3672 + Az + U soient en progression arithmétique.
Résoudre alors I’équation.
Correction ¥ [005349]

Exercice 16

Soient x1, xa, x3 les zéros de X3 +2X — 1. Calculer x‘l‘ —&—x‘z‘ —|—x§‘.
Correction V [005350]

Exercice 17

Soient x1,..., xg les zéros de X® + X7 — X 4 3. Calculer ¥, );—J‘m (168 termes).
Correction V ‘ [005351]

Exercice 18

Résoudre dans C 1’équation z* — 21z + 8 = 0 sachant qu’il existe deux des solutions sont inverses 1’une de
I’autre.
Correction ¥ [005352]




Correction de ’exercice 1 A

. _ X%43X+5 _ X%43X45
L Soit F =555 = x-nix-2)-

1 et 2 ne sont pas racines du polyndme X2 43X + 5 et donc, F est bien sous forme irréductible. La partie
entiere de F étant clairement 1, F s’écrit sous la forme :

a b
F=1 —
* X—-1 * X -2’
ol a et b sont deux réels.
a=lim,,i(x— 1)F(x) = 4383 = —9 et b =1lim, ,»(x—2)F (x) = £ = 15. Donc,
9 15
F=1—-——+—.
X-1 * X-2
2. Soit F = (Xil)g;% La décomposition en éléments simples de F s’écrit sous la forme :
a b c
F= + +

ou a, b et ¢ sont trois réels.

a=1lim, ., (x—1)F(x) = % =1, puis b = lim,_,(x —2)F (x) = % =—Set
c=limy3(x—3)F(x) = % = 5. Donc,
1 5 5
F=x1 x2tx 3

AR A
X X—-1 (X-1)%
avec
a = lim_,0xF (x) = 1 et ¢ = lim,_,; (x — 1)>F(x) = 1. Enfin, x = —1 fournit —1 — 2 4+ 1 = —1 et donc
b=-—1.
Pour trouver b, on peut aussi écrire (le meilleur) 0 = lim,_, 4 XF (x) =a+b et donc que b= —a = —1.

On peut encore €écrire (le moins bon ici)

1 1 1 I-(X-1)P-X -X*+X 1
XX-1)2 X (X-12  XXxX-12?2  XxX-1?2 X-1
Donc,
ol L.
X X-1 (xX-1%
Autre démarche.
1 X-1-x 1 1 X-1-X 1
XX—-1)2 XX-12 XX-1) X-1)2 XX-1) (X-1)?2
1 1 1

X x—1 x—12



4. Soit F = +l__ Puisque F est paire, la décomposition en éléments simples de F est de la forme :

XZ
X—12(X+1)
a b a b

F= _ .
X1 T X—12 X+1 (xX11p

b =lim,_,1(x— 1)*F(x) = § puis, x = 0 fournit —2a +2b = 1 et donc a = 0.

1 1 1

F=— .
xor e
5. Soit F = m Puisque F est paire, la décomposition en éléments simples de F est de la forme :
Fo_" . b n ¢ a . b c
CX-2 (X-2)2 (X-2)3 X+2 (X+2)2 (X+2)%¥

¢ =1lim,_»(x—2)3F (x) = & puis,

F_i( L )_64—(X+2)3+(X—2)3_ —12X2 448
64 (X —2)3 (X+2)3" 64X —-2)3(X+2)3 64X —-2)3(X+2)3
3 X% -4 3 1

T16(X—23(X 12 16 (X —2)2(X +2)

Puis, b — limy 2 (x — 2)2(F(x) — &(@—%)3 _ (x+12)3) — _%(le)z = — 5. Enfin, x = 0 fournit —Z; =
31 15 3
S N S B R N~
TSI2'X-2 (X227 (x—2P X+2 (X+22 (x+2p3”

6. SoitF = ﬁ Onadéja (X3 —1)% = (X —1)2(X — j)*(X — j*)°. Puisque F est réelle, la décomposition

en éléments simples de F s’écrit

b=1lim,,(z—1)*F(z) = § et

d =1lim(z— j)’F(z) = = = -

@ G=12G=72)7 PU-D% P(PA-2j+1)?
I S
=359
Puis,
L R R (J+)X2 =20+ /)X +2
X-1? X-j?* X-j)P X-17 (X=X —j)
1 N —X2+2X+2 (X2 X+1)P+ (X - 1D)H(-X?+2X +2)
X102 XX -2 (X7 —1)?
_ 6X?43
S (x3-1)2
Par suite,



1 1 72 j X6 2X3+1

F—1—— = —1-
G Ny ey e eI ) AL TP e )
C3XO-3(x3-1)2-2XP—1  4XP -4
B 3(X3—-1)2 S 3(x3-1)2
41
C3X3-1
. . i2 N
Mais alors, a = lim,_,1(z— 1)(F(z) — 1 — %((Z_l])z + (Zij)z +5 sz)z) = %1+%+1 = g. De méme,
i : 11 7 J 4 1 452
c=lim(z— j)(F(z) —1— 5( + — + 55) = 5 - ==
e 9 (=1 (z—j)* (=2 3(-1H(-7) 9
Donc,
1, 4 1 42 7 4j j
F=1+- .
ottty e T T e o)
Si on veut la décomposition sur R, on peut regrouper les conjugués :
F:1+l( 4 n 1 477 (X = j*) +4j(X =) jz(X—jZ)erj(X—J')z)
9°X -1 (X—1)2 X?2+X+1 (X2+X+1)2
_1+1( 4 1 —AX+d +—X2+2X+2)
99X -1 (X-1)2 X24X+1 (XE+XH+1)2
_1+1( 4 N 1 N —4X +4 +—X2—X—1+3X+3>
99X -1 (X—-1)2 X24X+1 (X24+X+1)2
—l—i-l( 4 n 1 n —4X +3 n 3X+3 )
99X -1 (X—-1)2 X24X+1 (X2+X+1)2
P |
SOltF_XTH
oy M
k_OX—(Dk
ol @y, = (5 +5") . Mais,
2 1 Wy Wy
k=== "
60w} 6P 6
Donc,
1 1 i i ein/6 e—iﬂ'/6 ein’/6 e—iﬂ:/6
= Co—to — — —— + — + —).
X0+1 6 X—i X+i X—em/6 X—e /0 X yein/6 X e-in/6
. Soit F = X°+3

X3 —3X44+5X3-TX24+6X 2"

X3 -3X45x3 —7X2 46X —2= (X - 1)(X* —2X3 +3X% —4X +2) = (X — 1)?(X3 = X2 +2X —2)
=X -DXX*X -1 +2(X 1)) = (X -1)*(X*+2).

La décomposition en éléments simples de F est donc de la forme



a b c . d . d
X—1P " X—iv2 X+iV2

Puis,

. ) (iv2)?+3 1 1
d= lim (z—iV2)F(z) = = =

Hm( JF ) ((V2—1)3V2+iv2)  (2iV2)(—2ivV2+6+3ivV2—1)  —4+10iV2

24512

B 108
Ensuite,

d N d 1 245WV2)X+ivV2)+(2-5iV2)(X—iv2) 1 4X-20 —X+5
X—ivV2 X+iv2 108 X242 © 108 X242 27(X2+2)
Mais alors,

a b c X243 -X+5

X—17  (X—1p3x2+2) 271(X2+2)
27(X?43) — (-X+5)(X —1)°  X*—8X?+45X>— 16X + 86

27(X —1)3(X2+2) B 27(X —1)3(X2+2)
(X2 +2)(X2—8X +43) X?—8X+43
21X —1)3(X2+2) | 27(X—1)3
X?-2X+1-6X+6+36
- 27(X — 1)3
11 1 36
x-S T o)

Finalement,

11 1 36 1 245iV/2 2-5iy2
Pt e L 36 L 2ESvE 2053,
27°X—1 (X—-12 (X-13" 108 'X—iv/2 X+iv2

. Soit F' = (XZH))’(W Puisque F est réelle et impaire, la décomposition en éléments simples de F est
de la forme

Fo a n a n b n c n d n b n c n d
CX—-1 X411 X—i (X—-)2 (X—-i)P} X+i X+ (X+i)3
a—= hmx*)](.x— I)F(x) = m = % PuiS,
1,1 1 8X —X(X2+1)* —X"-3X°>-3X3+7X

(

X—1+X+1):8(X2+1)3(X2—1)_ 8(X24+1)3(x2—1)
CX(XP-1)(—X*—4x2-7) 11X 44X2+7

8(X2+1)3(X2—1) 8 (X2+1)3

F——
16

Mais alors,



10.

11.

1 1 1

= lim(x —i)*F (x) = lim(x — i) (F (x) —
d =lim(x—i)°F (x) = lim(x — )" (F (x) 16()(_1+x+1))
R
8 (i+i} 16
Puis,
1X4+4X2+7+i 1 i 1 1X4+4X2+7+13X271 . X?+6
8 (X2+1)3 " 16(X—i)3 16(X+i)3 8 (X2+1)2  8(X2+1)3 §(X241)2
Ensuite, ¢ = SZI?)Z = —35—2. Puis,
X2 +6 +5( 1 N 1 )_2(X2+6)+5(X2—1)_ 7
8(X24+1)2 32 (X —i)?2  (X+i)?2 16(X2+1)2 C16(X2+1)
Enfin, b—m— 37—5 Finalement,
11 1 7i 1 1 5 1 1 i 1 1

Pt Ty 2xo Tﬂ)_ﬁ((X—i)2+(X+i)2)_ﬁ((X—i)3_(X+i)3)'

o X041
Soit F = 55y xox—i-

XXX X4 X —1=X*X - D)+ X*’X -1+ X -1) =X - D((X*+2X>+1)-X?)
=X-DX>+X+D(X*-X+1)
=X DX - )X =X+ )X+ /).

Piiisque F est réelle, la décomposition en éléments simples de F' est de la forme

d d e

e
—aX+b+ + + + + :
X— 1 X—j X—72 X+j X-J2
m - . i o . - 16+1 _2
a=limy, 0—= =1, puis b = hijJroo(F(x) x) = limy 5= = 1. Puis, ¢ = 5557 =
_ 16+1 _ 2 2 _ (=))8+1 2
d= spgpap—ad = 3533 = 6 = —jete= SPAHAPA3 21241 324745 2j+1 Donc,

FX+1+211111+11+11
3X—-1 3X—j 3X—j2 2j+1X+j 2j24+1X—j*

: _ X'+
Soit F = X1

La décomposition sur R (hors programme) s’obtiendrait de la fagon suivante
X +1=X*+X+ DX -X*+X>—X)+X +1

=X+ X+ D[(XP+X+ 1) (X3 —2X2+X +2)—4X - 2]+ X +1

= (XX H1)2X - 2X2 4 X +2) - (AX +2) (X2 + X+ 1) +X +1

=X +X+ DX +X+ D)X =3)+3X +5] - (4X +2)(X*+ X+ 1)+ X +1

=X+1-(@X+2)(X*+X+ D)+ BX+5) (X2 +X + 1)+ (X -3)(X*+ X +1)°

Donc,

3X+5 4X +2 X+1

F=X-3 — .
+X2+X+1 (X2+X+1)2+ (X2+X+1)3




12. Soit F = m La décomposition de F en éléments simples est de la forme

a bl b2 b3 b4 C1 2 d 1 d2

" i +(X—1)3+(X—1)4+X—ﬁ+(X—ﬁ)2+x+ﬁ+(x+ﬁ)2'

F=—
X ' X—1 (x—1)?

1

a = lim,_,oxF (x) = ;. Puis,

|

= lim (x— 2 X) = 241 _ 3
) = s VA VAR T VAR VA AT
3 3 3
T8V2(17—-12v2)  8(—24+17V2) 1624+ 17V2).

Un calcul conjugué fournit d, = (24 — 17v/2). On a ensuite

3(24+17ﬂ+24717ﬁ)_§6X2+17X+12
16" (x—v2p  (x+v2R' 2 (x2-2p

Puis,
36X2+17X+12  2(X*41)—3(6X?+ 17X +12)X (X —1)*
2 (x2-2)2 2X(X —1)4(X2—2)2
_ —18X74+21X° 4+ 60X% — 90X* — 30X +95X% — 36X +2
N 2X (X —1)4(X2—2)2
~ —18X0 +21X* +24X3 —48X2 + 18X — 1
B 2X(X —1)4(X2-2)
Mais alors,
—18.4v/2+21.4424.2\/2-482+18V2—1  —13-6V2 1
o = V2421442422 +18v2-1 _ V2 = ——(365+258V2),
2V2(V2—=1)*(V2+V2) 8(17—12v/2) 8

et par un calcul conjugué, d; = —%(365 —2584/2). Ensuite,

1(365+258\/§+365—258ﬁ)_ 1365X +516
8 X—2 X+2 4 X2-2

Puis,

36X2+17X+12  1365X+516  —18X° +21X*+24X3 — 48X+ 18X —1 365X +516
T2 xro2r T4 x2—2 X(X — 13 (xX?—2) T2
2(—18X5 +21X* +24X3 —48X% + 18X — 1) + (365X +516)X (X — 1)*
4X (X —1)4(X2-2)
_365X%—980X° 4 168X* +1684X> — 1795X2 + 552X —2
N 4X(X —1)4(X2-2)
~ 365X* — 980X 4 898X* — 276X + 1
N 4X (X —1)*

Ensuite,



13.

36X24+17X+12  1365X+516 1 365X —980X° +898X? —276X +1 1

F=3 (X2 —2)2 TiTx 2 T 4X(X —1)* 4X
_ (365X* —980X° +898X%2 —276X +1) — (X —1)*  364X*—976X3 +892X* — 272X
4X (X — 1) 4X (X — 1)
182X3 — 488X2 4 446X — 136
- 2(X — 1)

. 3_488:2 _ .
Enfin, by = lim,_, (x — 1)* 182 45(8;_T;46x 136 — 2, puis

182X3 — 488X % + 446X — 136 2 91X3—244X2+223X —70 91X%—153X+70
2(X —1)4 X—-14 (X —1)4 B (X —1)3
Puis, b3 = lim,_,; (x — 1)391)‘2(;1# — 8, puis
91X* 153X +70 8  9IX*—153X+62 91X —62
(X —1)3 X-13"  (x-1F (x-1p
_o1X 91429 91 29
O X-1)?2 X—-1 (X—-1)2
ce qui fournit b, =29 et b =91.
1 91 29 8 2 365+258v2 1 3(24+17V2 1
F=—+ + 5+ 3+ i v2 + ( v2)
4 X—-1 (X—-1)2 (X—-13 (X-1) 8 X -2 16 (X —V2)?
- 365-258v2 1 +3(24—17ﬂ) 1
8 X+v2 16 (X +v2)2
: _ 1
SOltF—m.

(X +1)" =X"—1=7X°421X° +35X* +35X> + 21X +7X = 7TX(X° +-3X* +5X° +5X> +3X + 1)
=TX(X+1)(X* +2X3 +3X2 42X + 1) = TX (X + 1) (X2 +X 4+ 1)2

Si on n’a pas deviné que X* +2X> +3X% +2X + 1 = (X + X +1)? (par exemple, en repérant que j est
racine ou encore en manipulant I’identité (a+ b+ c)? = a? +b? + ¢? +2(ab + ac + bc)), on peut pratiquer
comme suit

1 1 1 1
XX 43X 42X+ 1 =X3(X0 4 5 +2(X + 1) +3) = X2 (X + ) +2(X + 1) +1)
1
=XA(X+ o+ 1P = (XX +1)°

La déccomposition en éléments simples de 7F est donc de la forme

b c d c d

i Tapr

a
TF = —
X Tx+i X—j+(X—j)2+X—j2

— 1 _ _ 1 _ :
a—m—letb—m——l.l)uls,

10



1 1 1 1

JU+DG—=2)?2 J=ARP0 =242 —2(=3)) 3

Ensuite,
1( Lo )_(X—j%2+CX—jV__2X2+2X—1
3VX =) (X—=2Y 3(X2+X+1)2 3(XZ+X+1)2
Puis,
. 2X242X -1 3-X(X+1)(2X*4+2X —1) —2X*—4X3—4X>+X+3
3(XZHX+1)2 0 XX+ D(X2+X+1)2 3XX+1)(X2+X+1)2
. —2X?-2X+3
XX+ D(X2EX 1)
Mais alors,
—2j>—2j+3 5 5i
C= T oy oy .
3jj+ D=7 =3(G—-74) 33
Finalement,
F—lﬁl Lo 5i L3 5i N 1 )
T°X  X+1 33(x—j) 3(X—j)? 3/3x-72) 3(X-j2)?7

Correction de I’exercice 2 A

1. SoitP=X"—1etF = 4.
P’ =nX"~! n’ont pas de racines communes dans C). De plus, P = HZ;(l) (X — @) ot o = e¥kr/n Donc,
F= Z”’l A oy

La partie enticre de F est nulle et les pdles de F sont simples (car P = X" — 1 et

k=0 X*CL)/(
2 1 1 Wy Wy
k= = = = —.
Pl((i)k) na)]’gf1 n(x),? n
Ainsi,
1 1 n—1 eZikﬂ?/n
X"—1 n kzox_eZikn/n'

2. Soit P= (X —1)(X"—1) = (X — 1)*TI’_} & olt & = €***/". Soit F = +. La partie entiére de F est
nulle. D’autre part, F admet un pdle double, a savoir 1 et n — 1 poles simples a savoir les @y = e2km/n,

<k<n-—1.Donc,

a b nl Ak

F= ‘
X1 w1 X e
= 1 = 1 _ o .
M = rop—nol 1wy ) nlaT) - Ensuite,
1 1

b=1lim(x—1)*F(x) = =-.
xlg}(x ) (x) 114+ ... +11'41 n

11



Il reste a calculer a.

o] = (XX 4 X 41) X" -2X" P — L~ (n=2)X — (n—1))
n(X—-12  aX—-1D2X""4+. +X+1) nX—-1D)X" 14+, +X+1) '
. —[(n—1 n—2)+...4+2+1 n—
Donc, a = lim,_; (x —1)(F(x) — n(xil)z) = =l Blzrlgrl):l) 241 _ _Tnl'
Finalement,
1 n—1 1 b 1
F=—(- .
nl 2n(X—1)+(X—1)2+k§'1a)k—1X—wk)
n! n Al
3. woTxom = k=1 X-f avec
n! n!
A = lim(x — k)F (x) = , = =n(—1)"*ck1.
x—k u(i—k) (1) *k—1)(n—k)! !

Donc,

(=D)"*nCy

n! ‘
X—1)..X—n) :k; X—k

4. Posons P = X* —2X?cos(2a) + 1.
X*—2X2cos(2a) +1 = (X2 —?4)(X? —e7210) = (X — &) (X — e ™) (X + &) (X +¢71)
(= (X* —2Xcosa+1)(X*+2X cosa+1)).
P est a racines simples si et seulement si e/“ # +e =@ ce qui équivaut a a ¢ YA

lercas. Sia € nZ,

X? _a n b _a n b
(X212 X-1 (X-1)2 X+1 X412

F=

b =lim,_,;(x— 1)*F(x) = ; puis x = 0 fournit 0 = —2a+2b etdonca = b = 5.

F7X271(1+1 1+1)
(X212 4X-1 (X—1)2 X+1 0 (X+1)27

2eme cas. Sia € 5 +nZ,

X? _a . b _a n b
X24+1)2 X—i (X—i)? X+i (X+i)¥

b=1lim,_;(x —i)*F(x) = (ifi)z = 1 puis x = 0 fournit 0 = 2ia — 2b et donc a = —ib = —4

B

P X2 _1( i+1+i+1)
COXEED)? 4 X i (X -0 X+i (X+i)ET

12



3eme cas. Sia ¢ J7Z, puisque F est réelle et paire,

A A A A
F = — | — — — — —
X—ed X—e@ X4ea@ Xte @
avec
_ eZiu _ elia - _ieia
(eid — e~ia) (it 4 ¢it) (eld 4 ¢~i0) — 8isinacosae®  4sin(2a)’
Donc,
_ 1 ( je' n jeia n je'd n jeia )
~ 4sin(2a) X —e@ X —e7it  Xteld  Xfeia’
5. Le polyndme X?" + 1 = 2" 1 —ei(s +37) est a racines simples car n’a pas de racine commune avec
poly p p

2km
sa dérivée. En posant W =e (2'l+ 2n ) ,ona

1 _2nil )vk
X4l = X—o

ou
e L o o
kT 2na)2" ! 2na),%” on’
Finalement,
1 1 2n—1 g

X241 2= X—o

Correction de I’exercice 3 A

Pour & élément de {0,...,n — 1}, posons @y, = eXkr/n Décomposons F en éléments simples (sur C).

wX +1 B X +1 B X +1 _a . b
0?’X+0X+1 (0X)?24+0X+1 (0X—j)(oX—j2) oX—j oX-—?
_ 0% L =P Aoy Sl 1
aveca—w%_jz—jsz— TR etdememeb—jzfj— jfl.Donc,
1o Jj 1 1 JO_k W_ 1 J Ok )8
F = - ( . .2>: . Z( . - ) = Z . ) )
-l aX—j oX— J—l= X—jox X—j 0 J—l= X—jox X —j o

Maintenant les n nombres j@y sont deux & deux distincts et vérifient (jay)" = j" et donc,

n—1

[[&x—jox)=x"—j"

k=0
Yico X’ w‘w est donc la décomposition en éléments simples d’une fraction du type X,, - avec degP <n—1. De
plus, on sait que jwy = ”6((1])3’;),1 et donc, Vk € {0,...,n— 1}, P(joy) = nj". Le polynome P —nj" est de degré
inférieur ou égal a n — 1, admet les n racines deux a deux distinctes jy et est donc le polynéme nul. Par suite
D
—0X—J (Dk X

13



wk _ nr
X— j Wy — Xn— 2n ’ pUIS

De méme, Zk 0

n jn j2n72
- j—l(X”—j” _Xn_jZn)'

Sin € 3Z, posons n = 3p, p € Z. Dans ce cas,

j—1'X3%—-1 X3¥r—-1 1 —Xx3p°
Sine3Z+1,posonsn=3p+1, p €Z. Dans ce cas,
F_3p+1( i1 )_(3p+1)(x3p+1+1)
- j—1 X3p+1_j X3p+l_j2 - XOr+2 L x3p+1 11 °

Sine€3Z+2,posons n=3p+2, p&€Z. Dans ce cas,

3p+2 72 72 - 3p+2

F= j—l <X3p+2_j2 _X3p+2_j)_X6p+4+X3p+2_|_1'

Correction de ’exercice 4 A

Soient P et Q deux polyndmes non nuls et premiers entre eux, puis soit F' = 5. Si F est paire, alors % =

%, ou encore P(—X)Q(X) = P(X)Q(—X) ().
Par suite, P(X) divise P(X)Q(—X) = Q(X)P(—X) et P(X) est premier a Q(X). D’apres le théoreme de GAUSS,
P(X) divise P(—X). Donc, il existe A € C* tel que P(—X) = AP(X) (car deg(P(—X)) = deg(P)). L’analyse des
coefficients dominants des deux membres fournit A = (—1)" ot n = degP. Ceci s’écrit P(—X) = (—1)"P(X).
En reportant dans (x), on obtient encore Q(—X) = (—1)" = Q(X). Ainsi, si F est paire, alors P et Q sont ou
bien tous deux pairs, ou bien tous deux impairs. Ce dernier cas est exclu, car alors P et Q admettraient tous
deux O pour racine contredisant le fait qu’ils sont premiers entre eux. Finalement, si F est paire, alors P et Q

sont pairs. La réciproque est claire.

F paire < (P et Q sont pairs.)

Je vous laisse établir que

F impaire < (P est impair et Q est pair) ou(P est pair et Q est impair. )

Correction de ’exercice 5 A
C’est du cours (unicité de la décomposition en éléments simples).

Correction de l’exercice 6A

. 11 i
Soit n € N*. X2+1 = (%= — x)- Donc,

(}(21_H>(n)_2li(<xl_i)(n)_ (Xil)(n))_Zli((_l();__z%,’;(l_n) - (—1())512i)).n..+(1—n))

n n X +i)"t! VY CHHT (] )y 2n2k
=(=1) -”!Im(m) = (—1)".n!Im( (;2_:_ 1))n+l) — (=" (XZ_:]I)(n+1)

Correction de I’exercice 7 A
P =aY TliuX—x;) =Y, ﬁ’ et donc
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P
F_,;X—xk‘

Regroupons maintenant les poles identiques, ou encore posons P = a(X —z;)%...(X — zx)% ou cette fois-ci les
z;j sont deux a deux distincts. La formule ci-dessus s’écrit alors

P & q
P lx—, O
=12 TR

Déterminons les polynomes divisibles par leur dérivée. Soit P un tel polyndme. Nécessairement degP > 1 puis,
il existe deux complexes a et b, a # 0 tel que P = (aX + b)P’ ou encore % = axl+b' (%) montre que P a une et
une seule racine. Par suite, P est de la forme A (X —a)", A # 0, n > 1 et a quelconque.
Réciproquement, on a dans ce cas P = 1 (X —a)n(X —a)" ! = (1X — 2)P’ et P/ divise effectivement P.
Les polyndmes divisibles par leur dérivée sont les polyndmes de la forme A (X —a)", A € C*,n € N*eta € C.

Correction de I’exercice 8 A

P=X°%—-2X3cosa+1=(X>—e®)(X>—e ™)
— (X_eia/S)(X_jeia/S)(X_jZeia/3)(X_efia/3)(X_J-efia/B)(X_j2efia/3)

i)

2
:(X2—2Xcosg+1)(X2—2Xcos(§+ . a_-z

+1)(X2—2Xcos(3 3+ 1)

Il reste a se demander 1) si les facteurs précédents sont irréductibles sur R et 2) si ces facteurs sont deux a deux
distincts.

Les trois facteurs de degré 2 ont un discriminant réduit du type A’ = cos> o — 1 = —sin® ot et A’ est nul si et
seulement si & est dans 7Z.

Les cas particuliers sont donc (5 est dans 7Z et donc a = 0) et (% est dans 77 et donc a = 1) et (% est
dans 7 ce qui n’a pas de solution dans [0, 7).

ler cas. Sia=0.
P=X>-2X+D)X*+X+D(X*+X+1)= (X - 1)*(X*+X +1)%
2¢me cas. Sia = &, en remplacant X par —X on obtient :
P=(X+1)>2X*-X+1)>2

3eéme cas. Siaestdans |0, 7], les trois facteurs de degré 2 sont irréductibles sur R et clairement deux a deux distincts.
Donc

a+2n a—2xw

P:(X2—2Xcosg+1)(X2—2Xcos +1)(X%—2X cos +1).

Correction de ’exercice 9 A

On suppose ag # 0 de sorte que 0 n’est pas racine de P. Soient p un relatif non nul et ¢ un entier naturel non
nul tels que p et g soient premiers entre eux.

Sir= L estracine de P alors a,(L)" + ... +-ap = 0 et donc

a,p" = —q(aoqnfl + ... —|—a,,_1p”71) etapq" = —p(a"p"*1 + ... —i—alq"*l).

Donc p divise apq”, mais p est premier a ¢" et d’apres le théoreme de GAUSS, p divise ag. De méme ¢ divise
a.
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Application. Soit P = 9X* —3X3 + 16X? — 6X — 4 et soit p un entier relatif non nul et ¢ un entier naturel
non nul tels que pAg=1. Si g est racine de P, p divise —4 et g divise 9 de sorte que p est élément de
{1,-1,2,-2,4,—4} etgest élément de {1,3,9} puis £ est élément de {£1,4£2,44,£1,+3 +5, +5,+£3 +3}.
On trouve P(3) = P(—3) = 0 et P est divisible par (3X —2)(3X + 1) = 9X> — 3X — 2. Plus précisément
P =9X*—3X>+16X? — 6X —4 = (9X* — 3X —2)(X* +2) et les racines de P dans C sont 3, —1, iv2 et
—iV2.

Correction de I’exercice 10 A

1.
1 1 1 1
P=X*42X3+3X>+2X +1 :xz(x2+ﬁ+2(x+§)+3) :XZ((X+)?)2—|—2(X+§)+1)
1
= XX+ 41 = (X X+ )T = (X =) (X = /).

2. 1et —1 sont racines de P. On écrit donc P = (X2 — 1)(X* —5X> +6X? —5X + 1) puis

1 1 1 1
X4 —5X3 4 6X2—5X +1=X*((X>+ —) - 5(X + = =X} (X+=)-5(X+=)+4
5X°+6 5X + (( +X2) 5( +X)+6) (( +X) 5( +X)+)
1 1
:Xz(X+§—1)(X+§—4):(XZ—X+1)(X2—4X+1)

etdonc, P=(X-1)X+1)(X+ )X+ )X -2+V3)(X—2—3).

P=X"-X0 —7X°+7X* +7X° —IX* X +1=(X*—1)(X° = X* —6X> +6X> + X — 1)
=(X-1D*X+1D)(X*—6X>+1)
= (X - D)*(X +1)(X*(34+2V2))(X* - (3-2V2))

Les racines de P dans C sont 1, —1, \/3—1—2\@,—\/34—2\@, \/3—2\@et —V3-2V2.

Correction de ’exercice 11 A

Pour k élément de {—3,—2,—1,1,2,3}, posons x; = sin %” (Ies x; sont deux a deux opposés). Il faut calculer
les coefficients du polynome

2 3 2 3
P—(X—sm—)(X—sm%T)(X—m %)(X+sin§)(X+sin7n)(X+sin7n)
2 3
:(Xz—sng)(X2 sin’ ;r)(Xz—s1n277r)
1 2 1 4 1 6
:(XZ—E(I—cosg))(Xz—f(l—cosg))(Xz—E(l—cos%T))
= _Q(-2X2+1)

ou Q(Y) = (cog%” —Y)(cos Z —Y)(cos 2 —Y).
Posons @ = e2%/7.

2r  4m 6w 1 1
cos - cos - cos —- = g(w+w6)(w2+w5)((o3+a)4) = §(6+w7+a)9+w1°+a)” + 0%+ 0"+ o)

1
:g(w6+w7+w2+w3+w4+w5+l+w):g.
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Puis,

2n 4w 2n 6w 6  4m 1
cos7cos7+cos7cos7+cos7cos7:Z((w+a)6)(w2+a)5)+(a)—l—w6)(w3+(o4)+(a)3+a)4)(w2+a)5))
1 -2 1
= (20 +20*+20° + 20" +20° +20°) = —= = —_.
4 4 2
Enfin,
2 41 6w 1 1
cos7+cos7—|—cos7:E(w+a)2+a)3+w4+a)5—|—w6):—§
Donc, Q = § — (—3)Y + (—3)Y? = Y3 = L(—8Y> —4yY? +-4Y + 1) puis,
1 1
P:a(—S(—2X2+1)3—4(—2X2+1)2—|—4(—2X2+1)+1):a(64X6—112X4+54X2—7).

Une équation du 6eme degré dont les solutions sont les sin est 64x5 — 112x* 4-54x> —7 = 0.

Maintenant, si r = (p entier relatif non nul, g entier naturel non nul, p et ¢ premiers entre eux) est une racine
rationnelle de cette équation, alors, d’apres 1’exercice 9, p divise —7 et g divise 64 et donc p est élément de
{1,—1,7,—7} et q est élément de {1,2,4,8,16,32,64}. On vérifie aisémént qu’aucun des rationnels r obtenu
n’est racine de P et donc les racines de P sont irrationnelles.

Correction de ’exercice 12 A

Soit P un polyndme a coefficients complexes de degré 4. On suppose P unitaire sans perte de généralité. On
note zi, 22, 23 €t z4 les racines de P dans C.

Si z1, 22, 23 et z4 forment un parallélogramme, notons a le centre de ce parallélogramme. Les racines de P
s’écrivent alors z1, 22, 2, — 21, 2a— 2z et si Q = P(X +a) alors Q(—a+2z1) = Q(a—z1) = Q(—a+2z2) =
QO(a—z) = 0. Les racines du polyndme Q sont deux a deux opposées, ce qui équivaut a dire que le polyndme
Q est bicarré ou encore de la forme X* + aX? + B ou enfin que

P=(X—-a)*+a(X —a)+B.

Mais alors a est racine de P/ = 4(X —a)® +-2a(X —a) et de P®) = 24(X —a).

Réciproquement, si P’ et P©) ont une racine commune a. P®) est de degré 1 et de coefficient dominant 24 et
donc PB) = 24(X — a) puis en intégrant P = 12(X —a)?+ A puis P’ = 4(X —a)> + A (X —a) + . La condition
a est racine de P’ fournit = 0 et donc P = (X —a)* + (X —a)? + B. Donc, le polyndome Q = P(X +a) est
bicarré et ses racines sont deux a deux opposées et donc de la forme Zy =a—z;, Z, =z1 —a, Zzs = a — 2o,
Zy=zp—aetonabienZy —Z3 =24 — 2.

Correction de I’exercice 13 A
Si (x,y,z) est solution du systeme proposé noté (S), alors x, y et z sont deux a deux distincts. En effet, si par
exemple x = y alors 7 = y* 4+ yz + 7> = x> +xz+z> = 13 ce qui est impossible. Donc,

y-2="1(y—2)
S) el 2-—x*=13(z—x)
=y =3(x—y)

En additionnant les trois équations, on obtient —10x 44y + 6z = 0 ou encore —5x + 2y + 3z = 0. Donc,
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y:%(Sx—3z) y:%(Sx—3z)
legy 24 lig, 2 _ 2 2 _
(5) & (22 5x 3z)) +505x=3z)z+2"° =7 N 225x 20x2z+7z 28
2+’ =13 Z+u+xt=13
X413 (5x—3z2)x+ (3(5x—32))? =3 39x% —36xz+ 97> =12
( 1
=1(5x-3
Y _2( * 22) 2 y=3(5x—3z)
<~ =13 = =z s xz=13-x2-7
25x* —20(13 - x —22)+72 =28 5;13 2_322
302 —36(13 —x2 —22) + 922 = 12 ©=

Soit (8) le systeme formé des deux dernieres équations. On note que x = 0 ne fournit pas de solution et donc

1 27247
, §(32 5x) ¢ =2
(S)@{ 3-2-4(32-52) T @ 13y 5

Ox2

[um—

La deuxieéme équation s’écrit (2x% +7)? = 3x%(32 — 5x%) puis 19x* — 68x% +49 = 0 puis x> = ¥ D o les

solutions x =l oux= —1 oux= —‘1‘3 oux=— —‘1‘8. Puis, les quatre triplets solutions du systeme : (1,—2,3),
71 11 7 1 f
(=1,2,-3). (7552 7 vis) o (= 50— V0~ s

Correction de ’exercice 14 A

(-0 _ PE) _ 4n1 n
L ISo(+ 2g) = Hf;ga—wk) Po) ~ 71 = 2L

n—1 n—1

H(a),f —2aycosa+1) = H(ei“ — ) (e — ) = P(e)P(e™) = (™ —1)(e ™ — 1)

k=0 k=0
=2—e""—e " =2(1 —cosna).

Correction de I’exercice 15 A
Posons P = X% —4X3 —36X? +AX + u.
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(A, u) solution < 3(z,7) € C?/ les racines de P soient 7,7+ 1,7+ 2r,z+ 3r

o =4
2 62:—36
< 3(z,r) €C?/ Y
o4 =U
4z+6r=4
& 3(r) eC?/ z2(3z+6r)+ (z+7)(2z+5r)+ (z+2r)(z+3r) = =36
0'32—1
Oy =U
27243r=2
62>+ 18rz+11r* = =36
2
< 3(z,r) €C?/ o5 = A
Oy = U
zzl—%r
_ 3,2 _3 2 _
& 3(zr) €Y 6(1—5r)"+18(1—35r)r+11r 36
63:—7(,
Oy =U
—3r2+42=0
2 ZZI—%V
< 3(z,r) €C?/ P,
( 4=l

D’ou la solution (les deux valeurs opposées de r fournissent évidemment la méme progression arithmétique)

r:ZW/%puisz:1—3w/%puislesracineszl:1—3\/2,1221—\/25—1,z3:1+1/%etz4:1+3\/2,

obtenues pour

21 21 21 21 21 21 2994
A=znnn=(1-3 ?)(1* ?)(“r ?)(1+3 ?)—(1*9?)(1*?)—Y,

et

w=-32a-2ea-2a- e a-oa+ e a-Daes /2

=2(1-2)42(1-9%) =202~ 10251) — 80

Correction de ’exercice 16 A

Pour i € {1,2,3}, on a x} +2x; — 1 = 0 et donc x} + 2x? — x; = 0. En additionnant ces trois égalités, on obtient
S4+2S, —S; =0etdonc

Sy =—2((0f —202) + 01 = (—2)(—2.2) = 8.

Correction de ’exercice 17 A

Pour chacun des 8 numérateurs possibles, il y a C% = 21 dénominateurs et donc au total, 8 x 21 = 168 termes.

Z X1 :Z)C%X4X5X6X7Xg _

1 1
Z 2 Z 2
xleX3X4X5X6 = — XIX2X3X4X5X6.
XX3 X1X2...X8 Oy 3
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Ensuite,
0106 = (le)(2x1x2x3x4x5x6) = Zx%xpchp@)% + Zx1x2x3x4X5x6X7,
et donc,
Zx%x2x3x4X5x6 =0106—07=(—1)(0)—1=—1.

X1 1
DOHC?ZE = —3-

Correction de ’exercice 18 A

L’équation proposée admet deux solutions inverses 1’une de I’autre si et seulement si il existe deux complexes
aet b tels que

X* 21X 4+8=(X>+aX + 1)(X>+bX +8) =X*+ (a+b)X>+(9+ab)X* + (8a+b)X +8 (¥)
(x) &b=—aetab=—9et8a+b=—-21<a=3ethb=—3. Ainsi,

X' 21X +8=(X*+3X +1)(X*—3X +8) = (X — _3;‘5)(;(_ _3;\5)(;(_ 3+i2\ﬁ)(x_ 3—1'2\/5)‘
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