Exo7

Arithmétique

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **
Montrer que le produit de quatre entiers consécutifs, augmenté de 1, est un carré parfait.
Correction V [005291]

Exercice 2 ***T

1. Montrer que Vn € Z, 6|51° +n.

2. Montrer que Vn € N, 7|4%" +2%" 4 1.

Correction V [005292]

Exercice 3 ***IT
Un entier de la forme 8n + 7 ne peut pas €tre la somme de trois carrés parfaits.
Correction V [005293]

Exercice 4 **IT

Pour n € N*, on pose (1 ++v/2)" = a, + b,\/2 ot (a,,b,) € (N*)2. Montrer que a, Ab, = 1.
Correction V¥ [005294]

Exercice 5 *%%*

Montrer que, pour tout entier naturel 7, 2"+ divise E((14+/3)2"*1).
Correction ¥ [005295]

Exercice 6 ***[T

Soient A la somme des chiffres de 4444**** et B 1a somme des chiffres de A. Trouver la somme des chiffres de
B. (Commencer par majorer la somme des chiffres de n = ag + 10a;... +107a,.)
Correction V¥ [005296]

Exercice 7 **

Montrer que si p est premier et 8p® + 1 est premier alors 8p* — 1 est premier.
Correction V [005297]

Exercice 8 **]

1. Montrer que ¥(k,n) € (N*)2, [kAn= 1= n|C].

2. Montrer que VYn € N*, (n+1)|C},.
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Correction V [005298]

Exercice 9 **T

Résoudre dans (N*)? les équations ou systémes d’équations suivants :

1 x+y=56 2) XANy=x—Yy
xVy=105 xVy=172

Correction V [005299]

3)xVy—xAy=243.

Exercice 10 ***
Montrer que la somme de cinq carrés parfaits d’entiers consécutifs n’est jamais un carré parfait.
Correction V [005300]

Exercice 11 ***IT
Pour n € N, on pose F, = 22" + 1 (nombres de FERMAT). Montrer que les nombres de Fermat sont deux 2 deux
premiers entre eux.
Correction ¥ [005301]

Exercice 12 ***
Soit (uy,)en la suite définie par ug =0, u; = 1 et Vn € N, w10 = w1 + uy, (suite de FIBONACCI).

1. Montrer que Vn € N*, u, 1, | —u2 = (—1)" et en déduire que Vn € N*, u, Auyq = 1.

2. Montrer que Vn € N, Vm € N*| w1y = wttyr1 + ty—1u, et en déduire que u,, A u, = uyp, pour met n
non nuls.

Correction V¥ [005302]

Exercice 13 ***]

On veut résoudre dans Z3 1’équation x” +y? = 72 (de tels triplets d’entiers relatifs sont appelés triplets pythagoriciens,
comme par exemple (3,4,5)).

1. Montrer que I’on peut se ramener au cas oll x Ay Az = 1. Montrer alors que dans ce cas, x, y et z sont de
plus deux a deux premiers entre eux.

2. On suppose que x, y et z sont deux a deux premiers entre eux. Montrer que deux des trois nombres x, y et
z sont impairs le troisieme étant pair puis que z est impair.

A 1 1 3 — / __ X =X
On suppose dorénavant que x et z sont impairs et y est pair. On pose y =2y, X = &= et Z = 5%,

3. Montrer que X AZ =1 et que X et Z sont des carrés parfaits.

4. En déduire que I’ensemble des triplets pythagoriciens est I’ensemble des triplets de la forme

(d(u® —v?), 2duv, d(u® +1?))

oud €N, (u,v) € Z?, a une permutation prés des deux premiéres composantes.

Correction V [005303]

Exercice 14 **
Résoudre dans N? I’équation 3x> 4+ xy +4y® = 349.
Correction V¥ [005304]




Exercice 15 ***
Résoudre dans (N*)? 1’équation d’inconnue (x,y) : Y'5_ k! = 2.
Correction ¥ [005305]

Exercice 16 ***
Montrer que n = 4...48...89 (p chiffres 4 et p— 1 chiffres 8§ et donc 2p chiffres) (en base 10) est un carré parfait.
Correction ¥ [005306]

Exercice 17 ***]

Montrer que tout nombre impair non divisible par 5 admet un multiple qui ne s’écrit (en base 10) qu’avec des
1 (par exemple, 37.1 =37,37.2=74,37.3=111).

Correction ¥ [005307]

Exercice 18 ***
Soit u,, = 10...01;.(n chiffres égaux a 0). Déterminer 1’écriture binaire de :

3 2
3. u, —u,; +uy.

Correction V¥ [005308]

Exercice 19 **]

1. Déterminer en fonction de n entier non nul, le nombre de chiffres de n en base 10.

2. Soit o(n) la somme des chiffres de n en base 10.

o(n+l)
o(n)

(a) Montrer que la suite ( ) est bornée. Cette suite converge-t-elle ?
n>1

(b) Montrer que pour tout naturel non nul n, 1 < o(n) < 9(1+1logn).

(c) Montrer que la suite ({/o(n)),>1 converge et préciser sa limite.

Correction V [005309]

Exercice 20 ***]

1. (Formule de LEGENDRE) Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2 et p un nombre premier. Etablir

que I’exposant de p dans la décomposition de n! en facteurs premiers est
n n n
— —)+E(—5)+ ..

E( »

P>+E(P

2. Par combien de O se termine 1’écriture en base 10 de 1000! ?

Correction V [005310]

Exercice 21 ***] Petit théoreme de FERMAT
Soit p un nombre premier.

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 <k < p—1, p divise Cilj.

2. Montrer que Va € N*, a” = a (p) (par récurrence sur a).



Correction V [005311]

Exercice 22 ***] Théoreme de WILSON

Soit p un entier supérieur ou égal a 2. Montrer que : (p —1)! = —1 (p) = p est premier (en fait les deux
phrases sont équivalentes mais en Sup, on sait trop peu de choses en arithmétique pour pouvoir fournir une
démonstration raisonnablement courte de la réciproque).

Correction V¥ [005312]




Correction de I’exercice 1 A
Soit n un entier naturel.

nn+1D)(n+2)(n+3)+1=n*+6n> +11n° +6n+1= (n®+3n+1)

avec n% + 3n+ 1 entier naturel.

Correction de I’exercice 2 A

1. Soit n un entier relatif.
Si n est pair, n et 5n° sont pairs de méme que 51° + n et 2 divise 51n° +n.
Si n est impair, n et 513 sont impairs et de nouveau 57> +n est pair. Finalement : Vn € Z, 2|(51° + n).
Si n est multiple de 3, et 5n° sont multiples de 3 de méme que 51° + n.

Si n est de la forme 3p 4+ 1, alors

502 +1=53p+1)2+1=45p>+30p+6=3(9p> +10p+2)

et 5n> + 1 est divisible par 3. Il en est de méme de 513 4+n = n(5n% +1).

Si n est de la forme 3p +2, 50 +1=53p+2)> +1=45p> +60p +21 = 3(9p> +20p +7) et 5n*> + 1
est divisible par 3. Il en est de méme de 51° +n = n(5n% +1).

Finalement, Vn € Z, 3|(51° +n).

Enfin, 5n° + n est divisible par 2 et 3 et donc par 2 x 3 = 6. On a montré que : Vn € Z, 6|(57° +n). (Tout
ceci s’exprime beaucoup mieux a 1’aide de congruences. Par exemple :sin=1(3), 5 +1=5.1>+1=
6=0(3))

2. 4% signifie (...((4%)%)%...)%. Etudions la suite de ces élévations au carré successives modulo 7. 42 =4
est dans 4+ 77Z. 4% = 16 est dans 2+ 7Z. 42" = 16? = (7Tk +2)* = 4 + 7K est dans 4 -+ 77Z... Montrons
par récurrence sur p entier naturel que : Vp € N, 42" est dans 4+ 7Z et 42" est dans 2 + 7Z.

C’est vrai pour p = 0.

Soit p > 0. Si il existe deux entiers relatifs kz,, et k41 tels que 427 — 44 Tky, et 42—y Tkap+1,
alors :

47 = (@ = (24 Thop )P = 4+ T(Skap + TR, ) €4+4TZ,

puis

A = (@2 = (44 Thapia)? = 164+ 28kapin +49K3 10 = 2+ 7(2+ dkopio +TK2,0) €24 TZ.

On a montré par récurrence que si n est pair, 4%" est dans 4 4 77 et si n est impair, 42 est dans 2 + 7Z.

Ensuite 22" = 2 est dans 2 + 7Z puis, pour n > 1, 2% = 222" — 42" est dans 4+7Z sin— 1 est pair
ou encore si 7 est impair et est dans 2+ 77 si n est pair. Ainsi, que n soit pair ou impair, 4*" +2%" 4 1 est
dans (442)+1+7Z =7+ 7Z = T7Z et on a montré que :

VneN, 7[4% +2% +1.

Correction de ’exercice 3 A
Soient m, n et p trois entiers naturels et 7, r, et r3 les restes des divisions euclidiennes de m, n et p par 8. Alors,




m* +n*+p* = (8q1+1r1)* 4+ (8q2+ 1)+ (8¢q3 +13)> € ri 413 + 13 +8Z.

Donc m? +n?* + p? est dans 7 + 8Z si et seulement si r% + r% + r% est dans 7+ 8Z.

Comme rq, 1, et r3 sont des entiers entre O et 7, il suffit de vérifier que les sommes de trois carrés d’entiers
compris au sens large entre O et 7 ne sont pas dans 7 + 8Z.

Or, 0> =0€8Z, 12=1€1+8Z,2°=4€4+82,3*=9c1+8Z, 4 =16 8Z, 5> =25 1+8Z,
62=36c4+8Zet7*>=49 € 1 +8Z. Donc, les carrés des entiers de 0 & 7 sont dans 87 ou 1 + 8Z ou 4+ 8Z.
Enfin,

04+0+0=0¢€8Z, 04+0+1=1€1+8Z, 0+0+4=4€4+8Z, 0+1+1=2€2+8%,
0+14+4=5e5+8Z 0+4+4=8¢c8Z, 1+14+1=3€3+8Z, 1+14+4=6¢c6+8Z,
1+444+4=9¢c1+8Z, 44+4+4=12€448Z.

Aucune de ces sommes n’est dans 7 4 8Z et on a montré qu’un entier de la forme 8n+4 7 n’est pas la somme de
trois carrés.

Correction de I’exercice 4 A

Soit n € N*. En développant (14-+/2)" par la formule du bindme de NEWTON et en séparant les termes oi1 v/2
apparait & un exposant pair des termes otl v/2 apparait & un exposant impair, on écrit (1 ++/2)" sous la forme
an +by\/2 ol a,, et b, sont des entiers naturels non nuls.

Mais alors (1 —v/2)" = a, — b,\/2 et donc

(—1)" = (14+V2)"(1 = V2)" = (an+ baV2)(an — byV2) = a> — 2b2
ou finalement,

(=1)"an)an+ (2(=1)""'b,)b, = 1

ol (—1)"a, = u et 2(—1)""'b, = v sont des entiers relatifs. Le théoréme de BEZOUT permet d’affirmer que a,
et b, sont premiers entre eux.

Correction de ’exercice 5 A
Posons (14 \@)” = a, + by\/3 ol a, et b, sont des entiers naturels. On a alors (1— \@)” = a, —b,\/3 et donc

(1+V3)2H 4 (1 —v3) 1 =2ay,,, €N,
Mais de plus, —1 < 1 —+/3 < 0 et donc, puisque 27 + 1 est impair, —1 < (1 —1/3)?**! < 0. Par suite,

2011 < (14+V3)*" ™ < 2a5,1 +1,

ce qui montre que E((1++/3)%*) = 2a2,11 = (1 ++/3)+! 4+ (1 —v/3)*! et montre déja que E((1+
v/3)?*1) est un entier pair. Mais on en veut plus :

(14 V3P4 (1= V3P = (143 (V3R + (1= VE) (1= V3P

3)(442V3)"+ (1 —V3)(4 —2V/3)"
(1+V3)2+V3)"+ (1-v3)(2-V3)")

Montrons enfin que (14 +/3)(2++/3)" + (1 —v/3)(2 — v/3)" est un entier, pair. Mais, (1 ++/3)(2++/3)" est
de la forme A 4+ B+/3 o1 A et B sont des entiers naturels et donc, puisque (1 —+/3)(2—+/3)" =A—B+v/3,0na
finalement (1++/3)(24+/3)" + (1 —/3)(2—/3)" = 2A o1 A est un entier.

Donc, (14++v/3)(2+/3)"+ (1 —+/3)(2—+/3)" est un entier pair, ou encore (14 +/3)>"+! 4 (1 —/3)>+! =
E((14+/3)%*1) est un entier divisible par 2"+

xa

+
+

(1
(1
2"



Correction de I’exercice 6 A
Soit n un entier naturel non nul. On note ¢(n) la somme de ses chiffres en base 10 (voir I’exercice 19). Si
n=ap+10a; +...+10fq on k € N, 0 < a; <9 pour 0 < i < k et g # 0, alors

ocn)=ap+...+ar <9k+1) <9(E(logn)+1) < 9(logn+1).

Donc,

A = 0(4444%%) < 9(log(4444%44) 1 1) < 9(444410g(10%) + 1) = 9(4444.5+ 1) = 9.22221 = 199989.

Puis, B=0(A) < 14+5.9 =46, puis 6(B) < 6(39) = 12. Donc, 1 < 6(B) < 12.

D’autre part, on sait que modulo 9 : 6(B) = B = A = 444444 Enfin, 4444%%4 = (9.443 4. 7)%44 = 74444 (9),
De plus, 7 = —2 (9) puis 72 = 4 (9) puis 7> =28 = 1 (9) et donc 744 = (73)1481.7 = (13)1481 7 =7 (9).
Finalement, 1 < 6(B) < 12 et C =7 (9) ce qui impose C = 7.

Correction de I’exercice 7 A

On a trois possibilités : p€3Z, p€3Z+1oup e3Z—1.

Dans les deux derniers cas, p> € 1+ 3Z et 8p*> + 1 € 9+ 37 = 37Z. Mais alors, 8p” 4 1 est premier et multiple
de 3 ce qui impose 8p* + 1 = 3. Cette derniére égalité est impossible.

Il ne reste donc que le cas otl p est premier et multiple de 3, ¢’est-a-dire p = 3 (en résumé, p et 8p> + 1 premiers
impliquent p = 3). Dans ce cas, 8p> + 1 = 73 et 8p> — 1 = 71 sont effectivement premiers.

Correction de ’exercice 8 A

1. Pour 1 <k <n, kC’n‘ = nCﬁ:}. Donc, si k et n sont premiers entre eux, puisque n divise kCﬁ, le théoréme
de GAUSS permet d’affirmer que n divise C.

2. De méme, (n+1)C4 ' =nC% montre que (n+ 1) divise nC}, et, puisque n et (n+ 1) sont premiers entre
eux (d’apres BEZOUT puisque (n+ 1) —n = 1), (n+ 1) divise C3, d’apres le théoreme de GAUSS.

Correction de I’exercice 9 A

1. Posons d =xAyetm=xVy. d divise m = 105 = 3.5.7 mais, puisque d divise x et y, d divise aussi
x—+y=56=237. Donc, d divise 105 A\ 56 = 7 et nécessairement d = 1 oud = 7.

ler cas. d = 1 fournit, puisque m = 105, xy = md = 105. x et y sont donc les solutions de 1’équation
X? —56X +105 = 0 qui n’admet pas de solutions entieres.

2eme cas. d = 7 fournit xy = 7.105 = 735. x et y sont donc les solutions de I’équation X> — 56X +735 =0
qui admet les solutions 21 et 35.

Réciproquement, 21 435 =56 et 21 V35 =3.5.7=105. ./ = {(21,35),(35,21)}.

Iy
2. On pose x = dx' et y =dy’ avec x’ et y premiers entre eux et d = x A y. Le systeéme s’écrit { Z’x’y’y _ 7 ;
X=y+1
d(y +1)y' =72
23 .32 admet 4.3 = 12 diviseurs a savoir 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36 et 72. Donc y' est élément de
{1,2,3,8}.

ou encore { . En particulier, y’ et y' + 1 sont deux diviseurs consécutifs de 72. 72 =

ler cas. y' =1 fournitd = % =36 puis y =36.1 =36 et x = y+d = 72. Réciproquement, 72 —36 =36 =

36 NT2et36V72="T2.



2&me cas.
3eme cas.

4eme cas.

y' =2 fournit d = 12, y = 24, x = 36 qui réciproquement conviennent.
y' = 3 fournit d = 6, y = 18, x = 24 qui réciproquement conviennent.

y' =8 fournit d = 1, y = 8, x = 9 qui réciproquement conviennent.

7 ={(9,8),(24,18),(36,24),(72,36)}.

3. d divise m et donc d divise 243 =33 etd € {1,3,9,27,81,243}. On pose alors x = dx', y = dy' avec ¥’ et
y' premiers entre eux.

ler cas.

2éme cas.

3eme cas.

4eme cas.

Séme cas.

6eme cas.

Sid=1onax'y —1=243 ou encore x'y’ = 244 ce qui fournit les possibilités (en n’oubliant pas
que x’ et y’ sont premiers entre eux) :

X' =1,y =244 puis x = 1 ety = 244,

X' =4,y =61 puisx=4ety=6l,

X' =61,y =4 puisx=61ety=4,

x' =244,y =1 puis x = 244 et y = 1 qui réciproquement conviennent.
Sid=3,0nax’y’ =81+ 1= 82 ce qui fournit les possibilités :

X' =1,y =82 puis x =3 et y = 246,

X' =2,y =41 puisx=6¢ety=123,

X' =41,y =2 puisx= 123 ety = 6,

x' =82,y =1 puis x = 246 et y = 3 qui réciproquement conviennent.
Sid=9onax’y =27+ 1 =28 ce qui fournit les possibilités :

X' =1,y =28 puisx =9 et y =252,

X' =4,y =7puisx=36ety=063,

X' =7,y =4 puis x =63 et y = 36,

x' =28,y =1 puis x =252 et y = 9 qui réciproquement conviennent.
Sid=27onaxy’ =9+ 1 =10 ce qui fournit les possibilités :

X' =1,y =10 puis x =27 et y = 270,

X' =2,y =5puisx=>54ety=135,

X' =5,y =2puisx=135ety = 54,

x' =10,y =1 puis x =270 et y = 27 qui réciproquement conviennent.
Sid=81,0nax'y’ =3+ 1 =4 ce qui fournit les possibilités :

X' =1,y =4 puis x =81 et y = 324,

x'=4,y =1 puis x = 324 et y = 81 qui réciproquement conviennent.
Sid =243,0onaxy =141 =2 ce qui fournit les possibilités :

X' =1,y =2 puis x =243 et y = 486,

x' =2,y =1 puis x = 486 et y = 243 qui réciproquement conviennent.

Correction de I’exercice 10 A

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

(n—22+(n—1+n*+(n+1)>+ (n+2)> =50 +10 = 5(n* +2).

5(n® +2) devant étre un carré parfait, n> + 2 doit encore étre divisible par 5 mais si n est dans 57, n> +2 est
dans 2+ 57, si n est dans +£1 + 5Z, n> 42 est dans 3+ 5Z et si n est dans +2 + 5Z, n> +2 est dans 1+ 5Z
et n> +2 n’est jamais divisible par 5. Une somme de cinq carrés d’entiers consécutifs n’est donc pas un carré

parfait.




Correction de I’exercice 11 A
Soient n et m deux entiers naturels tels que n < m. Posons m = n+k avec k > 0. On note que

Fo=2""41=02"" +1=(F,-1* +1.

En développant I’expression précédente par la formule du bindbme de NEWTON et en tenant compte du fait que
2K est pair puisque k est strictement positif, on obtient une expression de la forme ¢.F, + 1+ 1 = ¢.F, + 2.

Le P.G.C.D. de F, et F,, doit encore diviser F,,, — q.F, = 2 et vaut donc 1 ou 2. Enfin, puisque 2" et 2 sont
strictement positifs, F, et F,, sont impairs et leur P.G.C.D. vaut donc 1 (ce résultat redémontre 1’existence d’une
infinité de nombres premiers).

Correction de ’exercice 12 A

1. Soit, pour n entier naturel non nul donné, v,, = uy,4 14,1 — uﬁ. Alors,

2 2
Vn+l = Up2Up — Uy = (un + Upyg )un — Up41] (un—l + un) = U, —Upr1Up—1 = —Vp.

La suite v est donc une suite géométrique de raison —1 eton a:

Vi€ N*, vy = (—=1)" vy = (=1

Cette égalité s’écrit encore ((—1)"ty_1)uni1 + ((—=1)"u,)u, = 1 et le théoréeme de BEZOUT permet
d’affirmer que pour tout entier naturel n, les entiers u, et u,,| sont premiers entre eux (il est clair par
récurrence que la suite u est a valeurs entieres).

2. Pour m = 1 et n entier naturel quelconque :

Uptm = Uptp] = Upp1U] + Upllo = Uy 1 Uy + U1 Uy

Pour m = 2 et n entier naturel quelconque :

Uptm = Up+2 = Upt+1 + Uy = Upp1U2 + Upll] = Upt | Uy + U — 1 Uy.

Soit m > 1. Supposons que pour tout entier naturel n, on a u, i, = Uyl + Up—1Uy € Upypmi] =
Upt1Um+1 + UmlUy,. Alors, pour tout entier naturel n,

Untm+2 = Untmt1 + Untm = Unt1Um+1 + Umlhy + U1 U + Um— 11, (par hypothese de récurrence)

= un+1(”m+1 + ”m) + Mn(um + Mmfl) = Upt1Umt2 + Uplpi 1.

ce qui démontre 1’égalité proposée par récurrence.

Soient n et m deux entiers naturels tels que n > m. La division euclidienne de n par m s’écrit n = mqg+r
avec g et rentierstelsque 0 <r<m—1.

Or, wytr = Upmlty+1 + Uy—1u,. Par suite, un diviseur commun a u,, et u, divise encore u,, et u,,, et
réciproquement un diviseur commun a u,, et u,,, divise u,,_1u,. Mais, u,, et u,,—| sont premiers entre eux
et, d’apres le théoreme de GAUSS, un diviseur commun a u,, et u,,, divise u,. Les diviseurs communs 2
u, et u, sont encore les diviseurs communs a iy, et u,,., et donc :

U NUpr = U N\ Ut r.

Puis, par récurrence

U Nty = U N Uty = U AUy r = oo = Uy N Ugmpr = U N\ Uy,



Ainsi, les algorithmes d’EUCLIDE appliqués d’une part a u,, et u, et d’autre part a m et n s’effectuent en
parallele et en particulier, u,, A u, = uynn-

Correction de ’exercice 13 A

1. Posonsd =xAyAzpuisx=dx,y=dy etz=d7 on X Ny N7 = 1.

x2+y2 :ZZ <:>d2(x’2+d2y’2) ZdZZ/Z(:)x’Z—i-y,z =Z/2,

avec X’ Ay A7 =1, ce qui montre que I’on peut se ramener au cas oll x, y et z sont premiers entre eux.

Supposons donc x, y et z premiers entre eux (dans leur ensemble). Soit p un nombre premier. Si p divise
x et y alors p divise x> 4 y* = z? et donc p est également un facteur premier de z contredisant le fait que
x, y et z sont premiers entre eux. Donc, x et y sont premiers entre eux.

Si p divise x et z alors p divise z2 — x> = y* et donc p est également un facteur premier de y, contredisant
le fait que x, y et z sont premiers entre eux. Donc, x et z sont premiers entre eux. De méme, y et z sont
premiers entre eux. Finalement, x, y et z sont premiers entre eux deux a deux.

2. Puisque x, y et z sont deux a deux premiers entre eux, parmi les nombres x, y et z, il y a au plus un nombre
pair. Mais si ces trois nombres sont impairs, x> 4+ y*> = z° est pair en tant que somme de deux nombres
impairs contredisant le fait que z est impair. Ainsi, parmi les nombres x, y et z, il y a exactement un
nombre pair et deux nombres impairs.

Si x et y sont impairs, alors d’une part, z est pair et z est dans 47 et d’autre part x> et y? sont dans 1 +4Z.
Mais alors, x> +y* est dans 2 + 47 excluant ainsi Iégalité x> 4+ y? = z2. Donc, z est impair et I’'un des
deux nombres x ou y est pair. Supposons, quite a permuter les lettres x et y, que x est impair et y est pair.

Posons alors y = 2y’ puis X = ”Tx et Z = 5% (puisque x et z sont impairs, X et Z sont des entiers).

3. Ona

2 2
Py =2 edy) =(z+x)(z—x) &y =XZ
Un diviseur commun a X et Z divise encore z =Z+X etx = Z — X et est donc égal a 1 puisque x et z
sont premiers entre eux. X et Z sont des entiers premiers entre eux.

Le produit des deux entiers X et Z est un carré parfait et ces entiers sont premiers entre eux. Donc, un
facteur premier de X n’apparait pas dans Z et apparait donc dans X a un exposant pair ce qui montre que
X est un carré parfait. De méme, Z est un carré parfait.

4. Dong, il existe deux entiers relatifs u et v tels que X = u* et Z=v?. Mais alors, z=Z+X = u® +1?
etx =Z—X = u®> —v?. Enfin, y> = 22 — x? = (> +1?)? — (> —v?)? = 4u*»? et donc, y = 2uv quite 2
remplacer u par —u.

En résumé, si x> +y* = 22 alors il existe (d,u,v) € N* x Z x Z tel que x = d(u* —v?), y = 2duv et
z=d(u? +v?*) ou bien x = 2duv, y = d(u* —?) et z = d(u* +1?).

Réciproquement,
(d(u? —v*))? + (2duv)* = d*(u* +2u>V* +v4) = (d(u® +1%))?,
et on a trouvé tous les triplets Pythagoriciens. Par exemple, d = 1, u = 2 et v = 1 fournissent le triplet

(3,4,5). d =2,u=2etv=1 fournissent le triplet (6,8,10) etd = 1, u =3 et v = 2 fournissent le triplet
(5,12,13).
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Correction de ’exercice 14 A

Soient x et y deux entiers naturels tels que 3x> +xy +4y® = 349. On a 4y® < 3x® + xy + 4y = 349 et donc

34
y<t T9 =4.4..

Donc, y € {0,1,2,3,4}. De méme, 3x> < 3x° +xy +4y> = 349 et donc

x< 5/? =4.8...

Donc, x € {0,1,2,3,4} ce qui ne laisse plus que 5.5 = 25 couples candidats. Ensuite,

y = 0 donne 3x = 349 qui ne fournit pas de solutions.

y = 1 donne 3x3 4 x — 345 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 & 4 n’est solution.
y = 2 donne 3x> 4+ 2x — 317 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 2 4 n’est solution.
y = 3 donne 3x3 4+ 3x — 241 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 2 4 n’est solution.
y = 4 donne 3x> +4x — 93 = 0 dont seul x = 3 est solution.

7 ={(3,4).

Correction de I’exercice 15 A

Six>5et5 < k<x, alors k! est divisible par 2.5 = 10. D’autre part, 1! 42!+ 3! 44! =33 et le chiffre des
unités de Y ;_ k! est 3. Y7, k! n’est donc pas un carré parfait car le chiffre des unités (en base 10) d’un carré
parfait est & choisir parmi 0, 1, 4, 5, 6, 9. Donc, x < 4. Ensuite, 1! =1= 12 puis 1! 4+2! =142 =3 n’est pas
un carré parfait, puis 1! +2!+3! =9 = 32 puis 1!+ 2!+ 3! 44! = 33 n’est pas un carré parfait.

< ={(1,1),(3,3)}.

Correction de I’exercice 16 A

1071 —1 107 —1
n:9+8(10+102+...+10P—1)+4(10P+...+1021’—1):9+801071+4.10P T
1 1 2.107 + 12
:5(81+80(10P*1—1)+4.10P(101’—1)):5(4.102P+4.10P+1)= <3+> ,
(ce qui montre déja que n est le carré d’un rationnel). Maintenant,
)4 )4 4
2107 +1 =209+ 1) +1=2.Y ko +1=3+2Y) k3% =3(1+2) k3 ),
k=0 k=1 k=1

(2.103p+1)

et 2.107 4- 1 est un entier divisible par 3. Finalement, n = est bien le carré d’un entier.

Correction de I’exercice 17 A

Pour k € N, posons a; = 11...1 (k+ 1 chiffres 1 en base 10).

Soit n un entier naturel quelconque.

La division euclidienne de a; par n s’écrit : a; = n.qy + ry ou gy et ry sont des entiers naturels tels que 0 < r <
n—1.

Les n+ 1 entiers ry,..., 1, sont a choisir parmi les n entiers 0, 1,..., n — 1. Les n+ 1 restes considérés ne peuvent
donc étre deux a deux distincts. Par suite,

k) eEN?JO<k<I<netr,=r.
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Mais alors, a; — a; = (q; — qx)n est un multiple de n. Comme a; — a; = 11...10...0 (I — k chiffres 1 et k+ 1
chiffres 0), on a montré que tout entier naturel admet un multiple de la forme 11...10...0 = 11...1.10X. Si de
plus 7 est impair, non divisible par 5, alors n est premier 2 2 et 2 5 et donc a4 10X, D’apres le théoréme de
GAUSS, ndivise 11...1.

Correction de I’exercice 18 A

1ou? = (2" +1)2 =22+2 4 22 1 1 = 10...010...015 (n — 1 puis n+ 1 chiffres 0)

2.
u:)l — (2n+1 4 1)3 — 23n+3 +3'22n+2+3'2n+1 + 1 — 23n+3 + (2+ 1)‘22}1‘%2_’_ (2+ 1)'2n+1 + 1
=33 4 923y o242 4 pnt2 4 pntl 4 1 =10...0110...0110...01,
(n— 1 puis n — 1 puis n chiffres 0)
3.

uz o ui + U, = 23n+3 + 3'22n+2 + 3.2n+1 + 1— 22n+2 o 2n+2 -1 +2n+l + 1= 23n+3 _|_22n+3 + 2n+2 + 1
=10...010...010...01

(n— 1 puis n puis n+ 1 chiffres 0)

Correction de I’exercice 19 A

1. Soit n € N*. Posons n = ZfzoaklOk, ou p e N, et Vk € {0,...,p}, ar € {0, ...,9}, et a,, # 0. Le nombre
de chiffres de n est alors p+ 1. L’entier p vérifie 107 < n < 10P*! ou encore p <logn < p+ 1. Par suite,
p = E(logn). Ainsi, le nombre de chiffres de n en base 10 est E(logn) + 1.

o(n+1)
o(n)

2. Pour n € N*, posons u, =

(a) Soit n € N*. Posons n = a,10” + ... + 10a; + ag = a,...arag,,. Si au moins un des chiffres de n
n’est pas 9, on note k le plus petit indice tel que a; # 9. Alors, 0 <k < p—1letn=a,..a9..9

etn+1=ap...ary1(ap+1)0...0,,. Dans ce cas, si k =0,

Sil<k<p-—1,

on+1)  ap+..+a+1 < ap+..+tar+1

_ < —1<2.
o(n) ap+..+ar+9% " a,+..+a+1

Sinon, tous les chiffres de n sont égaux a 9, et dans ce cas,

o(n+1) 1

o) opt1) 52

Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, on a u, < 2. La suite u est donc bornée.
* _o(10r) 1 . . L.
Pour p € N*, ujpr_1 = S0r—1) = 9p° La suite extraite (#10r—1)pen converge et a pour limite 0.

P . . ..
Pour p € N*, ujpr = G((;lgoj)l) = % = 2. La suite extraite (40, ) pery converge et a pour limite 2 # 0.

On en déduit que la suite u diverge.
(b) Avec les notations du a), 1 < o(n) <9(p+1) =9(E(logn)+1) < 9(logn+1).
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(c) Soitn € N*. 1 < {/o(n) < /9(logn+1) = exp(L(In9+In(1+ lglln())' Les deux membres de cet
encadrement tendent vers 1 et donc la suite ({/0(n)),>1 converge et lim,,_, 1. v/ (n) = 1.

Correction de ’exercice 20 A

1. (Formule de LEGENDRE) Soit # un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Si p est un nombre premier qui divise n! = 1.2...n, alors p est un facteur premier de I’un des entiers 2,...,
n et en particulier, p < n. Réciproquement, il est clair que si p est un nombre premier tel que p < n, p
divise n!. Les facteurs premiers de n! sont donc les nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

Soit donc p un nombre premier tel que p < n. Pour trouver 1’exposant de p dans la décomposition
primaire de n!, on compte 1 pour chaque multiple de p inférieur ou égal a n, on rajoute 1 pour chaque
multiple de p? inférieur ou égal a n, on rajoute encore 1 pour chaque multiple de p? inférieur ou égal a
n... et on s’arréte quand I’exposant k vérifie p* > n.

In
n}pkﬁlnn2klnp<:>k<£,

(car Inp > 0). Dong, si k > E(E—Z) +1, alors p* > n.

Dit autrement, 1’exposant de p est la somme du nombre de multiples de p inférieurs ou égaux a n, du
nombre de multiples de p? inférieurs ou égaux a n, du nombre de multiple de p? inférieurs ou égaux a
n... et du nombre de multiples de p=(n?/np),

Soit k un entier tel que 1 <k < E ({;‘—Z) et K un entier naturel.

k 1 n n
I<Kp'<ne <K< 3 & 1<K<E().
p p p

Il'y adonc E (ﬁ) multiples de p* compris au sens large entre 1 et n. On a montré que I’exposant de p
dans la décomposition de n! en facteurs premiers est

)V E(Z) +E(5) + ..

E( »

P)+E(P

2. L’exposant de 5 dans la décomposition primaire de 1000! est

1000 1000 1000 1000
—7;J+E@——J+E@§?J+Ec§fozzmH40+8+1:zw.

E( 32

L’exposant de 2 est évidemment supérieur (il y a déja au moins 500 nombres pairs entre 1 et 1000). Donc,
la plus grande puissance de 10 divisant 1000! est encore la plus grande puissance de 5 divisant 1000!, a
savoir 249. L’écriture en base 10 de 1000! se termine par 249 zéros.

Correction de I’exercice 21 A
(Petit théoreme de FERMAT) Soit p un nombre premier.

1. Soit p un nombre premier et k un entier telque 1 <k<p—1. Ona kCﬁ = pCﬁ:ll. Donc, p divise ka,.
Mais, p est premier et donc p est premier a tous les entiers compris entre 1 et p — 1 au sens large. D’apres
le théoreme de GAUSS, p divise C1’§.

2. Soit p un nombre premier. Montrons par récurrence que Va € N*, a”? = a (p).

C’est clair pour a = 1.

Soit a > 1. Supposons que a” = a (p). On a alors
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P p—1
(a+1)P = ZCIIZak =a’+1+ Z Cllgak
k=0 =1
=a’+1(p) (dapres 1))
=a+1(p) (parhypothese de récurrence)

On a montré par récurrence que Va € N*, a” = a (p).

Correction de I’exercice 22 A

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Supposons que (p—1)! = —1 (p). 1l existe donc un entier relatif a tel que (p— 1)! = —1+ap (x).

Soitk € {1,...,p—1}. L'égalité (x) s’écrit encore k(—[1; 4 j) +ap = 1. Le théoreme de BEZOUT permet alors
d’affirmer que k et p sont premiers entre eux. Ainsi, p est premier avec tous les entiers naturels éléments de
{1,...,p— 1} et donc, p est un nombre premier.
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