Exo7

Suites

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 ***[T

Soient (u,),cn une suite réelle et (v,),cn la suite définie par : Vn € N, v, =

uo+ur+...+u,
n+1 :

1. Montrer que si la suite (u,),cn vers un réel /, la suite (v,),en converge et a pour limite ¢. Réciproque ?
2. Montrer que si la suite (u,),cn est bornée, la suite (v, ),en est bornée. Réciproque ?

3. Montrer que si la suite (u,),en est croissante alors la suite (v,),en 1est aussi.

Correction V [005220]

Exercice 2 ***

Soit (uy,),en une suite réelle. Montrer que si la suite (u,),en converge au sens de CESARO et est monotone,
alors la suite (u,),en converge.

Correction V [005221]

Exercice 3 **IT

Pour n entier naturel non nul, on pose H, =Y ;_, % (série harmonique).

1. Montrer que : Vn € N*, In(n+1) < H, < 1+1n(n) et en déduire lim,,_, o H,.

2. Pour n entier naturel non nul, on pose u, = H, —In(n) et v, = H, —In(n+ 1). Montrer que les suites
(uy) et (v,) convergent vers un réel y € [%, 1] (y est appelée la constante d’EULER). Donner une valeur
approchée de 72 1072 pres.

Correction V [005222]

Exercice 4 **

1

Soit (uy)sen une suite arithmétique ne s’annulant pas. Montrer que pour tout entier naturel n, ona )} =

n+1
uoUp41
Correction V [005223]
Exercice 5 **
: n 1
Calculer hm,HJroo Zk:l T2 12
Correction V [005224]

Exercice 6 ***

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose uy = a et vop = b puis, pour n entier naturel donné,
Upi1 = % et Vyr1 = \/Un+1vn. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et que leur limite commune
P s bsin(arccos(}))
est égale a ———=2+
arccos(y )



http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

Correction V [005225]

Exercice 7 **
Limite quand n tend vers +oo de

sinn
1. son

2. (1+ 47,

3. n!

o

6. vVn+1—/n,

zn: k2
7. Bk,

8. T, 242"

Correction V [005226]

Exercice 8§ **
Etudier la suite (u,) définie par Vn+1—/n= ﬁ

Correction V [005227]

Exercice 9 **T Récurrences homographiques

Déterminer u, en fonction de n quand la suite u vérifie :

Up

1. VneN, uyy1 = 3o

4(up—

2. VneN, upy == D (ne pas se poser de questions d’existence).

Correction V [005228]

Exercice 10 **
Soient (u,) et (v,) les suites définies par la donnée de ug et v et les relations de récurrence

2u, + vy U, +2v,
Upt] = —3 ety = 3
Etudier les suites u et v puis déterminer u, et v, en fonction de n en recherchant des combinaisons linéaires
intéressantes de u et v. En déduire lim,,_, 1 o 1, €t lim,,_, 1 o V.
Correction V [005229]

Exercice 11 **
Soient (uy), (v,) et (wy,) les suites définies par la donnée de ug, vy et wy et les relations de récurrence

Vi + Wy Up+Wwy Up+ vy
Upt+1 = 72 s Vel = 72 et Wnptl = 72 .

Etudier les suites u, v et w puis déterminer u,, v, et w, en fonction de n en recherchant des combinaisons
linéaires intéressantes de u, v et w. En déduire lim,,_, ;oo 4y, limy,—s 1+ oo Vet limy,— 4 oo Wy,.
Correction V [005230]




Exercice 12 ***
Montrer que les suites définies par la donnée de ug, vy et wy réels tels que 0 < ug < vo < wy et les relations de
récurrence :

3 1 1 1
=—+—+—ctvy = \3/ UpVpWp €L Wy = m

3 b
Up+1 Up Vn  Wp

ont une limite commune que 1’on ne cherchera pas a déterminer.
Correction V¥ [005231]

Exercice 13 ***

Soit u une suite complexe et v la suite définie par v, = |u,|. On suppose que la suite (y/v,) converge vers un
réel positif /. Montrer que si 0 < ¢ < 1, la suite (u,) converge vers 0 et si £ > 1, la suite (v,) tend vers +oo.
Montrer que si ¢ = 1, tout est possible.

Correction ¥ [005232]

Exercice 14 ***

1. Soit u une suite de réels strictement positifs. Montrer que si la suite (“£L) converge vers un réel £, alors

1
Uy
({/uy) converge et a méme limite.
2. Etudier la réciproque.
3. Application : limites de

(CYRRVA

() 7,

Correction V¥ [005233]

Exercice 15 *

Soient u et v deux suites de réels de [0, 1] telles que lim,,—, ;o v, = 1. Montrer que (u,) et (v,) convergent
vers 1.

Correction V¥ [005234]

Exercice 16 **

Montrer que si les suites (#2) et (1) convergent alors (u,) converge.
Correction ¥ [005235]

Exercice 17 ***T

. . n n+1
Etudier les deux suites u, = (1+1)" etv, = (1+1)"".
Correction V [005236]
Exercice 18 **T
Etudier les deux suites u, = Y _ % etv, =u,+ ﬁ
Correction V¥ [005237]

Exercice 19

Etudier les deux suites u, = <):Z:1 ﬁ) —2vn+1lety,= (Zzzl ﬁ) —24/n.

Correction V¥ [005238]




Exercice 20 **T
Déterminer u,, en fonction de n et de ses premiers termes dans chacun des cas suivants :

1. VneN, du, 1y = 4,1 + 3u,.

2. VneN, du, o = u,.

3. VneN, duy o = 4upyy + 3u, + 12.
4. VneN =L 1

TS n+2 un+1 Un

5.Vn>2, uy =3uy_ 1 —2up_n+n’.
6. Vne N, u,3—6u,0+ 1uyr1 —6u, =0.

7. Vn €N, uprg — 2up43 + 240 — 2t + 1y = 1.

Correction V [005239]

Exercice 21 **%*
Onposeu; =1let,Vn e N* u, 1 =1+ % Montrer que lim,—; oo (1, — /1) = %
Correction V¥ [005240]

Exercice 22 ***
Montrer que, pour n > 2,

cos 25 \/2 +vV2+...4+v2 (n— 1 radicaux) et s1n \/2 24 ...+ f 2 (n— 1 radicaux).

En déduire lim,,_, ;.. 2" \/ 2—V2+...4 /2 (nradicaux).

Correction V [005241]

Exercice 23 ***

1. Montrer que pour x réel strictement positif, on a : In(14x) < x < (1+x)In(1 +x).
2. Montrer que [T}_; (1+ %)k <e" <ITi; (1+ %)Hl et en déduire la limite quand n tend vers +oo de ?

Correction V [005242]

Exercice 24 *#%*

Soit (u,) = (%) avec p, € Z et g, € N*, une suite de rationnels convergeant vers un irrationnel x. Montrer

que les suites (|p,|) et (¢,) tendent vers +oo quand n tend vers +oo.
Correction ¥ [005243]

Exercice 25 **
Donner un exemple de suite (u,) divergente, telle que Vk € N*\ {1}, la suite (u,) converge.
Correction ¥ [005244]

Exercice 26 ***]
Soit f une application injective de N dans N. Montrer que lim,,_, ;o f (1) = 0.
Correction V¥ [005245]




Exercice 27 ***]
Soit u, ’'unique racine positive de 1’équation x" +x — 1 = 0. Etudier la suite (uy,).
Correction V [005246]

Exercice 28 **#*]
Etude des suites (u,) = (cosna) et (v,) = (sinna) ol a est un réel donné.

1. Montrer que si 5 est rationnel, les suites u et v sont périodiques et montrer dans ce cas que (u,) et (v,)
convergent si et seulement si a € 277Z.

2. On suppose dans cette question que 5 est irrationnel .

(a) Montrer que (u,) converge si et seulement si (v,) converge .
(b) En utilisant différentes formules de trigonométrie fournissant des relations entre u,, et v,, montrer
par I’absurde que (uy,) et (v,) divergent.

3. On suppose toujours que 5~ est irrationnel. On veut montrer que I’ensemble des valeurs de la suite (u,,)
(ou (v,)) est dense dans [—1, 1], c’est-a-dire que Vx € [—1,1], Ve >0, In € N/ |u, — x| < € (et de méme
pour v).

(a) Montrer que le probléme se rameéne a démontrer que {na + 2k, n € Netk € Z} est dense dans R.

(b) Montrer que E = {na+2kn, n € Netk € Z} est dense dans R (par ’absurde en supposant que
inf(ENR*.) > 0 pour en déduire que 5~ € Q).

(c) Conclure.

Correction V [005247]

Exercice 29 *#**
Montrer que ’ensemble E des réels de la forme u,, = sin(In(n)), n entier naturel non nul, est dense dans [—1, 1].
Correction ¥ [005248]

Exercice 30 ***
Calculer infy¢)o z((Sup,en(|sin(na)l)).
Correction V [005249]

Exercice 31 **I
Soit (u,) une suite réelle non majorée. Montrer qu’il existe une suite extraite de (u,) tendant vers +-oo.
Correction ¥ [005250]

Exercice 32 ***

Soit (u,) une suite de réels éléments de ]0, 1] telle que Vn € N, (1 — u,)u,41 > 5. Montrer que (u,) converge
vers 1.

CorrectionV [005251]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit € > 0. Il existe un rang ny tel que, si n > ng alors |u, — | < % Soit n un entier naturel strictement
supérieur a ng.

n
’Vn_€| Z u—AL| = Z
1=
1 n no 1 n
<n+1k§6|uk— |_T;)uk— |+ +1kn20‘,+1‘”k—€|
1 1 U 1 e
n+12'k*'+ LS n+12'k* vy

1 Z| £|+8
= u_ p—
n+1/= g 2

Maintenant, };° , |ux — £| est une expression constante quand n varie et donc, lim,,_, ;. nlﬁ Yl lu—0 =
0. Par suite, il existe un entier n; > ng tel que pour n > ny, nlﬁ ZZO:O lup — ¢ on a alors
lvp — €| < 5§45 =¢€. On amontré que Ve >0, 3n; € N/ (Vn € N)(n > ny = |v, — | < €). La suite (v,)
est donc convergente et lim,,_, ;o v, = £.

Si la suite u converge vers ¢ alors la suite v converge vers . I

La réciproque est fausse. Pour n dans N, posons u, = (—1)". La suite (u,) est divergente. D’autre part,
pour n dans N, ¥#_,(—1)¥ vaut 0 ou 1 suivant la parité de n et donc, dans tous les cas, |v,| < Par
suite, la suite (v,) converge et lim,_, ;o v, = 0.

n+1

2. Si u est bornée, il existe un réel M tel que, pour tout naturel n, |u,| < M. Pour n entier naturel donné, on
a alors

n

) M=
k=0

1 & 1
< — <
[vnl n+1,§()|uk| n+1

La suite v est donc bornée.

Si la suite u est bornée alors la suite v est bornée. '

La réciproque est fausse. Soit u la suite définie par : Vn € N, u, = (—1)"E (}) = {

1(n—i—l)M:M.

psin=2p, peN

—psin=2p+1,peN "’
u n’est pas bornée car la suite extraite (u2,) tend vers 4o quand p tend Vers +<>° Mais, si n est impair,
v, =0, et si n est pair, v, = X Uy = et dans tous les cas |v,| < 1_ntl % et la suite

n
2(nt1)> n+1 2 N+l 2
v est bornée.

n+1

3. Si u est croissante, pour n entier naturel donné on a :

k=0 k=0

1 n+1 1 n 1 n+1 n
= —— R - 1 —(n+2
Vgl —Vn n+22uk n_HZMk CENCED) (n+1) Y we—(n+2) Y we

n 1 n
= m <(l’l+ Dtyg1 — Z uk) = m Z(un+1 —u) =0.

k=0 k=0

La suite v est donc croissante.



Si la suite u est croissante alors la suite v est croissante. '

Correction de I’exercice 2 A

Supposons sans perte de généralité u croissante (quite a remplacer u par —u). Dans ce cas, ou bien u converge,
ou bien u tend vers +oo. Supposons que u tende vers oo, et montrons qu’il en est de méme pour la suite v. Soit
A € R. Il existe un rang ng tel que pour n naturel supérieur ou égal a ng, u,, > 2A. Pour n > ny+ 1, on a alors,

1 & (n—np)2A
uy + g | 2 ——) up+-——7-—
Y n+1<Z k knzo'+1 k) +1k§6k n+1
Maintenant, quand n tend vers oo, n}rl Yl ouk+ % tend vers 2A et donc, il existe un rang n; a partir
duquel v, > n+l Yl ou % > A. On amontré que : Vn € N, In; € N/ (Vn € N), (n > n; = v, > A).

Par suite, lim,_, 4 v, = +<>° Par contraposition, si v ne tend pas vers +oo, la suite # ne tend pas vers oo et

donc converge, d’apres la remarque initiale.

Correction de I’exercice 3 A

1. La fonction x — % est continue et décroissante sur |0, +oo[ et donc, pour k € N*, on a :

1 1 k] 11
] —k)—— < A< (k1 —K)- = -
i1 KkHI=h) /k s ktl=k)p =g

Donc, pour k > 1, % > f k+l 1 dx et, pour k > 2, % fk 1y 1 dx. En sommant ces inégalités, on obtient

pourn > 1,

1 n k+1 1 n+l |
%22/]( fdx:/l ;dlen(n+l),

et pour n > 2,

n
H,,:1+Z 1+Z/ fdx—l—l—/ ~dx=1+Inn,
=k 1X

cette derniere inégalité restant vraie quand n = 1. Donc,

VneN* In(n+1) < H, < 1+Inn.

2. Soit n un entier naturel non nul.

1 1 n+l 1 n+1 1 1
—ty = —— —1 1)+1Inn= = —dx= S
Upgt = Un = = n(n+1)+Inn — /n L dx /n (n+1 ,

car la fonction x — 1 décroit sur [n,n+ 1]. De méme,

1 . 5 . . 1 n+21 n+2
et == g )t )= [ s [ (

car la fonction x — 1 décroit sur [n+ 1,n+2]. Enfin,

1
up—vy=In(n+1)—Inn=1In <1+n>

>dx<0

1
)dx}O



et donc la suite # — v tend vers O quand »n tend vers +oo. Finalement, la suite u décroit, la suite v croit et
la suite u — v tend vers 0. On en déduit que les suites u et v sont adjacentes, et en particulier convergentes
et de méme limite. Notons v cette limite. Pour tout entier naturel non nul #, on a v, < ¥ < u,, et en
particulier, v3 < ¥ < u; avec v3 =0,5... et u; = 1. Donc, y € [%, 1]. Plus précisément, pour n entier
naturel non nul donné, on a

-2

10 1 1
0<up—vy, < <:>ln<1+> <0,005e - <" _1eon> =199,5... & n > 200.
n n

2 e0,00S —1

-2 -2 . . N N
Donc 0 < y—vip0 < % et une valeur approchée de vygp a % pres (c’est-a-dire arrondie a la 3 eme
décimale la plus proche) est une valeur approchée de v a 10~2 prés. On trouve ¥ = 0,57 4 1072 prés par
défaut. Plus précisémént,

Y=0,5772156649... (v est la constante d’EULER). I

Correction de I’exercice 4 A
Soit r 1a raison de la suite u. Pour tout entier naturel k, on a

ro_ Wk —ug 1 1

UUj+1 UgUk41 Ug U1

En sommant ces égalités, on obtient :

I’i 1 :i(l_ 1)21_ 1 :unﬂ—uo:(n—l-l)r.

up  Upti Uoln+1 Uoln+1

%, et si r =0 (et up # 0), u est constante et le résultat est immédiat.

Correction de ’exercice 5 A

Soit k un entier naturel non nul. On sait que Y'*_, 2 = w. Déterminons alors trois réels a, b et c¢ tels

que, pour entier naturel non nul k,

6 _g+ b L c (%)
k(k+1)2k+1) k k+1 2k+1°7

Pour k entier naturel non nul donné,

a. b Lo _a(k+1)(2k+1)+bk(2k+1)+ck(k+1)  (2a+2b+c)k*+ (3a+b+c)k+a
k' k+1 ' 2k+1 k(k+1)(2k+1) B k(k+1)(2k+1)
Par suite,
2a+2b+c=0 a==6
(x) <=4 3a+b+c=0 << b=6 ,
a=06 c=-24
et donc,
“ 6 LI L | L 1
IPYS\ ) p— —— g U ) S -
,;k(k+1)(2k+l) (k_lk k;kJrl k_12k+1>

Ensuite, d’apres 1’exercice 3, quand n tend vers +oo, Y/, % =1Inn+7y+o(1) puis



n 1 n+11 1
Y —=Y - =H, —1=-14+In(n+1)+y+o(l)=Inn+In (1 + ) +y—1+0(1)=Inn+y—1+o(1).
okl Sk n
Enfin,
n 1 2n+11 "o 1
Y=t Y Y o=t Ha — 5 H,
=2k +1 =k =2k 2

1 1 1 1
zln(2n—|—1)—|—}/—E(lnn—i—y)—l—l—o(l) =In2+Inn+In <1+2n) —|—}/—§1nn—§}/—1—|—0(1)

1 1

Finalement, quand » tend vers +oo, on a

d 1
k; 12422 4. 4k

1 1
=6 (lnn+}/+lnn—|—y— 1-4 <2lnn+ln2+2}/— 1)) =6(3—4In2)+o(1).

Donc,

limy, s oo Y| gz = 6(3 —41n2).

Correction de I’exercice 6 A

Posons o = arccos 7. @ existe car 0 < j < 1 et est élément de ]O, z [ De plus, a = bcosa. Enfin, pour
a

tout entier naturel n, 5 € ]0, %[ et donc, cos g; > 0. On a ug = bcosa et vo = b puis u; = %(uo +w) =

2

2(1+cosa) =bcos® § etvy = \/ujvg = y/bcos? $ x b= bcos § puis ur = 5 cos §(1+cos $) = bcos § cos? &

etvy = \/ bcos 5 cos2 X bcos § = bcos § cos 75... Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non

22
nul n, v, = ka 1 €OS 2k et u, = v, cos 2,, C’est vrai pour n = 1 et si pour n > 1 donné, on a v, = b[];_, cos ¢

et Uy = v, COS 5, % alors,

2

2
2n+l

1
Upy1 = 2(vncos +Vy) = vy, cos

2"
puis

o o
Vil = /Uni1Vn = V5 COS —— St (car cos — TS > 0),

etdonc, v,y = bHZ*% cos zk PUis U, +1 = V11 COS 7 5Z.. On a montré par récurrence que

Vn € N*, v, = b[Ti_ cos 5 et u, = v, cos 3.

Pour tout entier naturel non nul n, ona v, > 0et v"* L =cos 5 52 < 1. La suite v est donc strictement décroissante.
Ensuite, pour tout entier naturel non nul #, on a un >0et

a 2
Untl  Vpy1 COSopT  COS 2n+1 1 <1 1

u, Vn  COS g cos 2

1
—F | >=(1+1)=1.
cosg‘,Z) 2(+)

La suite u est strictement croissante. Maintenant, pour n € N¥,



" sin 2k i

vn—bHcos —bH 2s1n§

sin o
2” sin ?
Donc, quand n tend vers +oo, v, ~ 2;“3‘ = S‘g“, puis u, = v,cos 5r ~ v, ~ 8% Ainsi, les suites u et v sont
. . . /h2 _
adjacentes de limite commune p3n% — V02—
o arccos(g)
Correction de I’exercice 7 A
1. Pour n € N*, Sm”‘ % Comme -, 1 —> 0,8n2 __ 0,
n—y—4-o0

hmn_}_’_m sinn O

2. Quand n tend vers oo, In ((1 + %)") =nln(1+1)~nx!1=1 Donc,In ((1 + %)n> tend vers 1 puis,

(14 1)" = enn(+1/m) tend vers ! = e.

limy e (1+ 1) =e.

| .
3. Pour n € N*, posons u,, = Z.. Pour n entier naturel non nul, on a
n n

Mn+1:(”+1)!>< n" _ (. ": 1+1 _".
Up n! (n+1)m+l n+1 n

Donc, quand n tend vers +oo, “2tl = g=nIn(l+1/n) — g=n(l/nto(l/m) — g=1+o(l) = Ainsi, “2:L tend vers
n n

% =0.36... < 1. On sait alors que lim,,_, .o tt, = 0.

; nl _
llmn_H_w e

0.

2 g 12 2 1\2
4. Pourn > 1, % <u, < (nf 22) . Or, ("+2)1 — et (n+l 22) tendent vers 1 quand n tend vers oo et
(n—3) (n—3)*—1 (n—3) (n=3)>~1 o
donc, d’apres le théoreme de la limite par encadrement, la suite u converge et a pour limite 1.

n l n
5. Quand n tend vers +oo, v/n? = en In(n?) _ p2Inn/n _ e*(D) et donc v/n? tend vers 1.

limy,_ 4o V12 = 1. I

1
6. Vn+1—y/n= T —0
R T

6n3 6on>

=)
W)
A=

10



Lyn k. _
8. [T}, 2¢/% = 22X15%7_ Pour x réel, posons f(x) = Y7_ kx*"1. f est dérivable sur R en tant que
polyndme et pour tout réel x,

Pour x # 1, on a donc

xﬁ4—1>kw:jn+1p%x—1y—gw4—1)_nwﬂ-4n+1pm+y

= 1 TGy

x—1

k _f(l) B 2n"+1*”zi"l+1

En particulier, Y, 507 = f (5 e — 4 (d’apres un théoreme de croissances comparées).
2

Finalement,

ﬁzk/zk 042 g,
k=1

Correction de ’exercice 8 A
Soit n € N,

1

P &2 = 1
NIET™ Vintu, =vVn+1+vn

1
=vn+l—vn&2yntu, = ————
v vn+1—+/n

dndu,) = (Vn+1+vn)? <u, = —n+%(2n+1+2\/n(n—|—l))
@mn:%@4n+1+2wmn+n)

Par suite, quand n tend vers +oo,

11 1 ] 1 1
PRI B/ NS (Y S UE P DU L VL
27172 472 n 472 i
n
S B 11 1
=ty =g+ o= +o(l).
1+1+1

La suite (u,) converge et a pour limite %

Correction de I’exercice 9 A

1. Calcul formel de u,. Soit x € R. =%~ = x < 2x* —2x =0 < x = 0 oux = 1. Pour n entier naturel donné,

3-2x
on a alors
Uy _
Upr1—1 3704, 1 ~ 3up,—3 _3un—1
= = = = .
Un+1 3*5Mn Un Un
. up,—1 _ Aanug—1 : — U
Par suite, *— = 3"=—, puis u, = =3 (wo—1)"

4(x—1)

T =XS x2 —4x+4 =0 < x = 2. Pour n entier naturel donné, on

2. Calcul formel de u,. Soit x € R.
a alors

11



1 1 ty w,—2+2 1 1

w1 =2 M) 5" 2 —2)  2(uy-2) 2 w2
Un
Parsuite,M”%z:%jLﬁ’puisun:sz%.

Correction de ’exercice 10 A

Upt1 — Up = %(Vn - ”n)

Pour tout entier naturel n, on a ¢ v, |1 —v, = %(v,, —uy,) . La derniere relation montre que la suite v — u
Vntl = Unt1 = %(Vn — )

garde un signe constant puis les deux premiéres relations montrent que pour tout entier naturel n, sgn(u, 1 —

up) = sgn(v, — uy) et sgn(vy4; —v,) = —sgn(v, —u,). Les suites u et v sont donc monotones de sens de

variation opposés. Si par exemple up < vy, alors, pour tout naturel n, on a :

uy < Uy < Up1 < Vgl SV < V0.

Dans ce cas, la suite u est croissante et majorée par vo et donc converge vers un certain réel /. De méme, la
suite v est décroissante et minorée par ug et donc converge vers un certain réel ¢'. Enfin, puisque pour tout
entier naturel n, on a u, ] = 2“”% on obtient par passage a la limite quand »n tend vers I’infini, ¢ = MTM/ et
donc ¢ = /'. Les suites u et v sont donc adjacentes. Si ug > vy, il suffit d’échanger les roles de u et v. Calcul
des suites u et v. Pour n entier naturel donné, on a v, — U, = %(v,, — uy). La suite v — u est géométrique
de raison % Pour tout naturel n, on a donc v,, — u,, = 3—1"(v0 —up). D’autre part, pour n entier naturel donné,
Vut+1+ Un+1 = v +u,. La suite v+ u est constante et donc, pour tout entier naturel n, on a v, + u, = v + up.
En additionnant et en retranchant les deux égalités précédentes, on obtient pour tout entier naturel » :

L (vo+t0-+ 2 (vo —10) ) etv, = = (vo-+1t0 — o= (vo — o)

U, =~ | vo+up+—Wwo—u etv, == | vo+uy—=—wo—up) ).

n =5 (Votuo+ 5 (vo—uo n =5 (Votuo =z (vo—to

En particulier, £ = ¢’ = w

Correction de I’exercice 11 A

Pour tout entier naturel #, on a u, | — v,11 = —%(un —v,) etdonc, u, —v, = (—%)n(uo—vo). De méme, en

échangeant les roles de u, v et w, v, —w, = (—%)n (vo —wp) et wy, —u, = (—%)” (wo — vo) (attention, cette

derniere égalité n’est autre que la somme des deux premieres et il manque encore une équation). On a aussi,
Upi1+ Vet +Wnt1 = U + v, +w, et donc, pour tout naturel n, u, +v, +w, = ug+vo + wp. Ainsi, u,, v, et wy
sont solutions du systéme

Yy — Uy = (—%)"(vo—uo)
Wy — Uy = (—%)n(wo—uo)
Up+Vn+wp =up+vo+wo

Par suite, pour tout entier naturel n, on a

( " 2uo—vo—wo)>

)+ (=3)
(o +vo+wo) + (—5)
Wy, = % ((M0+V0+Wo) + (—z)n (—uo —Vo—|—2W0)>

up = =z | (1o +vo+wo

N—= N|—

(
"

W= W=

v, = —ug+2vp — w0)>

—

Les suites u, vetw convergent vers W‘

Correction de ’exercice 12 A
Montrons tout d’abord que :
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3 X+y+z

3
V(Xa)’al) 6]07+°°[ ’ (x<y<z2> T 1.1 SVAYZ S 3 )
xty Tz
Posons m = x*g’“ g = xyzeth= ¢ l e Soient y et z deux réels strictement positifs tels que y < z. Pour

x €]0,y], posons
u(x) =Inm—Ing =1In (#) - % (Inx+Iny+Inz).

u est dérivable sur |0,y] et pour x €]0,y],

, 1 1 1 1
Wx)y=————<——— =

x+y+z 3x x+x+x 3x
u est donc décroissante sur |0,y] et pour x dans ]0,y], u(x) > u(y) =In (2y3+z) — 1(2Iny+1Inz). Soit z un réel

strictement positif fixé. Pour y €]0,z], posons v(y) = In <%) — 1(2Iny+1nz). v est dérivable sur |0, ] et pour

y €]0,z],
2 2 2 2
<

/ _ _~
) 2y+z 3z 3z 3Z

v est donc décroissante sur ]0,z} et pour y dans ]0,z], on a v(y) = v(z) = 0. On vient de montrer que g < m. En
appliquant ce résultat a -, | et %, on obtient é < % et donc i < g. Enfin, m < Z*g“ zeth>

JJ

= X.

1 1
Tty

1,
X

Finalement,

x<h<gsm<z

Ce résultat préliminaire étant établi, puisque 0 < up < vo < wop, par récurrence, les suites u, v et w sont définies
puis, pour tout naturel n, on a u, < v, < wy, et de plus up < u, < tpyp1 < wpp1 < wy, < wp. La suite u est
croissante et majorée par wy et donc converge. La suite w est décroissante et minorée par ug et donc converge.
Enfin, puisque pour tout entier naturel n, v, = 3w,41 — u, — wy, la suite v converge. Soient alors a, b et c les
limites respectives des suites u, v et w. Puisque pour tout entier naturel n, on a 0 < ug < u,, < v, <wy,, onadéja
par passage a la limite 0 < up < a < b < c. Toujours par passage a la limite quand n tend vers oo :

%:é‘i‘%"‘% 2bc = ab +ac b—2c—a
b = v/abc &9 b =ac &<, 2 < (a=cetb=c)ou(a=4cetb=—2c).
a-—5Sac+4c” =0
c:“+§+" a+b=2c
b = —2c est impossible car b et ¢ sont strictement positifs et donc, a = b = ¢. Les suites u, v et w convergent

vers une limite commune.

Correction de ’exercice 13 A
Supposons que la suite (/v,) tende vers le réel positif /.

* Supposons que 0 < £ < 1. Soit € = 1;4.

n 17—1—/
¢ est un réel strictement positif et donc, Ing € N/ Vn € N, (n = ng = /v, < £+ 5% )

Pour n > ny, par croissance de la fonction ¢ — ¢ sur R™, on obtient |u,| < (Hﬂ) Or, 0< H[ < i =1

et donc 1” " tend vers 0 quand 7 tend vers +oo. Il en résulte que u, tend vers 0 quand n tend Vers oo,
q q q

* Supposons que £ > 1. dng € N/ Vn e N, (n = ng = /v, > -5 = 1T+K) Mais alors, pour n > ng,

|up| > (HZ ) Or, Hé > 1 =1, et donc (“2”3) tend vers oo quand n tend vers +co. Il en résulte que
|u,| tend vers +oo quand n tend vers +oo.

13



Soit, pour « réel et n entier naturel non nul, u,, = n%. u, = e*» tend vers 1 quand n tend vers +oo, et ceci
pour toute valeur de . Mais, si & < 0, u, tend vers 0, si @ =0, u,, tend vers 1 et si o > 0, u, tend vers oo,
Dong, si ¢ = 1, on ne peut rien conclure.

Correction de ’exercice 14 A

1. Supposons £ > 0. Soit € un réel strictement positif, élément de ]0,¢[. Ing e N/Vn e N, (n > ngp=0<
n

-5 < ”;:‘ <L+ %). Pour n > ng, puisque u, = <, <

Uy Up—1 Up—2 Ung+1
Up—1 Up—2 Up-3 """ Ung

(
Uny, ON A Uy, ({— %)

Un, (f + %)”_"0, et donc

() (0= )" (0= 8) < i < () V7 (04 5) " (04,

Maintenant, le membre de gauche de cet encadrement tend vers £ — £, et le membre de droite rend vers £+

%. Par suite, on peut trouver un entier naturel n; > ng tel que, pour n > ny, (uno)l/ n (Z — %) ~ro/n (€ — %) >

{—¢, et (uno)l/” (f—l—%)_no/" (f—l—%) </{+e¢&. Pourn > ny,onaalors £ — €& < y/u, <+ €. On a montré
que Ve >0, Iny € N/ (VneN), (n>ny = —¢€ < /u, <{+¢€). Donc, {/u, tend vers £. On traite de
fagon analogue le cas ¢ = 0.

2. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit u la suite définie par

VpeN, upp, =al’b’ etuspi = altpP.

(on part de 1 puis on multiplie alternativement par a ou b). Alors, 3/uz, = Vab et 2»{/uzpi1 =
p+1

P . . . AU
a*+1bh%+1 — \/ab. Donc, /u, tend vers v/ab (et en particulier converge). On a bien sir =2 =g

P
uzp

et Zip—ﬁ = b. La suite (%—“) admet donc deux suites extraites convergentes de limites distinctes et est
p n

ainsi divergente. La réciproque du 1) est donc fausse.

. , 2n
3. (a) Pour n entier naturel donné, posons u,, = ( > .

n
upyr  (2n+2) 0 (2n+2)2n+1)  4n+2
w2l (n+1)12 0 (n+1)?2 0 a4l

. 2n
Ainsi, ”Z—“ tend vers 4 quand n tend vers oo, et donc ' ( > tend vers 4 quand n tend vers oo,
n \/ n

n"

(b) Pour n entier naturel donné, posons u, = *-.

Uprr  (n+ )"l < 1)"

- 14 =
Up n (n+1)! +n

Up

Ainsi, = tend vers e quand n tend vers +oo, et donc /u,, = % tend vers e quand n tend vers —+co,
n .

" Vn!
(c) Pour n entier naturel donné, posons u, = ,gfr)l:
uns1  (3n+3)0 n™ nl (Bn+3)Gn+2)Bn+1) (0 \*
u,  (Bn)! (n+1)2t2 (1) (n+1)2(n+1) n+1
3(3n42)(3n+1) 1\
= 1+-) .
(n41)2 n

. -2 1 1
Maintenant, (1 + %) "= g 2nin(l+1/n) — p=2n(;+0(3)) = g=2+0(1) et donc ”Z—“ tend vers 27¢ 2. Par

: 3n)!
suite, 4 /B2 tend vers 2.
n? n! e2
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Correction de ’exercice 15 A
D’apres le théoreme de la limite par encadrement :

0 < uyvy < uy < 1= uconverge et tend vers 1.

Il en est de mé€me pour v en échangeant les roles de u et v.

Correction de ’exercice 16 A

3
Si u2 — 0, alors |u,| = +/|u2| — 0 et donc u, — 0. Si u2 — £ # 0, alors (u,) = (22) converge. (L’exercice n’a

33

d’intérét que si la suite u est une suite complexe, car si u est une suite réelle, on écrit immédiatement u,, = /u;,

(et non pas u, = \/u2)).

Correction de I’exercice 17 A
Les suites u et v sont définies a partir du rang 1 et strictement positives. Pour tout naturel non nul n, on a :

1
Un+1 _ n+2 a n " _ e(n+1)ln(n+2)+nlnn—(2n+1)ln(n+1)
Uy n+1 n+1 ’

Pour x réel strictement positif, posons alors f(x) = (x+ 1)In(x+2) +xInx — (2x+ 1)In(x+1). f est dérivable
sur |0, +oo[ et pour x > 0,

1 2+ 1
f’(x):i12+1n(x+2)+1+lnx—7;jl —2In(x+1)
> 1 2421
:L+]n(x+2)+1+]nx—L—21n(x+l)
x+2 x+1
1

1
— +m+lnx+ln(x+2) —2In(x+1).

De méme, f est dérivable sur |0, +oo[ et pour x > 0,

g1 1 11 2
f(x)_(x+2)2_(x+1)2+;+m_x+1
Cox(x+ 1) —x(x+2)7 + (x+ 1)2(x+2)2 +x(x 4+ 1)2 (x+2) — 2x(x+ 1) (x +2)?

x(x+1)%(x+2)?
L2 = 3x 4 (P 20+ 1) (o HAx+4) + (o +2x0) (22 4 20+ 1) — 2(x% + x) (o« + 4x + 4)
- x(x+1)%(x+2)?
B 3x+4
Cx(xH1)2(x+2)2 >0

S est strictement croissante sur |0, 4-oo[ et donc, pour x > 0,

. . 1 1 t(t+2)
, / o _ =
f(x)<tll>r_l1_1wf(t)—tll>l_‘ll_lm< l+2+l+1+ln(t+1)2> O

Donc, f est strictement décroissante sur ]0,+oo[. Or, pour x > 0,

fx)=x+1)In(x+2)+xlnx— (2x+1)In(x+1)

(e (1) = Qu+ 1) Inxe+ (e 1) In <1+i> _(2x4 )i (”i)

In(1+2 In(1+1
* x T ¥
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On sait que lim,_q w =1, et donc, quand x tend vers +eo, f(x) tend vers 04042 —2 = 0. Comme f est
strictement décroissante sur |0, -+eo[, pour tout réel x > 0, on a f(x) > lim, 1. f(z) = 0. f est donc strictement

positive sur |0, 4oco[. Ainsi, Vn € N*, f(n) > 0 et donc “2:L = ¢/ (") > 1. La suite u est strictement croissante.

(Remarque. On pouvait aussi étudier directement la fonction x — (1 + %)x sur |0, 4-o°[.) On montre de maniére

analogue que la suite v est strictement décroissante. Enfin, puisque u, tend vers e, et que v, = (1 + %) Uy
tend vers e, les suites u et v sont adjacentes. (Remarque. En conséquence, pour tout entier naturel non nul
n, (1 + %)n <e< (1 + %)H]. Par exemple, pour n = 10, on obtient (%)10 <e< (%)” et donc, 2,59... <
e < 2,85... et pour n = 100, on obtient 1,01'%° < ¢ < 1,01'°! et donc 2,70... < e < 2,73... Ces deux suites
convergent vers e lentement).

Correction de ’exercice 18 A
Il est immédiat que u croit strictement et que v — u est strictement positive et tend vers 0. De plus, pour n entier
naturel donné,

1 N 1 1 _n(n+1)+n—(n+1)* -1
n+1)! " (n+1)x(n+1)! nxn! an+D)x@E+1)! almr+1)x(n+1)!

Vntl —Vn = ( <0,

et la suite v est strictement décroissante. Les suites u et v sont donc adjacentes et convergent vers une limite
commune (a savoir e).

(Remarque. Dans ce cas, la convergence est trés rapide. On a pour tout entier naturel non nul n, Y7, % <e<
Y2 o d 4~ etn=5 fournit par exemple 2,716... < e < 2,718...).

nxn!

Correction de I’exercice 19 A
Pour n entier naturel non nul donné, on a

1 1 2 1 2
Upil — Uy = ———2Vn+2+2vVn+1= — > — =0
| Vit+l Vatl+vn+2 Vatl Vatl+vn+1

De méme,

1 1 2 1 2
Vitl —Vp = —F——= — - < - =0
Ry | Vntl Vatl+yn Vatl atl+vatl

La suite u est strictement croissante et la suite v est strictement décroissante. Enfin,

2vVn+1+2yn=

2
Vin+vn+1

et la suite v — u converge vers 0. Les suites u et v sont ainsi adjacentes et donc convergentes, de méme limite.

Vp— Uy =2Vn+1-2n=

Correction de I’exercice 20 A

1. L’équation caractéristique est 47> — 4z —3 = 0. Ses solutions sont —% et % Les suites cherchées sont

les suites de la forme (u,) = (/l (—%)n +u (%)n) ol A et u sont deux réels (ou deux complexes si on

cherche toutes les suites complexes). Si ug et uy sont les deux premiers termes de la suite u, A et u sont
+H=uo

—%+37“:u etdonck:%(3uo—2u1)etu:%(uo+2ul).

les solutions du systeme {

i € N, 1y = 30 —20) (—1)"+ Ho 200 ()

2. Clairement us, = g €t tzyy1 = gty et donc uy = 5 (5 (14 (—1))ug+2 % 5 (1 — (—=1)")uy).
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Vi€ N,y = gy (14 (1) )ug +2(1 — (—=1)")uy).

3. Les solutions de 1’équation homogeéne associée sont les suites de la forme A (—%)n +u (%)n Une

solution particuliere de 1’équation proposée est une constante a telle que 4a = 4a + 3a + 12 et donc

a = —4. Les solutions de I’équation proposée sont donc les suites de la forme (—4 +A (—%)n +Uu (%)n>
+u= 4+ [

ou A et u sont les solutions du systeme

et donc A = %(44—3140 —2up) et u =
1
1(12+u0+2u1).

VneN, u, = —4—{—%(4+3u0—2u1) (_%)”+%(12+u0+2u1) (%)n

. n
. Lasuitev= i est solution de la récurrence 2v,,» = v,,+-1 — v, et donc, (v, ) est de la forme <7L ( 1+’ﬁ) +u (

1
A(2) m(=2)"

et donc u, =

. Les solutions de 1’équation homogene associée sont les suites de la forme (A + ©2"). 1 est racine simple
de I’équation caractéristique et donc il existe une solution particuliére de I’équation proposée de la forme
u, = an* +bn> +cn*+dn. Pour n >2, on a

Up — 31+ 21> = (an* +bn® +cn® +dn) —3(a(n—1)* +b(n—17>4+c(n—1)>+d(n—1))
+2(a(n—2)* +b(n—2)*+c(n—2)*+d(n—2))
=a(n* =3(n—1)*+2(n-2)" +b(n® -3(n—1>+2(n—2)%
+e(m?=3(n—172+2(n—2)*)+d(n—3(n—1)+2(n—2))
= a(—4n +30n* — 52n429) 4+ b(—3n> +15n— 13) + c¢(—2n+5) +d(—1)
= n*(—4a) +n*(30a — 3b) +n(—52a+ 15b — 2¢) +29a — 13b+ 5¢ — d.

uest solution < —4da=1et30a—3b=0et —52a+15b—2c=0et29a—13b+5¢—d =0
1 5 49

@a:—z,b:—i,c:—?,d:—36.

Les suites cherchées sont les suites de la forme ( %(n +10n% +49n+ 144) + A + /.12")

. Pour tout complexe z, 7> — 6z + 11z — 6 = (z— 1)(z — 2)(z — 3) et les suites solutions sont les suites de
la forme (ot + B2" +y3").

. Pour tout complexe z, z* — 27> +22% — 27+ 1= (2 +1)2 = 2z(z2+1) = (z — 1)2(z2 +1). Les solutions
de I’équation homogene associée sont les suites de la forme o + fn+ yi" + §(—i)". 1 est racine double
de I’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une solution particuliere de la forme
u, = an’ +bn®+ cn’ + dn* + en® + fn?. Pour tout entier naturel n, on a
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Ung — 2 s3 + 2utp 12 — 2+ 1y = a((n+4) —2(n+3)" +2(n+2)" —2(n+1)"+n")
+b((n+4)°—2(n+3)°+2(n+2)°—2(n+1)°4n%
+c((n+4)° =2(n+3)° +2(n+2)° —2(n+1)° +n)
+d((n+4)* —2(n+3)* +2(n+2)* —2(n+1)* +n?)
+e((n+4)7° =2(n+37°+2(n+2)° —2(n+1)* +n)
+f(n+4)?—2(n+3)* +2(n+2)* —2(n+1)* +n?)
= a(84n> +840n* + 4340n° + 126001 + 19348n + 12264)

+ b(60n* + 4801 + 1860n> + 3600n + 2764)
+ ¢(40n® + 2400 4 6201 + 600) + d (240> 4+ 96n + 124) + e(12n +24) +4f
= n’ (84a) 4 n*(840a + 60b) + n* (4340a + 480b + 40c) + n* (12600a + 1860b + 240c + 24d)
+n(19348a +3600b + 620c + 96d 4 12¢) 4 (12264a + 2764b + 600c + 124d + 24e + 4f)

puis 840a + 60b = 0 et donc b = — L, puis

u est solution si et seulement si 84a = 1 et donc a = 6

8-

4340a +480b + 40c = 0 et donc ¢ = 11, puis 12600a + 1860b +240c +24d = 0 et donc d = — 5 puis
19348a + 36005 + 6200 +96d +12e =0 etdonc e = —353 puls 12264a +2764b + 600c + 124d + 24e +
4f =0etdonc f = —;. La solution générale de I’ equatlon avec second membre est donc :

1
VneN, u, = ﬁ(2n7—28n6+119n5—70:14—413113+14nz)+oc+ﬂn+yi"+5(—i)", (a,B,y,8) e C*.

Correction de I’exercice 21 A

Tout d’abord , on montre facilement par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, u, existe et u,, > 1.
Mais alors, pour tout entier naturel nonnul n, 1 < u,11 =1+ L’f—n < 14 n. Par suite, pourn > 2, 1 <u, <n,ce
qui reste vrai pour n = 1.

VYne N 1<u, <n

Supposons momentanément que la suite (u, —1/n),>1 converge vers un réel £. Dans ce cas :

n n 1 14 1
I+—=14——=1 =1 1—— — | )= 1—¢ 1).
BT Y “fwuo(l) i (1= Jro(5)) =it -ere

vn vn
D’autre part,

1\ 12
Up1 =vVn+1+L+0(1)= \/ﬁ(1+n> +040(1)=+vn+L+o(1),

etdonc £ — (1—¢) = o(1) ou encore 2¢ — 1 = 0. Donc, si la suite (u, — v/n),>1 converge vers un réel ¢, alors
= % Il reste a démontrer que la suite (1, — /n),>1 converge. On note que pour tout entier naturel non nul,

1 1 /1 1

Upt] — Uy = u—(—uﬁ+un—|—n) = (2(1 +Vé4n+1) —un> (un — 5(1 —Vé4n+ 1)> .
n n

Montrons par récurrence que pour 7 > 1, 3(14+v/4n—3) <u, < 3(1++/4n+1). Posons v, = 1(1++/4n—3)

etw, = 1(1+4n+1).

Sin=1Lvi=1<u =1<3(1+V5)=w.

Soit n > 1. Supposons que v, < u, < wy. Alors,
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2n n 2n
4+ ———<upp1 =1+

— <14+ —.
Van+14+1 Uy Van—3+1

Mais, pour n > 1,

\/‘%31)) =sgn((1+v4n+5)(1++v4n—3)—-2(2n+1++v4n—3))

Van+5(1++v4n—3) — (4n+1++4n—3))

(4n+5)(1 +v4n—3)* — (4n+ 1+ /4n —3)?) (par croissance de x — x° sur [0, 4-oo|)
(4n+5)(4n—242v4n—3) — ((4n+1)> +2(4n+ 1)\Van -3 +4n—3))
8+8v4n—3) =sgn(v4n—3—1)=sgn((4n—3)— 1) =sgn(n—1) =

sgn( (1+v4n+5)—(1+

gn(
gn(
sgn(
= sgn(—

Donc, u, 1) <141+ \/7“ < Wiyl-
D’autre part,

2n _ 2n4144n+1 (\/4n+1—|-1) (
T Vanii4l | Vanii+l | 2(Vanii+l) 2

etdonc vy < 1 < Wyt-
On a montré par récurrence que

1"‘\/4”"— )—V,H_],

Vn € N, (l—l—\/4n 3) <

(ce qui montre au passage que u est croissante).
Donc, pour n > 1,

<4 vanT),

l\) \

1 1
5t n—f V< u, — \/ﬁ<§+ n+— Vn,
ou encore, pour tout n > 1,
1 3 1 1 1
24 s, oS ‘f<2+47'
n—3+yn n+g+/n

Maintenant, comme les deux suites (+ —3——L — )Yet (1 + 1L ) convergent toutes deux vers 1,
’ (-3 /ri%+\/ﬁ) (z+3 /7n+}+\/ﬁ) g 3

d’apres le théoréme de la limite par encadrements, la suite (u, — /n),>; converge vers %

Correction de I’exercice 22 A

_\2
L’ égalité proposée est vraie pour n = 2 car cos =5

22 =cosi =

Soit n > 2. Supposons que cos( \/ 24+ V2+../2 (n— 1 radicaux).
Alors, puisque cos(5;57) > 0 (car ST est dans |0, 7 [),

/1—|—cosl / /
cos( 2n+1 2 \/ l—i-— 241\/24.. \f 24124+ \f (n radicaux).

On a montré par récurrence que, pour n > 2, cos(5;) = % 24+ V2+../2 (n— 1 radicaux).
Ensuite, pour n > 2,

sin(jr):\/l(l—cos(ﬂ):1 2—1/2+...V/2 (n— 1 radicaux)

Enfin,
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_ . T +1 T
242 — 2+...\@—2”.2s1nﬁwzn 2n+1_7r‘

Donc, lim,— 40 2"\/2—V2+../2 =7.

Correction de I’exercice 23 A

1. Pour x réel positif, posons f(x) =x—In(1+x) et g(x) = (x+1)In(x+ 1) —x. f et g sont dérivables sur
[0, +oo[ et pour x >0, on a

et

dx)=In(x+1)+1—1=In(x+1)>0.
f et g sont donc strictement croissantes sur [0, +oo[ et en particulier, pour x > 0, f(x) > f(0) =0 et de
méme, g(x) > g(0) = 0. Finalement, f et g sont strictement positives sur |0, 4-c[ ou encore,

Vx>0, In(14+x) <x < (14+x)In(1+x).

2. Soit k un entier naturel non nul.

D’apres 1), In(1+ 1) < ¢ < (14 1)In(1+4 1), ce qui fournit kIn(1+ ) < 1 < (k+ 1)Ln(1+ 1), puis, par
stricte croissance de la fonction exponentielle sur R,

1 1
Vk e N*, 0 < (1+%)k<e< (1+%)k+1.
En multipliant membre a membre ces encadrements, on obtient pour tout naturel non nul 7 :
n

1 n 1
1+ )< <TT(+ )
kI;[l(Jrk) e kl;ll(+k)

Maintenant,

DT o {0 e L (R
k e\ k [T #* n!

De méme,
n+1 1k
[ b = TESK !
k [T Kkt n! '

k=1
On a montré que Vn € N* (":7,1)'1 << (”Jrii,)m et donc
1 1 vn! 1 1
VneN*,—”+ <\/'7<—'1Jr (n+1)'/",
e n n e n

D’apres le théoréme de la limite par encadrements, comme % tend vers 1 quand » tend vers I’infini de

méme que (n+ 1)1/ n = e +1)/7 on a montré que @ tend vers % quand 7 tend vers +-oco.
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Correction de I’exercice 24 A
Soit x un irrationnel et (?)neN une suite de rationnels tendant vers x (p,, entier relatif et g,, entier naturel non

nul, la fraction % n’étant pas nécessairement irréductible). Supposons que la suite (g,),cn ne tende pas vers
+oc0. Donc :

JA >0/ (Vno e N)(In>no/ g, = A)

ou encore, il existe une suite extraite (gq(7)).cn de la suite (¢g,),en qui est bornée.

La suite (g¢(n))sen est une suite d’entiers naturels qui est bornée, et donc cette suite ne prend qu’un nombre fini
de valeurs. Mais alors, on peut extraire de la suite (g¢(n)),en et donc de la suite (g,)nen une suite (qy(n))neN
qui est constante et en particulier convergente.

Lasuite (py(n))neN = (Z :‘;E’Z; )neN (G (n))neN st aussi une suite d’entiers relatifs convergente et est donc constante
a partir d’un certain rang.

Ainsi, on peut extraire de la suite (py(,))nen et donc de la suite (p,)yen une suite (pg(y))nen constante. La

suite ((qo(n))nen est également constante car extraite de la suite constante (gy(») )nen et finalement, on a extrait

de la suite (%) 1eN Une sous suite (Z"—E";)%N constante.
n on

Po(n)
9o (n)

Po(n)
9o (n)

)nen tend vers x. Puisque (

Mais la suite (%) neN tend vers x et donc la suite extraite ( )nen est constante,

onaVn €N, Z"E’l;
o(n

Donc la suite (gy)nen tend vers 4-co. Enfin si (|py|)nen ne tend pas vers +eo, on peut extraire de (py),en une

sous-suite bornée (py(n)),en. Mais alors, la suite (Z “’E”; Jnen tend vers x = 0 contredisant I’irrationnalité de x.
o(n

= x et donc x est rationnel. Contradiction .

Donc, la suite (|pn|)nen tend vers +;nfty.

Correction de I’exercice 25 A
Onposeug=0,u; =0,up =1, u3 =1, us =0, us = 1,... c’est-a-dire

0 sinn’est pas premier

VneN, u, = . .
. 1 si n est premier

Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour n > 2, I’entier kn est composé et donc, pour n > 2, uy, = 0.
En particulier, la suite (u,),cn converge et a pour limite 0. Maintenant, I’ensemble des nombres premiers est
infini et si p, est le n-ieme nombre premier, la suite (p,),cn est strictement croissante. La suite (i, )nen est
extraite de (u,),cn et est constante égale a 1. En particulier, la suite (i, ), tend vers 1. Ainsi la suite (u,),en
admet au moins deux suites extraites convergentes de limites distinctes et donc la suite (u,),cn diverge bien
que toutes les suites (ug, ) en convergent vers O pour k > 2.

Correction de ’exercice 26 A

Soit f une application de N dans lui-mé&me, injective. Montrons que lim,_, ;o f (1) = 0.

Soient A un réel puis m = Max (0,14 E(A)).

Puisque f estinjective, onacard(f~!({0,1,...,m}) > m+1. En particulier, f~!({0, 1,...,m}) est fini (éventuellement
vide).

0si f71({0,1,...m}) =0

Maxf~!1({0,1,...,m}) sinon

Par définition de ny, si n > ng, n n’est pas élément de f~'({0,1,...,m}) et donc f(n) >m > A.

On a montré que VA € R, 3ng € N/ (Vn € N), (n > ng = f(n) > A) ou encore lim,_ o f(n) = oo

Posons ng =1+ {

Correction de I’exercice 27 A
Pour 7 naturel non nul et x réel positif, posons f,(x) =x"+x—1.
Pourx >0, fi(x) =0& x = % et donc u; = %

Pour n > 2, f,, est dérivable sur RT et pour x > 0, f1(x) = nx""' +1 > 0.

21



Jfn estainsi continue et strictemnt croissante sur R™ et donc bijective de R sur f,(R") = [£(0),limy—; o fy (x)[=
[—1, 00, et en particulier,
Alx € [0,400[/ fu(x) =0

Soit u, ce nombre. Puisque f,(0) = —1 < 0etque f,(1) =1 > 0, par stricte croissance de f, sur [0, 4oo[,0n a:

YneN, 0<u, <l.

La suite u est donc bornée.
Ensuite, pour # entier naturel donné et puisque 0 < u, < 1:

Jor1(un) = MZH Fup— 1 <uy+u,—1= fu(uy) =0= fry1(ttnr1),

etdonc f11(uy) < fur1(uns1) puis, par stricte croissance de f,1 sur R, on obtient :

VneN, u, <upiy.

La suite u est bornée et strictement croissante. Donc, la suite u converge vers un réel ¢, élément de [0, 1].
Si 0 < /4 < 1, il existe un rang ng tel que pour n > np, on a : u, < £+ % = ITH Mais alors, pour n = ng,
onal—u,=ul< (%g)“ et quand n tend vers vers +oo, on obtient 1 — ¢ < 0 ce qui est en contradiction avec

0</<1.Donc,/=1.

Correction de ’exercice 28 A

1. Posons a = 2%” ou p € Z, g € N* et PGCD(p, q) = 1. Pour tout entier naturel n, on a

2pm 2pm
Uptq = COS ((n+q) P > = cos <np +2p7r> = cos(na) = uy.
q q
La suite u est donc g-périodique et de méme la suite v est g-périodique. Maintenant, une suite périodique
converge si et seulement si elle est constante (en effet, soient 7 une période strictement positive de u et £
la limite de u. Soit k € {0,...,T — 1}. |ug — uo| = |tksnT — nr| — |¢ — €| = 0 quand n tend vers I’infini).

Or, sia= 2’% oup€Z,qe N, PGCD(p,q) =1et 5 € 7, alors uy # ug et la suite u n’est pas constante
et donc diverge, et si a € 277, la suite u est constante et donc converge.

2. (a) et b)) Pour tout entier naturel #,

Vpt1 = sin((n+ 1)a) = sin(na) cosa + cos(na) sina = uy sina + v, cosa.

. a . _ Vpp1—VpcOsa . . N
Pulsql.le 3= & Z, sina # 0 et donc u, = " ha - Par suite, S1v converge alors u converge. De méme,
a partir de cos((n+ 1)a) = cos(na) cosa — sin(na)sina, on voit que si u converge alors v converge. Les

suites u et v sont donc simultanément convergentes ou divergentes.

Supposons que la suite u converge, alors la suite v converge. Soient £ et ' les limites respectives de u et
v. D’apres ce qui précede, £ et ¢ sont solutions du systéme :

lsina+ ¢ cosa =1 lsina+{'(cosa—1)=0
lcosa—{'sina={. {(cosa—1)—{'sina=0.

Le déterminant de ce systtme vaut —sin’a — (cosa — 1)?> < 0 car a ¢ 27xZ. Ce systeme admet donc

1’unique solution ¢ = ¢’ = 0 ce qui contredit I’égalité ¢ + ¢’ 2 = 1. Donc, les suites u et v divergent.
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3. (a) Soit E' ={na+2km, ne N, k € Z}. Supposons que E’ est dense dans R et montrons que {u,, n €
N} et {v,, n € N} sont dense dans [—1, 1].

Soient x un réel de [—1, 1] et b = arccosx, de sorte que b € [0, 7] et que x = cosb.
Soit € > 0. Pour n entier naturel et k entier relatif donnés, on a :

na+2kr—>b,. . na+2km+b

|up — x| = |cos(na) — cosb| = |cos(na+ 2km) — cosb| = 2|sin( 5 ) sin( 5 )|
2km—b
<2 na+2’ (I'inégalité |sinx| < |x| valable pour tout réel x est classique)
= |na+2km — b|

En résumé, Vk € Z, Vn € N, |u, — x| < [na+ 2kmw — b|. Maintenant, si E’ est dense dans IR, on peut
trouver n € N et k € Z| tels que |na+ 2km — b| < € et donc |u, —x| < €.

Finalement, {u,, n € N} est dense dans [—1,1]. De méme, on montre que {v,, n € N} est dense
dans [—1,1].

I1 reste donc a démontrer que E’ est dense dans R.

(b) Soit E = {na+2km, n€Z, k € Z}. E est un sous groupe non nul de (R,+) et donc est soit de la
forme aZ avec oo = inf(EN|0,+o0[) > 0, soit dense dans R si inf(EN]0, 4-eo[) = 0.
Supposons par ’absurde que inf(EN]0, 4-o<[) > 0. Puisque E = oZ et que 27 est dans E, il existe
un entier naturel non nul g tel que 27 = g, et donc tel que @ = 27”.

Mais alors, a étant aussi dans E, il existe un entier relatif p tel que a = pa = 2”7” € 2nQ. Ceci est

exclu et donc, E est dense dans R.

(c) Soitxdans [—1,1]. D apres ce qui précede, pour € > 0 donné, il existe n € Z tel que |cos(na) —x| <
g etdonc |u|, —x| < &, ce qui montre que {u,, n € N} est dense dans [—1,1]. De méme, {v,, n € N}
est dense dans [—1,1].

Correction de ’exercice 29 A

Soit x dans [—1,1] et € > 0.

Soit 6 = arcsinx (donc 6 est élément de [—Z, 7] et x = sin 0). Pour k entier naturel non nul donné, il existe un
entier ny tel que In(ng) < 0 + 2k < In(ny + 1) a savoir g = E(e97247),

Mais,

1 1
0<In(mg+1)—In(mx) =In(14+—) < —
ny ng

(d’apres I’inégalité classique In(1 +x) < x pour x > 0, obtenue par exemple par I’étude de la fonction f : x>
In(1+x) —x). Donc,

1
0< 0+2km—In(ng) <In(ng+1) —In(ng) < —,

Nk
puis
0 +2km—1 0+ 2k 1
|sin(8) — sin(In(ng))| = 2| sin(~— i Nt ) os(2F ﬂ2+ n(m) |
0+ 2kmr—1 1
<2‘ u ”2 () = 16+ 2k — In(my)| < .
k

Soit alors € un réel strictement positif.
Puisque 7, = E(e%72%7) tend vers +oo quand k tend vers -0, on peut trouver un entier k tel que rle < € et pour
cet entier k, on a |sin @ —sin(In(ng))| < €.
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On a montré que Vx € [—1,1], Ve >0, In € N*/ |x—sin(Inn)| < €, et donc {sin(Inn), n € N*} est dense dans
—1,1].

Correction de I’exercice 30 A
Pour o €]0, ], posons f(a) = sup,cy(|sin(nor)|). {(sin(ne), n € N} est une partie non vide et majorée (par
1) de R. Donc, pour tout réel o de |0, [, f(a) existe dans R.

Si a est dans £, 2],

f(0) = sup, e[ sinnar)) > sina > ¥ = 7(%)

2
Si a est dans ]0, §]. Soit ng Ientier naturel tel que (no — 1)t < § < moo (ng existe car la suite (nat),en est
strictement croissante). Alors,

T<n o= (n —1)a+(x<§+a<ﬁ+§f2£
3 ST 3 TSI
Mais alors,
. . V3 T
f(o) =sup,cn(|sin(na)|) > [sin(ngar)| > 5 = f(g)

Si a est dans [2%, 7], on note que

f(0) = sup,en([sin(na)|) = sup,en(|sin(n(r — a)[) = f (7w — &) > f(

car T — & est dans 0, T].
On a montré que Va €]0, x|, f(a) > f(5) = ? Donc, infgeg z((sup,en (| sin(na))) existe dans R et

infoeio xf(suppen(|sin(na)])) = Mingejo,z (sup,en(|sin(n@)|])) = f (g) =5

Correction de I’exercice 31 A

La suite u n’est pas majorée. Donc, VM € R, 3n € N/ u, > M. En particulier, 3ng € N/ u,, > 0.

Soit k = 0. Supposons avoir construit des entiers ng, ny,..., ng tels que np < nj < ... <ngetVi € {0,...,k}, u,, > i.
On ne peut avoir : Vn > ny, u, < k—+ 1 car sinon la suite u est majorée par le nombre Max{ug, u1, ..., u,, ,k+1}).
Par suite, 3ng1 > ni/ y,,, > k+1.

On vient de construire par récurrence une suite (u,, )ren extraite de la suite u telle que Vk € N, u,, > k et en
particulier telle que limy_, 4o ut, = +-o0.

Correction de I’exercice 32 A

Si u converge vers un réel £, alors ¢ € [0, 1] puis, par passage a la limite quand n tend vers +oo0, (1 —¢) > %, et
donc (¢ — %)2 < 0 et finalement ¢ = % Par suite, si u converge, lim,,_, yoou, = %

De plus, puisque la suite u est a valeurs dans ]0, 1, pour n naturel donné, on a :

1 1

uy(1—uy) =—-— (=

n( ”) 4 (2
et puisque 1 —u, > 0,onadonc Vn € N, u,, < upy;.

u est croissante et majorée. Donc u converge et lim,, 1o U, = % (amusant).

1
—un)2 <

X Z < un-i—l(l _”n)7
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