Exo7

Le binome. Les symboles ) et []

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile  ***** trés difficile
I: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 IT Identités combinatoires
La difficulté va en augmentant graduellement de facile a assez difficile sans étre insurmontable.

1. Calculer (g) + (?) +...+ (Z)

2. Montrer que () + (5) + (;) +-.. = (}) + (3) + (5) + ... et trouver la valeur commune des deux sommes.

3. Calculer les sommes (g) + (3) + (g) + - et (g) + (3) + (5) +---

4. Montrer que Vn € N*, vk € [1,n], k() = n(*-}).

5. Montrer que (2)7 + (7)* + ...+ ()7 = (¥) (utiliser le polyndme (1+x)2").

6. Calculer les sommes 0.(5) 4+ 1.(}) 4 ... +n.() et (;’—) + Q +.+ % (considérer dans chaque cas un
certain polyndme astucieusement choisi).

7. Montrer que (Z )+ (7 ;1) et (Z) = (Zﬂ) ot 0 < p < n. Interprétation dans le triangle de PASCAL ?

8. (a) Soit [, = fol (1— xz)” dx. Trouver une relation de récurrence liant I, et I, et en déduire I, en
fonction de n (faire une intégration par parties dans I, — I,,+1).

(b) Démontrer I’identité valable pourn >1:1— Q + (%) +...+ (—1)”2&21 = 1234(253:11) 7-

Correction V [005137]

Exercice 2 **

Quel est le coefficient de a*b*c? dans le développement de (a — b+ 2¢)°.
Correction V¥ [005138]

Exercice 3 **I

Développer (a+b+c+d)* et (a+b+c)’.
Correction ¥ [005139]

Exercice 4 ***
Soit (n,a,b) € N*x]0,+e0[x]0, 4oo[. Quel est le plus grand terme du développement de (a + b)" ?
Correction V [005140]

Exercice 5 *
7 vz . n n n
Résoudre dans Nx I’équation (}) + (5) + () = 5n.
Correction V¥ [005141]

Exercice 6 1T
Cet exercice est consacré aux sommes de termes consécutifs d’une suite arithmétique ou d’une suite géométrique.
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1. (*) Calculer Y7 i, n € N\ {0,1,2}, Y7 (2i—1),n € N*, et Y71} (3k+7), n € N\ {0,1,2}.

2. (*) Calculer le nombre 1,1111... =1lim,_, 1. 1,11...1 et le nombre 0,9999... =1lim,_,..0,99...9.

n n

3. (%) Calculer 1 —14+1—...4+(—=1)""!, n e N*,

n

4. (%) Caleuler 3 4§ + g+ ... = lim, o ¥} 5.

5. (*¥*) Calculer Y j_ cos %”, neN.

6. (**) Soientn € Net 8 € R. Calculer }}_,cos(kB) et Y} _,sin(k0).

7. (***)Pour x € [0, 1] et n € N*, on pose S, = Z’,z:l(—l)k_l%. Déterminerlim,,_, o S,.
8. (**)Onposeug =1et,pourn €N, u, 1 =2u, — 3.

(a) Calculer la suite (u, — 3)en.
(b) Calculer Y7 uy.

Correction V [005142]

Exercice 7 Sommes télescopiques

Calculer les sommes suivantes :
xyyn 1 n 1
L) Yoot zermy ©t L=t rierny ey

2. (***) Calculer S, = Yy, k¥ pour n € N* et p € {1,2,3,4} (dans chaque cas, chercher un polynéme P,
de degré p+ 1 tel que P,(x+ 1) — P,(x) = xP).

3. (**) Calculer ) ;_, arctan szw (aller relire certaines formules établies dans une planche précédente).
4. (**) Calculer };_, arctan 1%2

Correction V¥ [005143]

Exercice 8§ 1
Calculer les sommes suivantes :

L) Yicicj<n -
2..(%) Li<ij<nJ et Xi<icj<n J-
3.0 Yi<ij<nll-

4. (***) Pour n € N*, on pose u,, = nl—s Yi i ):Z:1(5h4 — 18h%k? + 5k*). Déterminerlim, ;.. u, (utiliser les
résultats de 1’exercice 7, 2)).

Correction V [005144]

Exercice 9 1

1. (%) Caleuler [T}_,(1+ 1), n € N*.
2. (***) Calculer [T;_, cos 5, a €]0, [, n € N*.

Correction V [005145]




Correction de ’exercice 1 A

1. D’apres la formule du bindme de NEWTON,

2. Soit n un entier naturel non nul. Posons S| = ZEW 2) (5) et S = Zfi((;l_l)/ 2) (21)- Alors

S — 8= i(—l)"(’;) —(1-1)"=0(carn> 1),

k=0
etdonc §1 = S>. Puis S| +S> =Y 0( ) =2",etdonc S; =8, =2""1.

DG+ + =0 +H+E+... =201

3. En posant j = ¢27/3

y (Z) Sy =2y <Z)fk: (+i)e Y (’;),-Zk: (142

k=0

,ona:

En additionnant ces trois égalités, on obtient

C n 1 -k 2k —n 1 A\n 1 2 n
Y (R)usre=zrasir o+

Maintenant,

- sik€3N,ilexiste pe Ntelque k =3pet 1 + j*+ 2k =1+ ()P + (j3)* =3 car j* = 1.
- sik€3N+1,ilexiste pe Ntelque k=3p+1let 1+ 4+ =1+ ()P +2(2) P =1+j+,2=0

- sik€3N+2,ilexiste pc Ntel que k=3p+2et 1+ j*+ 2 =14+ ()P + ()P =1+ 24 j=
0.

Finalement, }'}_ ( )(1 + j* 4 %) = 3Zk (n/3) ( k). Par suite,
£
im0 \3k
4. Pour 1 <k<n,ona

"@ el 1>!<<:(an—_1§)i (= 1))! :"<Zj>'

5. (2") est le coefficient de x" dans le développement de (1+x)2". Mais d’autre part ,

(@' (14 )"+ (14 ) = 52"+ 2Re((14)"))

(2" +2Re((—j%)") =

b.)\»— u.)\»—

1
5(2" +2cos ?)

(1402 = (140" (1+2)" = (). (’;)xk)(f <Z>xk).

k=0 k=0

Dans le développement de cette derniére expression, le coefficient de x" vaut };_, (Z) (nf k) ou encore

2 R . . .. R .
Yico (’;) . Deux polynémes sont égaux si et seulement si ils ont mémes coefficients et donc

()-50)



1ére saution. Pour x réel, posons P(x) = Yj_ k(})x*"!

Pour x réel,

En particulier, pour x = 1, on obtient :

i <) n(141)""1=p2"1,

2eme solution. D’apres 4),

,;k<z> i(’ti)—nZ("_l) n(1+1)"1 =mn!,

1ere solution. Pour x réel, posons P(x) = Y}, () k’:i On a

et donc, pour x réel,

X 1 1
0)+/ P() di :/ (14+0)" dt = —— (142" —1).
0 0 n+1
En particulier, pour x = 1, on obtient
n (’l) 2n+1 -1

k _
Zk+1_ n+1

2eme solution. D’aprés 4), (n+1)(}) = (k+1)(}7)) et donc

i (Z)lzi(ﬁi): 1 ’f(n—]ic-l)_1((1+1)n+1_1):2n+1_1.

Sn+1 n+l/5 Cn+1 n+1

7. Pour 1 <k<n—p, (¥ +k) (Y ;ﬁl) (g ff) (ce qui reste vrai pour k = p en tenant compte de (
Par suite,

" (p+k P ptk+1 +k e rpk\ " (p+k
Z<p >:1+Z<p (P _iey (PR CY(P
k=0 \ P o\ ptl p+1 - \ptl i \p+1
_1+<n+1>_1_<n+1>'
p+1 p+1

Interprétation dans le triangle de PASCAL. Quand on descend dans le triangle de PASCAL, le long de la
colonne p, du coefficient ( ) (ligne p) au coefficient ( ) (ligne n), et que I’on additionne ces coefficients,

pH) O)'

on trouve (p 4 1) qui se trouve une ligne plus bas et une colonne plus loin.

8. (a) Pour n naturel donné, posons I, = fol (1 —x?)" dx. Une intégration par parties fournit:

1 | .
h—li= [ (=2 = (=2 dr= [ 20-2) dx= [ (-2 s
0 0 0

B (1_x2)n+1 1 1 1 u B 1
B [_x 2(n+1) LjLz(nH)/o (1= dx= 21y




etdonc 2(n+1)(I, — I,+1) = I+ ou encore :

VneN, 2n+3),+1 =2(n+1)I,.

On adéja Iy = 1. Puis, pourn > 1,

2n 2n 2n-2 2 (2n)(2n-2)..2

Iy

= Iy = .
m+1" T 21 20—1730 T 2n+1)(2n—1)..3.1

(b) Pour n naturel non nul donné :

/01(1— <’11>x2+ (Z>x4+___+(_1)n (Z)xzn) dx
/1 (2n)(2n—2)..2
0

(1-x)"dx=1,= (2n+1)2n—1)..3.1°

Correction de I’exercice 2 A

La formule du bindbme de NEWTON fournit

9

(a—b+2c)° =Y (Z) (a—b)*2c)°* =(a—b)°+..+ (2) (a—b)%(2¢)® + ...+ (2¢)°.

k=0

Ensuite,

Le coefficient cherché est donc

9\ (6).; 98765 5 B
(6> (4)2 =55 5 2’ =3.47.3.58= 10080.

Correction de ’exercice 3 A

(a+b+c+d)? =d®+b*+c*+d*+2(ab+ac+ad +be+bd + cd)

et

(a+b+c) =a>+b°+c +3(a*b+ab® +a*c +ac® + b*c + bc?) + 6abe.

Correction de I’exercice 4 A

Soit n un entier naturel non nul. Le terme général du développement de (a+ b)" est uy = (Z) ab"* 0 <k <n.
PourO<k<m—1,ona:

Wl _ (kL)akan_k_l _n—ka
uj (1) akbr—* k+1b
Par suite,
Ut g o ke & (n—ka>(k+1)bek< na—b
— — n—k)a :
Uy k+1b a+b



ler cas.

2eme cas.

3éme cas.

Si ';‘:lf’ > n—1 (ce qui équivaut a n < 7), alors la suite (ux)o<k<a €st strictement croissante et le plus

grand terme est le dernier : a”.

Si ”;’Jbb < 0 (ce qui équivaut an < g), alors la suite (ux)o<k<n est strictement décroissante et le plus grand

terme est le premier : b”".

Si0< ’;“J:,f’ < n—1. Dans ce cas, la suite est strictement croissante puis éventuellement momentanément

constante, suivant que
unimodale).

na—>b

«7p Soit un entier ou non, puis strictement décroissante (on dit que la suite u est

Si ’;‘:}f’ ¢ N,onposek=FE (%) + 1, la suite u croit strictement jusqu’a ce rang puis redécroit strictement.

Le plus grand des termes est celui d’indice k, atteint une et une seule fois.

Si 'Z:lf’ € N, le plus grand des termes est atteint deux fois a I’indice k et a I’indice k+ 1.

Correction de I’exercice 5 A

Pourn > 3,

N o (7)o (P 5y M) = D0=2)
(1)+6)+C) S

en(-244+3n-1)+n-1)n-2)=0=n*-25=0
S n=>S5.

Correction de I’exercice 6 A

1.

2.

Soit n > 3.
il,_(3+n)(n—2) (n—2)(n+3)
i=3 2 2
Soit n € N*.
n 1+(2n—1
i=1 2
et
ntl 194+43n4+10)(n—2) 1 1
Z(3k+7):( * ”+2 ) ):2(3n+29)(n—2):2(3n2+23n—58).
k=4

Soit n € N*, Posons u,, = 1,11...1. On a
——

n

nol 11— 1 1 10 1
PSSR o . A U N .
! +k;10’< Tk 50 =9 "o

Quand » tend vers 4o, ﬁ tend vers 0, et donc, u,, tend vers %O.

__ 10
L1 =10,



Soit n € N*. Posons u,, = 0,99...9. On a
S~
n
9 91 (1) 1
L ST T I R T TR

tend vers 0, et donc, u, tend vers 1.

0,9999.... — 1. I

3. Soitn € N*. Posons u, =1 —1+1—...4(=1)""!. Ona

Quand » tend vers +oo, 10"

. : .
I—(=D)" 1 0 si n est pair
= — kzizf —(— n =
un_kgb( ! 1—(-1) 2(1 (=17 { 1 sinest impair

. 1— 57 .
4. Soitn € N*. Yi_, zik =1 —r=1- 3. Quand n tend vers +oo, on obtient

5. Soitn € N.
1L km ! ik /2 & K
kgocos7 :Re(kgbe */2) (= Re(k;oz )
1 — e(nt1)in/2 entDT/4 _2igin (ntD)m (n+Dm nn
=Re(——————) =R : ) = V2sin "= cos—~
e( o ) e( I isin® ) = V/2sin 1 cos,
_isin(2n+1)7r+l_ lsine4NU(4N+1)
2 4 2 | Osin€ (4N+2)U(4N+3)

En fait, on peut constater beaucoup plus simplement que cos 0+cos 5 +cos 7T +-cos 37” =140-140=0,
on a immédiatement S4;, = 1, S4e1 = San +0 =1, S4p10 =Sspr1 — 1 =0et S4503 = S4502+0=0.

6. Soient n € N et 6 € R. Posons C, = Y[_,cos(kB) et S, = Y} _(sin(k@). Alors, d’apres la formule de
MOIVRE,

n n

Cy+iS, = Z(cos(ke) +isin(k0)) = Zeike = i(eie)k.

k=0 k=0 k=0

- ler cas. Si 0 ¢ 277, alors €'® # 1. Par suite,

n Foin (1) . (n+1)6
Cy+iS, = ﬂ _ 01— TSI g Sin T
1—ei® —2isin% sing
Par suite,
cos 29 gin (10 sin 1 gip ()8
C,=Re(C,+iS,) = 2 5 etS, =Im(C,+iS,) = 2 . 2
sin 5 sin 5

-2eéme cas. Si 0 € 277, on a immédiatement C,, = n+1et S, =0.

Finalement,



no (n +1)9 sonf s ()l+1)0
cos sm SlnTSm
VneN, ZZ:O COS(kQ) = sin 9 5i 6 ¢ 2nZ et ZZ:O sin(ke) = sin § si @ ¢ 2nZ )
n+1si0 c2nZ 0si6c2nZ

7. Soientx € [0,1] et n € N*. Puisque —x % 1, on a

$0) = Y (1t = Y = L2 g
n = = 1—(—x) 1+x

Par suite,

Sn(x):Sn(O)—i-/OxS;(l‘) dt:/OXI_IS__Z)n dt:/oxlit dt—/ox (1_4?: dt:ln(1+x)—/0x (1_4?: dt.

Mais alors,

x(*l‘)n X (71‘)” x4 X xn-‘rl 1
S —1In(1 = dt| < dt = dt< | 'dt="—-< .
1S4(x) = In(1 +-)| ’/0 1+t ‘ /o 1+t /0 1+1 /0 n+1 " n+1
Comme ——~ tend vers 0 quand n tend vers +eo, on en déduit que

Vx € [0,1], limy oo Y (=D 11 = 1n(1 4 x).

En particulier,

In2 =1lim, (1 —

8. (a) Soitn € N. uy1 —3 =2u,—6=2(u, —3). La suite (u, — 3),cn est donc une suite géométrique,
de raion g = 2 et de premier terme ug — 3 = —2. On en déduit que, pour n enteir naturel donné,
u, —3 =-2.2". Donc,

VneN, u, =3-2"".
(b) Soitn € N.

2n+1_1
Zuk— 23 222’< 3(n+1) -2 —— =-2""+3n+5.
Correction de I’exercice 7 A
1. Pour tout naturel non nul £, on a k(k1+1) = % = % — ﬁ, et donc
1 1 L | 1 1 n
Zk(k+1) - Z(%_kﬂ)_ T+l oa+l
k=1 k=1

1 1

1
Pour tout naturel non nul &, on a E(k(k+1) ~ TNED ), et donc

1 _
KEF1)(kt2) — 2 k(kt1)(k+2)

i i 1 11 1 ~ n(n+3)
; k+1 (k+2) k; k+1 (k+1)(k+2)>_§(§ (n+1)(n+2))_4(n+1)(n+2)'



2. Soitn € N*,

- Calcul de S;. Posons P, = aX?>+bX +c. Ona

P(X+1)—-P(X)=a((X+1)* X} +b((X +1)—X) =2aX + (a+b).

Par suite,
1 1
Pl(X—i—l)—P](X):X(:)Za:leta—l—b:O@a:Eetb:—E
¢P_x2 X _Xx-1)
I
Mais alors,
1 1 nn+1
Y & ZPl (k+1)—Pi(k)) =Pi(n+1)—Pi(1) = (2 )
k=1 k=1

- Calcul de S;. Posons P, = aX> +bX?*+cX +d.Ona
P(X4+1)-P(X)=a(X+1) =X} +b(X+1)*=X>)+c((X+1)—X) =3aX*+ (3a+2b)X +a+b+c.
Par suite,

1 1 1
P(X+1)-P(X)=X>=3a=1et3a+2b=0etat+b+c=0oa=-eth=——etc=—

3 2 6
—p X} X2+X_X(X—1)(2X—1)
T3 2 Te 6 ‘
Mais alors,
1 1 nn+1)2n+1
Z Z Py(k+1)=Py(k)) =P (n+1)—P(1) = ( )6( )
k=1 k=1

- Calcul de S3. Posons P; = aX* +bX>+cX*+dX +e. Ona

PX+1)-P(X)=a((X+D* =X +b(X+1)° —X) +e(X +1)* = X?) +d((X +1) —X)
= 4aX3 + (6a+3b)X* + (4a+3b+2c)X +a+b+c+d.

Par suite,

PAX+1)-P(X)=X><4a=1,6a+3b=0,4a+3b+2c=0etat+b+c+d=0

1 1 1
@a—z,b —E,C Zetd—O
_p Xt X X2 XX 1)
ST T2, 4
Mais alors,
y y n*(n+1)>2
Y K=Y (Py(k+1)—P (k))_P3(n+1)—P3(1)_(4)'



- Calcul de S4. Posons P, = aX® +bX*+cX? +dX>+eX + f.Ona

PAX+1)—P(X)=a(X+1)° =X +b(X+1)* =X +e(X+ 1) —X3) +d((X +1)> - X?)
+e((X+1)—X)
= 5aX* + (10a +4b)X> + (10a + 6b+3¢)X* + (Sa+4b+3c+2d)X +a+b+c+d +e.

Par suite,

Py(X+1)—PA(X) =X*s5a= 1, 10a+4b =0, 10a+6b+3c=0, Sa+4b+3c+2d =0
eta+b+c+d+e=0

1 1 1 1
sa=-,b=——,c=-,d=0cte=——
“=3 2 ¢T3 =73
X Xt X2 X XX-1)(6X3—-9X2+X+1
EP=———+— = ( I A )-
5 2 3 30 30

Mais alors,

i K= i(P4(k+ 1) = Py(k)) = Pa(n+1) — P4(1) = nlnt 1>(6n3;(_)9n2+n_ b,

Vn € N*,

n n(n n n(n 2n+1 n n2(n+1)>2 n
Y k= (2+1), Y K= ( +1)6(( Jr))(g ;";%k3 :) (4+ ) _ ():kzlk)z
n n(n+1)(6n°+9n“+n—1
et Y0 k= 30

3. Soit n € N*.

On rappelle que

V(a,b) €]0, +oo[?, arctana — arctanb = arctan lafabb.

Soit alors k un entier naturel non nul. On a

(k+1)—k

arctan R arctan TEkGTD) = arctan(k+ 1) — arctank.
Par suite,
n 1 n T
kgl arctan ekl /;1 (arctan(k + 1) —arctank) = arctan(n+ 1) —arctan 1 = arctan(n+1) — 7
4. Soitn € N*.

Pour k entier naturel non nul donné, on a

arctanz — arctan (k+ 1) — (k_ 1)
K2 1+ (k—1)(k+1)

= arctan(k+ 1) — arctan(k — 1).

Par suite,

10



n n n
Z arctan Z (arctan(k+ 1) —arctan(k— 1)) = Z arctan(k+1) — Z arctan(k — 1)
k=1 k=1

n—1
= Z arctank — Z arctank = arctan(n+ 1) 4 arctann — arctan 1 — arctan0
= k=0

T
= arctan(n + 1) +arctann — 7

Correction de I’exercice 8 A

1. Soit 7 un entier supérieur ou égal 4 2. Parmi les n? couples (i, j) tels que 1 <i,j <n,ily en an tels que
i=jetdoncn’—n=n(n—1)telsque 1 <i,j<neti##j. Commeily aautant de couples (i, j) tels que

i > j que de couples (i, j) telsque i < j,ily a ( 1) couples (i, j) tels que 1 < i < j < n. Finalement,

2. Soit n € N*.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Y =) (EO =f(j—1>j=ff—fj

1<i<j<n Jj=2 \i=I Jj=2 Jj=2 j=2
n(n+1)(2n+1) n(n+1) n(n+1) 2n+1
= ( —1)—( —1) ( —1)
6 2 2 3
n(n+1)?
==
3. Soitn € N*,
_ (n+1)
Y u=(Y oy ="
1<i,j<n 1<i<n 1<j<n
4. Soitn € N*,

M:

Wi = Z hZZkz =
1<hk<n h=1 :1

hilhz): <n(n+1)6(2n+1)>2.

noopA n(n+1)(6n° +9n>+n— 1)
Zkil - 30 >

Comme d’autre part, Y}, h* = na

n n 3 2 _
y h4:2(2h Znh4—n2h4 n+l)(6n3;)i—9n +n 1),
h=1 k=1

1<hk<n

2 3 2
. ~ 4 n*(n+1)(6n°+9n"+n—1) .
etbiensir ), <, k" = 30 . Par suite,

11



1 n?(n+1)(6n> +9n* +n+ 14) n?(n+1)2(2n+1)?
u, = — (2.5 —18
n 30
1 15 12
= —5(2116 —2n8 +n5(? - ?) + termes de degré au plus 4)
n

= —1 +termes tendant vers O

Par suite,

lim u, =—1.
n—r+oo

Correction de I’exercice 9 A

1. Soit n € N*.

1 1 Tk+1 T (k+1)  (n+1)!
1 —) = = — = = 1
H( +k) kI;[l k [Tizi k n! nt

k=1

2. Soita €]0, ] et n € N*. Alors, pour tout naturel non nul k, ona 0 < 7% <5< % et donc sin 3 7 0.

On sait alors que pour tout réel x, sin(2x) = 2sinxcosx. Par suite, pour tout naturel ,

) a . 2% a a sin(a/21)
sm(2.?) = 2sm&—k et donc co8 5 = Ssin(a/20)
Mais alors,
ﬁc a H sin(a/21) 1[I0, sin(a/28 1) 1 TT}Z) sin(a/2) sina
wor 2k 2sin(a/2K)  2n [Tp_;sin(a/2K) 27 [Tp_;sin(a/2K)  27sin(a/2")
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