Exo7

Logique, ensembles et applications

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **IT

Exprimer a 1’aide de quantificateurs les phrases suivantes puis donner leur négation.
1. (f étant une application du plan dans lui-méme)

(a) f estl’identité du plan.

(b) f a au moins un point invariant (on dit aussi point fixe).
2. (f étant une application de R dans R)

(a) f est’application nulle.
(b) L’équation f(x) =0 a une solution.

(c) L’équation f(x) = 0 a exactement une solution.
3. ((un)nen étant une suite réelle)

(a) La suite (uy)nen est bornée.
(b) La suite (u,),en est croissante.

(c) La suite (uy)nen est monotone.

Correction V¥ [005103]

Exercice 2 *IT

Donner la négation des phrases suivantes
1. x>3

2. 0<x <2

Correction V [005104]

Exercice 3 **IT

Les phrases suivantes sont-elles équivalentes ?
1. VxeR, (f(x)=0etg(x)=0) et (VxeR, f(x)=0)et (VxeR, g(x) =0).
2. VxeR, (f(x) =0oug(x)=0) et (VxeR, f(x) =0)ou (VxeR, g(x) =0).

Donner un exemple de fonctions f et g de R dans R, toutes deux non nulles et dont le produit est nul.

Correction V¥ [005105]

Exercice 4 **IT

Dans chacun des cas suivants, déterminer f(I) puis vérifier que f réalise une bijection de I sur J = f(I) puis

préciser [~ :


http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

f(x) =x*—4x+3,1=]—,2].
F) = 25t 1 =] =2, o],
f)=V2x+3—1,1=[-3,+oo|.
fx) = 1+|x|’1 R.
Correction V¥ [005106]

Exercice 5 **IT

Pour z # i, on pose f(z) = i—fi Montrer que f réalise une bijection de D = {z € C/ |z] < 1} sur P = {z €
C/ Re(z) < 0}. Préciser f~!.

Correction ¥ [005107]

Exercice 6 **T
n(n+3)

4 * n 1 _ 7 .
Montrer par récurrence que, pour tout n € N*, Y /' | (2 = 3 (n2)" Trouver une démonstration
directe.
Correction V [005108]

Exercice 7 ***]

1. Montrer par récurrence que, pour tout naturel non nul n, Y7 k = "("; . En calculant la différence

(k+ 1)? — k2, trouver une démonstration directe de ce résultat.

2. Calculer de méme les sommes Y ;_, k2, Yo K et Yio k* (et mémoriser les résultats).

3. Onpose S, = Y ;_, k”. Déterminer une relation de récurrence permettant de calculer les S, de proche en
proche.

Correction V¥ [005109]

Exercice 8 *IT
Montrer que : (g o f injective = f injective) et (g o f surjective = g surjective).
Correction V¥ [005110]

Exercice 9 **T
Parmi fogoh, goho f et ho fog deux sont injectives et une est surjective. Montrer que f, g et & sont bijectives.
Correction V¥ [005111]

Exercice 10 **T
A et B sont des parties d’'un ensemble E. Montrer que :

1. (AAB=ANB)< (A=B=0).

2. (AUB)N(BUC)N(CUA) = (ANB)U(BNC)U(CNA).
3. AAB = BAA.

4. (AAB)AC = AA(BAC).

5. AAB=@ < A=B.

6. AAC=BAC <A =B8.



Correction V [005112]

Exercice 11 ***IT

Soient (A;);e; une famille de parties d’un ensemble E indéxée par un ensemble / et (B;);c; une famille de parties
d’un ensemble F' indéxée par un ensemble /. Soit f une application de E vers F'. Comparer du point de vue de
I’inclusion les parties suivantes :

—

. f(Uie1Ai) et Uier f(A;) (recommencer par f(AUB) si on n’a pas les idées claires).
- S(NicrAi) et Nier f(A).

. f(E\A)) et F\ f(A)).

4. N Nier Bi) et Nier £~ (Bi).

5. f N UierBi) et Uie £ (By).

. fTUF\B) et E\ f~1(Bi).

\S]

W

@)

Correction V [005113]

Exercice 12 ***[T
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes (f est une application d’un ensemble E dans lui-méme) :

1. f est injective.

2. VX € Z(E), f1(f(X))=X.

3. V(X,Y) e Z(E)?, f(XNY)=fX)Nf(Y).

4. VX, Y) e Z(E, XNY =0 = f(X)Nf(Y)=2.
5. V(X,Y) e Z(E)2, Y CX = f(X\Y)=f(X)\ f(Y).

Correction V [005114]

Exercice 13 *%#**

k est un entier impair. Montrer par récurrence que, pour n > 1, la somme 1¥ 2%+ ... 4 n* est un entier divisible
n(n+1)
—5

par [005115]

Exercice 14 %

Pourn > 1, onpose H, =Y}, % Montrer que, pour n > 2, H, n’est jamais un entier (indication : montrer par
récurrence que H, est le quotient d’un entier impair par un entier pair en distingant les cas ou n est pair et n est
impair).

Correction V [005116]

Exercice 15 ***] Théoreme de CANTOR

1. Montrer qu’il existe une injection de E dans Z(E).

2. En considérant la partie A = {x € E/ x ¢ f(x)}, montrer qu’il n’existe pas de bijection f de E sur Z(E).

Correction V [005117]

Exercice 16 **** Une bijection entre N? et N




Soit f: N2 — N . Montrer que f est une bijection. Préciser, pour n € N donné, le couple

X x+y+1
(x,y) y+(+Y)(2+y )

(x,y) dont il est I’'image.
Correction V¥ [005118]




Correction de ’exercice 1 A

. @ (f=ldp=VMe P, f(M)=M)et(f#ldp <= IMe P] f(M)#M).
(b) (f aau moins un point fixe< IM € P/ f(M)=M) et (f n’a pas de point fixe VM € &, f(M) #
M).

Constatez que les phrases f(M) =M ou f(M) # M n’ont aucun sens si elles ne sont pas accompagnées
de quantificateurs.

2. @ (f=0&aWreR, f(x)=0)et (f#£0< AeR/ f(x) £0).

(b) (L’équation f(x) = 0 a (au moins) une solution si et seulement si Ix € R/ f(x) = 0) et (I’équation
f(x) =0n’a pas de solution si et seulement si Vx € R/ f(x) # 0).

(c) (L’équation f(x) = 0 a exactement une solution si et seulement si 3!x € R/ f(x) = 0) et (I’équation
f(x) = 0n’a pas exactement une solution si et seulement si Vx € R/ f(x) # 0 ou 3(x,x’) € R?/ (x #
¥ et f(x) = (') = 0).
3. (@) ((un)nenbornée < IM e R/ Vne N, |u,| < M) et ((uy)nen non bornée < VM € R/ In € N, |u,| >
M).
(b)

((
(©) ((ttn)neny monotone < (Vn € N/ w11 > uy) ou (Vn € N/ uyy <uy)) et ((un)neny non monotone <
(GneN/up <uy)et(TneN/up > uy)).

Up)nen croissante < Vn € N/ u, 1 > uy) et ((uy),en non croissante < In € N/ upq < uy).

Z
Z

Correction de I’exercice 2 A
Le contraire de x > 3 est x < 3. Le contraire de 0 < x <2 est ((x < 0) oux > 2).

Correction de I’exercice 3 A

1. Oui. Dans les deux cas, chaque fois que 1’on se donne un réel x, f(xo) et g(xp) sont tous deux nuls.

2. Non. La deuxiéme affirmation implique la premiére mais la premiere n’implique pas la deuxieéme. La
premiere phrase est la traduction avec des quantificateurs de I’égalité fg = 0. La deuxieme phrase est la
traduction avec quantificateurs de (f = 0ou g = 0). Voici un exemple de fonctions f et g toutes deux non

nulles dont le produit est nul. Soient f : R — R et g: R — R
. 0six<0 . Osix>0
. xsix>0 * xsix <0

Pour chaque valeur de x, on a soit f(x) = 0 (quand x < 0), soit g(x) = 0 (quand x > 0). On a donc : Vx €
R, (f(x) =0oug(x) =0) ou encore ¥x € R, f(x)g(x) =0 ouenfin, fg = 0. Cependant, f(1) =1# 0 et
donc f#0,etg(—1)=—1+#0etdonc g # 0. Ainsi, on n’a pas (f =0 ou g = 0) ou encore, on n’a pas
(VxeR, f(x) =0)ou (Vx e R, g(x) =0)).

Correction de ’exercice 4 A

1. festdérivable sur I =] —oo,2], et pour x €] —o0,2[, f'(x) =2x—4 < 0. f est donc continue et strictement
décroissante sur | — o, 2]. Par suite, f réalise une bijection de | —o0,2] sur f(] —o0,2]) = [f(2),lim f[=

[—1,+oo[=J. On note g ’application de I dans J qui, & x associe x> — 4x + 3(= f(x)). g est bijective et
admet donc une réciproque. Déterminons g~ !. Soity € [—1,+oo[ et x €] — o0, 2].

y:g(x)©y=x2*4x+3 ©x2—4x+37y:0_

Or,A'=4—(3-—y)=y+12>0. Donc,x =2++/y+1oux=2—+/y+1. Enfin, x €] — 0, 2] et donc,
x=2—+/y+1. Enrésumé,



Vxe]—oo,Z],VyE[—1,+oo[,y:g(x)<:>x:2— y+1

On vient de trouver g~ ! :

Vx € [—1,4o0], g7 (x) =2 —Vx+ 1.

. On vérifie facilement que f réalise une bijection de | — 2,4-oo[ sur | — o0, 2], notée g. Soient alors x €
| —2,4oo[ ety €] —o0,2].

2x—1 2y+1
=glx)&y= Sx(—y+2)=2y+1x= .
y=gl)ey=-——oex(-y+2)=2 —

(on a ainsi trouvé au plus une valeur pour x a savoir x = % mais il n’est pas nécessaire de vérifier que

cette expression est bien définie et élément de | — 2, 4o car on sait a I’avance que y admet au moins un
antécédent dans | — 2, +oo[, et ¢’est donc nécessairement le bon). En résumé,

2y+1
Vx €] —2,4|, Vy €] —o0,2[, y=g(x) & x= .
] [, Vy €] [ y=2gx) ——

On vient de trouver g~ ! :

Vx €] —e0,2[, g7 (x) = B

. f est continue et strictement croissante sur [—%, o0 [ f estdonc bijective de [— %, o0 [ sur f ( [— %, o0 D =
[f (—%) ,liglf[ = [—1,+4-oo[. Notons encore f ’application de [—%, +oo[ dans [—1,+oo[ qui & x associe

V2x+3— 1. Soient alors x € [—3,+oo[ ety € [—1,+oo[.

2

1
f(x):y@\/2x+3—1:y<:>x:E(—?)—i-(y—i-l)z)(:)x:%—i-y—l.

En résumé, Vx € [—%,—i—oo[, Vy € [—1,4eof, y=g(x) & x= 72—1—)/— 1. On vient de trouver g~ ! :

Vx € [—1, 400, g7 (x) = %—Fx— 1.

. f est définie sur R, impaire. Pour x € [0, +eo[, 0 < f(x) = {5 < 13 = 1. Donc, f([0,+co[) C [0, 1[. Par
parité, f(] —o0,0]) C]—1,0] et méme f (] —oo,0[) C]—1,0] car I'image par f d’un réel strictement négatif
est un réel strictement négatif. Finalement, f ( ) C]—1,1[. Vérifions alors que f réalise une bijection de
Rsur|—1,1[. Soity € [0,1] et x € R. L’égalité f(x) =y impose a x d’étre dans [0, +eo[. Mais alors

fW=ye So=yex=
14+x

Le réel x obtenu est bien défini, car y # 1, et positif, car y € [0, 1[. On a montré que :

Vye[0,1[, 3x e R/ y = f(x) (a savoirx = li—y)

Soity €] —1,0[ et x € R. L’égalité f(x) =y impose a x d’étre dans | — o0, 0. Mais alors

x y
fW=ye i =yer=17



Le réel x obtenu est bien défini, car y # —1, et strictement négatif, car y €] — 1,0[. On a montré que :

Wy €]~ 1,0[, 3 € R/ y = f(x) (2 savoirx = 1yTy)'

Finalement,

Vye]-L1[, 3xeR/y= f(x),
ce qui montre que f réalise une bijection de R sur | — 1, 1[. De plus, pour y €] — 1, 1[ donné, f~!(y) = 2

I-y
siy>0et f1(y) = l}Ty si y < 0. Dans tous les cas, ona f~!(y) = l%y‘

En notant encore f ’application de R dans | — 1, 1| qui a x associe on a donc

X
T[]

Correction de I’exercice 5 A

1. Montrons que la restriction de f a D, notée g, est bien une application de D dans P. Soit z € D. On a
|z| < 1 eten particulier z # i. Donc, f(z) existe. De plus,

Re(f(z))zi(f(z)+f(z)):§ =i i+i) 2@-i)z—i) |z—if

Donc, f(z) est élément de P. g est donc une application de D dans P.

< 0.

1 — 1<z+i Z—i>_1 222-2 |z -1

2. Montrons que g est injective. Soit (z,7') € D?.

i i, .
= — = =i —iz=iz—id =2i({ —2)=0=z=7.
z—i 7 —i

3. Montrons que g est surjective. Soientz € DetZ € P.

. (741
g(z):Z@Z——H_:Z@z:l( +1)
z—i

(carZ # 1,
(ce qui montre que Z admet au plus un antécédent dans D, a savoir z = i(ZZfll ) (mais on le sait déja car g

estinjective). Il reste cependant a vérifier que % est effectivement dans D). Réciproquement, puisque

Re(Z) <0,

(Z+1) | _ |+
’ ‘—ZH<1

(Z étant strictement plus proche de —1 que de 1) et z € D. Finalement g est une bijection de D sur P, et :

VzeP, g7l (z) = 1,

Correction de ’exercice 6 A

°Pourn:1,2i:1k( L =1_

c 3
Montrons par récurrence que Vn > 1, Y/, Lz +1; T = 4(n’:f'1’;“(nzr2). EIE R
1x(1+3)

=) o la formule proposée est vraie pour n = 1. Soit n > 1. Supposons que Y;_, G +11

kD) (k+2) —
n(n+3) n+1 1 (n+1)(n+4)

T )(ns2) St MONLrons que Yy wsa) = a(n2) (n3)

7



n+1 n 1 1
; k+1 (k12) ; Kkt )k+2) T it Dn+2)(n+3)

n(n+3) 1 . .
= + ar hypothese de récurrence
Mt D)2 D) 2)(nr3) Parhyp )
n(n+3)*+4 P 4+6n’+9n+4

T an+1)(n+2)(n+3) 4+ 1)(n+2)(n+3)
_ (n+1 (n>45n+4) _ (n+1)(n+4)
C4n+1)(n+2)(n+3)  4(n+2)(n+3)

| —

On a montré par récurrence que :

n 1 o n(n+3)
V2 L Y i) = 3Dt

Démonstration directe. Pour k > 1,

1 1 (k+2)—k 1 1 1
k(k+1)(k+2)  2k(k+1)(k+2) 2 <k(k+1) B (k+1)(k+2)>’

et donc,

n n n 1 1 n+1 1
Z k+1 (k+2) E Z k+1 Z (k+1)( k+2) T2 Z1<k+1) Zk(k+1))
k=1 k=1 k=1 k=1 k=2
1 _ n*+3n n(n+3)
T2 T (n+1)( n+2) C4n+1)(n+2)  4n+1)(n+2)
Correction de I’exercice 7 A
1. M "("+1) _ x(141) .
ontrons par récurrence que : Van > 1, Y/ k = .Pourn=1,Y_k=1= #. Soitn > 1.

nlo 1) _ (ot )(r42)

Supposons que Y i, k = 2

et montrons que Z”‘H

n+ n 1
Y k Z (n+1) n(n;— ) + (n+1) (par hypothése de récurrence)
=1 k=l

(n+1)(n+2)

:(n+1)(§+1): 5

On a montré par récurrence que :

n(n+1
Va1, Y4 k="

On peut donner plusieurs démonstrations directes.

lére demonstration. Pour k > 1, (k+1)> —k*> = 2k+ 1 et donc Y} 1((k+ 12—k =2%0_ k+ Y7 ;1 cequi sécrit
(n+1)2—1=2%7"_,k+nouencore 2Y"_ k=n>+nouenfin Y7_ k= "("H)
2e¢me demonstration. On écrit




et en additionnant (verticalement), on obtient 2S = (n+1)+(n+1)+...+(n+1)=n(n+1) d’ou
le résultat. La m&me démonstration s’écrit avec le symbole sigma :

:ik—ki(n—kl—k):i(k—kn—kl— in—kl n(n+1).
=1 k=1 k=1 =1

3eme demonstration. On compte le nombre de points d’un rectangle ayant n points de large et n+ 1 points de long. Il y
enan(n+1). Ce rectangle se décompose en deux triangles isoceles contenant chacun 1+2+...4+n
points. D’ou le résultat.

4eme démonstration. Dans le triangle de PASCAL, on sait que pour 7 et p entiers naturels donnés,

P p+1 _ ~p+1
ch+cit =cltl.

Donc, pour n > 2 (le résultat est clair pour n = 1),

. SR 2 2 n(n+1)
1424 4n=14)Y G=1+) (GG, - ) =14+(Cy, —1) = 5
k=2 k=2
2. Pourk > 1, (k+1)*> —k* = 3k*> 4+ 3k+ 1. Donc, pour n > 1 :
n n n n
3Zk2+32k+21:2 ((k+1)° =(n+1)>-1.
k=1 k=1 k=1 k=1
D’ou,
" 1 1 1 1
Zk2:<(n+1)3—1—3”(”+ )—n>:(2(n-|—1)3—3n(n+1)—2(n—|—1)):(n+1)(2n2+n),
= 3 2 6 6
et donc
Va1, Yy k2 = el
Pour k > 1, (k+ 1)* — k* = 4k> + 6k> + 4k + 1. Donc, pour n > 1, on a
n n n n n
4Zk3+62k2+42k+21=z ((k+1)* =(n+1)* -1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
D’ou
" 1
Z ((n+1) —1—n(n+1)(2n—|—1)—2n(n—|—1)—n):Z((n—i—1)4—(n+1)(n(2n+1)+2n+1)

(n+1)2((n+1)2—(2n+1)) B nz(n+1)2
4 N 4

- %((n—i— D*—(n+1)*2n+1)) =



Pour k > 1, (k+1)> —k°> = 5k* + 10k> + 10k*> + 5k + 1. Donc, pour n > 1,

52k4+102k3+1ozk2+52k+21:Z k+1)° =(n+17° -1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
D’ou
i 5, , 5 5
Z (n41)° —I—En (n+1) —gn(n+1)(2n+1)—En(n%—l)—n)
1
30( (n+1)° —150*(n+1)* = 10n(n+1)(2n+1) — 15n(n+1) —6(n+1))
1 1)(6n® +9n* +n—1
30(n+l)(6rz4+9113+112—rz):n(n+ )(6n ;(—)9’1 +n—1)
Finalement,

Vn € N*, ZZ:1 k = 2ot
ne I, g, = el

Wn e N*, pp 18 = Mty g2

4 (n+1)(6n +9n2+n—1)
Vne N*, Y/ k' = 0 .

3. Soit p un entier naturel. Pour k > 1,

(k1) — kP = ZC]H g

Donc, pourn > 1:

n
kaJ) Y (k+ 1) — kPt = (n - 1)PT - 1.
0 k=1

M:
M”t:

Z p+1i =

= k

1 J

D’ou la formule de récurrence :

VpeN, Vne N Y1 Cp+1S = (n+1)PH —1.

Correction de I’exercice 8 A

1. Soit (x1,x2) € E2.

fx1) = f(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2)) (car g est une application)
= x] = x, (car go f est injective).

On a montré que V(x1,x2) € E?, f(x1) = f(x2) = x| = x2, et donc f est injective.

2. Soit y € H. Puisque go f est surjective, il existe un élément x dans E tel que g(f(x)) =y. En posant
z= f(x) € G, on a trouvé z dans G tel que g(z) =y. Onamontré : Vy € H, 3z € G/ g(z) =y, et donc g
est surjective.

10



Correction de I’exercice 9 A

On peut supposer sans perte de généralité que fogoh et goho f sont injectives et que ho f o g est surjective.
D’apres I’exercice 8, puisque fogoh = (fog)oh estinjective, h est injective et puisque ho fog=ho(fog)
est surjective, h est surjective. Déja h est bijective. Mais alors, ™! est surjective et donc fog=h"'o(ho fog)
est surjective en tant que composée de surjections. Puis 27! est injective et donc fog = (fogoh)oh ! est
injective. f o g est donc bijective. f o g est surjective donc f est surjective. goho f est injective donc f est
injective. Donc f est bijective. Enfin g = f~! o (f o g) est bijective en tant que composée de bijections.

Correction de I’exercice 10 A

1. SiA=B= alors AAB= @ =ANB. Si AAB = ANB, supposons par exemple A £ &. Soit x € A.
Six € B, x€ ANB = AAB ce qui est absurde et si x ¢ B, x € AAB = AN B ce qui est absurde. Donc
A = B = &. Finalement, AAB=ANB<A=B=0.

2. Par distributivité de N sur U,

(AUB)N(BUC)N(CUA) = ((ANB)U(ANC)U(BNB)U(BNC))N (CUA)
=((ANC)UB)N(CUA) (carBNB=BetANBC BetBNC C B)
=((ANC)NC)U((ANC)NA)U(BNC)U(BNA)
=(ANC)U(ANC)U(BNC)U(BNA)
=(ANB)U(BNC)U(CNA)

3. AAB=(A\B)U(B\A) = (B\A)U(A\ B) = BAA.

x € (AAB)AC < x est dans AAB ou dans C mais pas dans les deux
& ((xeAetx¢Betx¢ C)ou(xeBetx¢ Aetx¢ C)ou (x € Cetx ¢ AAB)

< x est dans une et une seule des trois parties ou dans les trois.

Par symétrie des roles de A, B et C, AA(BAC) est également I’ensemble des éléments qui sont dans une et
une seule des trois parties A, B ou C ou dans les trois. Donc (AAB)AC = AA(BAC). Ces deux ensembles
peuvent donc se noter une bonne fois pour toutes AABAC.

5. A=B=A\B=0etB\A=2=AAB=0.
A#B=3xcE/((xcAetx¢B)ou(x¢AetxeB))=IxcE/xe (A\B)U(B\A) =AAB=AAB+# &.

6. <« Immédiat.

= Soit x un élément de A.
Six ¢ C alors x € AAC = BAC et donc x € Bcarx ¢ C.

Six € C alors x ¢ AAC = BAC. Puis x ¢ BAC et x € C et donc x € B. Dans tous les cas, x est dans
B. Tout élément de A est dans B et donc A C B. En échangeant les roles de A et B, on a aussi B C A
et finalement A = B.

Correction de ’exercice 11 A

1. Soitx € E.
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fo(UA,) <:>E|y€UAi/x:f(y)<:>3i€I, JyeA;/x=f(©)

il i€l
ediel/xefA)exelrA)
icl
Donc
f(UAi> =Jr@.
icl icl
2. Soitx € E.
xef(ﬂA,-) sye(Ai/x=f(y) = eE/Vicl, yeAetx= f(y)
icl icl
=Viel/IyeA/x=f(y)=Viel/xe f(A)
sxe()f(A)
icl
Donc

L’inclusion contraire n’est pas toujours vraie. Par exemple, pour x réel on pose f(x) = x? puis A = {—1}
etB={1}. ANB=@etdonc f(ANB) = puis f(A) = f(B) = {1} etdonc f(A)N f(B) ={1}.

3. Il n’y a aucune inclusion vraie entre f(E\A) et F\ f(A). Par exemple, soit f: R — R etA=

2
X = X

[=1,2]. f(A) = [0,4] et donc Cr(f(A)) =] — e0,0[U]4, +-oo[ mais f(CrA) = /(] — oo, —1[U]2, +-o0[) =

]1, 400 et aucune inclusion entre les deux parties n’est vraie.

4. Soitx € E.

xe f! (ﬂB,) s fx)e(\BieViel, f(x)eBieViel, xe f'(B) e xe[f (B).

icl icl icl

Donc,

FHOB) =" (B).

iel iel
5. Soitx € E.

xefN(UB)e fx)e|UBieTJiel, fx)eBiedicl, xe f'(B)<xel Jf ' (B).
iel iel iel

Donc,

12



FUYB) =Ur (8.

icl icl

6. Soitxc E.

xef(F\B)& f(x) eF\Bi& f(x)¢Bi=x¢ f'(B) e xecE\f(B).

Donc,

SN F\Bi)=E\ ' (Bi).

Correction de ’exercice 12 A

1) = 2) Soit X € Z(E). On a toujours X C f~'(f(X)). (En effet, poux € E, x€ X = f(x) € f(X) = x €
FHf(X))). Réciproquement, soit x € E.

xe fAUfX) = fx) € f(X)= I € X/ f(x) = f(x') = I € X/ x=x (puisque f est injective)
=xeX.

Finalement, f~'(f(X)) C X et donc f~!(f(X)) = X. 2) = 1) Soit x € X. Par hypothése, f~'{f(x)} =
F Y f({x})) = {x} ce qui signifie que f(x) a un et un seul antécédent a savoir x. Par suite, tout élément de
I’ensemble d’arrivée a au plus un antécédent par f et f est injective.

1) = 3) Soit (X,Y) € (Z(E))®. On a toujours f(XNY) C fF(X)Nf(Y) (XNY CX = f(XNY) C f(X)
et de méme, f(XNY) C f(Y) et finalement, f(X NY) C f(X)N f(Y)). Réciproquement, soity € F. y €
FX)NfY)=3(x,x)eX xY/y= f(x) = f(x'). Mais alors, puisque f est injective, x = x’ € X NY puis
y=f(x) € f(XNY). Finalement, f(XNY) = f(X)Nf(Y).

3) = 4) Soit (X,Y) € (Z(E))>2. XNY == fX)Nf(Y)=f(XNY)=f(@)=2.

4) = 5) Soit (X,Y) € (Z(E))? tel que Y C X. Puisque X \Y C X, ona f(X\Y) C f(X). Mais, puisque
YN(X\Y) =, par hypothése f(X\Y)N f(Y) = @. Finalement,f(X \Y) C f(X)\ f(Y). Inversement, si
f(X)\ f(Y) = @, I'inclusion contraire est immédiate et si f(X)\ f(Y) # &, un élémént de f(X)\ f(Y) est
I’image d’un certain élément de X qui ne peut étre dans Y et donc est I'image d’un élément de X \ Y ce qui
montre que f(X)\ f(Y) C f(X\Y) et finalement que f(X)\ f(Y) = f(X\Y).

5) = 1) Soit (x1,x2) € E? tel que x; # x5. Posons X = {x1,x,} et Y = {x,}. On adonc ¥ C X. Par hypothese
FOXNY) = OO\ F(Y) ce qui fournit £({x1}) = £({x1,32])\ £({x2}) ou encore, {£(x1)} = {f(x1), f(x2)}\
{/(x2)}. Maintenant, si £(x1) = £(x2) alors {£(x1), f(x2)}\ {/(x2)} = & (et pas { £(x1) }). Done f(x1) £ f(x2).

On a montré que f est injective.

Correction de ’exercice 14 A

Montrons par récurrence que, pour n > 2, H, peut s’écrire sous la forme p—: ol g, est un entier pair et p, est
un entier impair (la fraction précédente n’étant pas nécessairement irréductible mais a coup siir pas un entier).
Pour n =2, H, = % et H, est bien du type annoncé. Soit n > 2. Supposons que pour tout entier k tel que
2< k< nonait Hy = % oll py est un entier impair et g, est un entier pair et montrons que H, | = 2L ol p, 41

dn+1
1 _ (n+D)putan
n+1 = (nt+1)g,
coup sur que si (n+ 1)p, + g, est impair ce qui est assuré si n+ 1 est impair et donc n pair)

est un entier impair et g, est un entier pair. (Recherche. L’idée H,;| = % + ne marche a
n

(2k+1) putgn

ler cas. Sin est pair, on peut poser n = 2k ou k € N*. Dans ce cas, H,1| = Elam

d’un entier impair par un entier pair.

et H, est bien le quotient

2eme cas. Sin est impair, on pose n =2k — 1 o k > 2 (de sorte que 2k — 1 > 3).

13



2k1 kl k—1

1 = Z i Z 2i Z 2i +1
(en séparant les fractlons de dénominateurs pairs des fractions de dénominateurs impairs)
1 k 1 k—1 1 k—1 1

=2k lzzz+1 2t Lo

lll

Maintenant, en réduisant au méme dénominateur et puisque un produit de nombres impairs est impair,
on voit que ):f 0 2# 7 est du type 2K, T ouKet K’ sont des entiers. Ensuite, puisque 2 < k <2k—1=n,

par hypothese de récurrence, H = ’q’ L ol p; est un entier impair et g; un entier pair. Apres réduction au
méme dénominateur, on obtient

Pk K (2K + 1) px + 2K gy
L ey Y /
qk +1 2gx(2K'+1)

2K g est un entier pair et (2K’ + 1) py est un entier impair en tant que produit de deux nombres impairs.
Donc le numérateur est bien un entier impair et puisque 2gk(2K’ + 1) est un entier pair, H,. est bien
dans tous les cas de la forme désirée.

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel n > 2, H, est le quotient d’un entier impair par un entier
pair et donc n’est pas un entier.

Correction de ’exercice 15 A

1. Il'y alinjection triviale f : E — P(E) .
x =  {x}

2. Soit f une application quelconque de E dans (E). Montrons que f ne peut étre surjective. Soit
A={x€E/x¢ f(x)}. Montrons que A n’a pas d’antécédent par f. Supposons par I’absurde que A a un
antécédent a. Dans ce cas, ot est a ?

acEA=a¢ fla)=

ce qui est absurde et

atA=ac f(a) =A,

ce qui est absurde. Finalement, A n’a pas d’antécédent et f n’est pas surjective. On a montré le théoreme
de CANTOR : pour tout ensemble E (vide, fini ou infini), il n’existe pas de bijection de E sur & (E).

Correction de ’exercice 16 A

f est bien une application de N? dans N car, pour tout couple (x,y) d’entiers naturels, I’un des deux entiers x +y
ou x+y+ 1 est pair et donc, %zﬂﬂ) est bien un entier naturel (on peut aussi constater que w =
14+24...4 (x+y) est entier pour x+y > 1).

Remarque. La numérotation de N? a été effectuée de la facon suivante :
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0(112]3 x
01]03143 L6
1| 27407
2578
319
Y
Sur une parallele a la droite d’équation y = —x, la somme x -+ y est constante. Il en est de méme de I’expression

w et quand on descend de 1 en y, on avance de 1 dans la numérotation.

Lemme. Vn € N, 3!p e N/ @ <n< %.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on pourrait se contenter de constater que la suite des nombres

triangulaires (w) est strictement croissante. Néanmoins, on va fournir explicitement p en fonction de
p>

n. Soient n et p deux entiers naturels.

p(p+1) <n< (p+1)(p+2)

5 < 5 s pP+p-2n<0etp?+3p+2—-2n>0

—1+v8n+1 =3+v8n+1
ST T T
—14+8n+1

2

—1++v8n+1
2

1+\/8n+1>

— )

S p -1+

=P < <p+1<:>p:E<

Le lemme est démontré.

Montrons que f est surjective (et au passage, déterminons 1’antécédent d’un entier n donné). Soient n un entier
_ _ p(p+1)
Y 7, . X+y=p y=n—HH=
naturelet p=F (f> (p est un entier naturel). On pose { _ " p(p+1) ouencore B _2 p(p+3) .
2 X=p—-y=—7 - —n
Tout d’abord, y + w =pn— 2t + 2t — ) Mais il reste encore 2 vérifier que x et y ainsi définis

2 2
(qui sont a I’évidence des entiers relatifs) sont bien des entiers naturels. Puisque w est un entier naturel et

quen > plp+l) y est bien un entier naturel. Ensuite, @ = w + p est aussi un entier naturel et de plus,

ans
p(p+3) n>p(p+3)_<(p+1)(p+2)_l>:O

2 72 2

et x est bien un entier naturel. Ainsi, pour n naturel donné, en posant p = E (_1"’7 V28”+1> puis x = @ —n

ety=n— w, x et y sont des entiers naturels tels que f((x,y)) = n. f est donc surjective. Montrons que
f est injective. Pour cela, on montre que si x et y sont des entiers naturels vérifiant y + %jwl) = n, alors

nécessairement, x+y=p (ety=n— @). Soient donc x et y deux entiers naturels. On a :

(x+y+1)(x+y+2)

(x+y)(x+y+1) < (x+y)(x+y+1) (x+y)(x+y+1)
2 )

NS = 1 =
5 5 +y=n< 5 +(x+y+1)

et le lemme montre que x +y = p. L’unicité du couple (x,y) est donc démontrée. f est une application
injective et surjective et donc f est bijective. Sa réciproque est f~!: N — N? ou
+3 +1
noo (p(p2 )_n’n_p(P2 ))

_ —1++v/8n+1
p=E <72 i )
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