Exo7

Fonctions usuelles

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **I

1. Soit f une fonction dérivable sur R a valeurs dans R. Montrer que si f est paire, f’ est impaire et si f est
impaire, f’ est paire.

2. Soient n € N* et f une fonction n fois dérivable sur R a valeurs dans R. f (n) désignant la dérivée n-icme
de f, montrer que si f est paire, f") est paire si n est pair et impaire si n est impair.

3. Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans R. A-t-on des résultats analogues concernant les
primitives de f ?

4. Reprendre les questions précédentes en remplagant la condition f est paire (ou impaire) par la condition
f est T-périodique .

Correction V [005097]

Exercice 2 **

Trouver la plus grande valeur de /n, n € N*.
Correction V¥ [005098]

Exercice 3 **]

1. Etudier brievement la fontion x — me et tracer son graphe.

2. Trouver tous les couples (a,b) d’entiers naturels non nuls et distincts vérifiant a” = b°.

Correction V¥ [005099]

Exercice 4
Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

I. (%) In|x+ 1| —In|[2x+ 1| < In2,

2. (%) xVE = A,

3. (#*) 2argshx = argch3 —argth J,

4. (%) Ing(10) + 21105 (10) + 3In100(10) = 0,
5. (%) 22— 371 =3¢t %l
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Correction V

[005100]

Exercice 5 **

X\x

Trouver limy_, | o %

Correction V¥ [005101]
Exercice 6
Construire le graphe des fonctions suivantes :
L. (*) filx) =22x— 1] —|x+2| +3x.
2. (**) fo(x) = In(chx).
3. (%) fi(x) = x4 /P2 — 1],
4. (**) fy(x) = |tanx|+ cosx.
5. (%) fs(x) = (1+1)" (a étudier sur |0, +oo]).
6. (**) fo(x) =log,(1 —log%(x2 —5x+6)).
Correction V¥ [005102]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit f une fonction dérivable sur R a valeurs dans R. Si f est paire, alors, pour tout réel x, f(—x) = f(x).
En dérivant cette égalité, on obtient

v-x S R7 _fl(_'x) = f/('x)u

et donc f” est impaire. De méme, si f est impaire, pour tout réel x, on a f(—x) = — f(x), et par dérivation
on obtient pour tout réel x, f'(—x) = f'(x). f est donc paire.

(f paire = f’ impaire) et (f impaire = f paire.)

2. Soient n € N* et f une fonction n fois dérivable sur R a valeurs dans R. Supposons f paire. Par suite,
pour tout réel x, f(—x) = f(x). Inmédiatement par récurrence, on a

Vx € R, f(—x) = (=1)"f(x).

Ceci montre que £ a la parité de n, ¢’est-a-dire que £ est une fonction paire quand n est un entier pair
et est une fonction impaire quand n est un entier impair. De méme, si f est impaire et n fois dérivable sur
R, f ala parité contraire de celle de n.

3. Soit f une fonction continue sur R et impaire et F' une primitive de f. Montrons que F' est paire. Pour x
réel, posons g(x) = F(x) — F(—x). g est dérivable sur R et pour tout réel x,

§(x) = F'(x) + F'(—x) = f(x) + f(—x) = 0.

g est donc constante sur R et par suite, pour tout réel x, g(x) = g(0) = F(0) — F(0) = 0. Ainsi, g est
la fonction nulle et donc, pour tout réel x, F(x) = F(—x). On a montré que F est paire. Par contre, si
f est paire, F n’est pas nécessairement impaire. Par exemple, la fonction f : x+> 1 est paire, mais
F : x— x+ 1 est une primitive de f qui n’est pas impaire.

4. On montre aisément en dérivant une ou plusieurs fois I'égalité : Vx € R, f(x+T) = f(x), que les dérivées

successives d’une fonction 7-périodique sont 7-périodiques. Par contre, il n’en est pas de méme des

primitives. Par exemple, si pour tout réel x, f(x) = cos’>x = %(1 +cos(2x)), f est m-périodique, mais la

fonction F @ x+— 5+ %, qui est une primitive de f sur R, n’est pas w-périodique ni méme périodique

tout court.

Correction de I’exercice 2 A

Pour n € N*, posons u,, = v/n puis, pour x réel strictement positif, f(x) = x'/* de sorte que pour tout naturel
non nul 7, on a u, = f(n). f est définie sur |0, 4-oo[ et pour x > 0, f(x) = e™/*, f est dérivable sur |0, +oo] et
pour x > 0,

1 —Inx
/ o Inx/x
x) = ——5—e"/"
)=
Pour x > 0, f(x) est du signe de 1 —Inx et donc f” est strictement positive sur |0, ¢[ et strictement négative sur
Je,+oo[. f est donc strictement croissante sur 0, e] et strictement décroissante sur [e, 4+-oo[. En particulier, pour
n>=3,

= f(n) < f(3) =us = V3.

Comme ur = v/2 > 1 = uy, on a donc Max{u,, n € N*} = Max{ﬁ, \ﬁ} Enfin, V2 =1,41... < 1,44.. = /3
(on peut aussi constater que (v/2)® = 8 < 9 = (v/3)%). Finalement,



Max {/n, n € N*} =v/3=1,44... I

Correction de I’exercice 3 A

1. Pour x > 0, posons f(x) = X f est définie et dérivable sur ]0,+oo[ et, pour x > 0, f'(x) = % fest
donc strictement croissante sur |0, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[. Le graphe de f s’en déduit

facilement :
S
E P —
1 2 ¢3 4
14
24
-3 4
44

2. Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que @ < b. On a alors

a® =b* < In(a’) =In(b") < blna = alnb = lnia = % & fla) = f(b).
Si a > 3, puisque f est strictement décroissante sur [e,+oo[, on a alors f(a) > f(b) et en particulier,
f(a) # f(b). a n’est donc pas solution. @ = 1 n’est évidemment pas solution. Par exemple, a® = b* =
1> =b' = b =1 = a ce qui est exclu. Donc, nécessairement a = 2 et b est un entier supérieur ou égal
a 3, et donc a e, vérifiant f(b) = f(2). Comme f est strictement décroissante sur [e,+oo[, 1’équation
f(b) = f(2) a au plus une solution dans [e, +co[. Enfin, comme 2% = 16 42, on a montré que : il existe

un et un seul couple (a,b) d’entiers naturels non nuls tel que a < b et a” = b%, & savoir (2,4).

Correction de I’exercice 4 A

1. Soitx € R,
1 |
Infx+1|—In[2x+ 1| <In2 < In ;}:Llléan(:) ;;l‘gzetxﬂ;éo
x+1 x+1 x+1
< T Coetx# 1 2>0et ~2<0etx#£ 1
< op S2etxA mle g t220et oy etx#
5er3>0et _3x_ <Oetx# —1

=
2x+

2x+
e o (et o ones
S X E]—oo0,—1[U ] ] [;,4—00[
2. Pourx >0
xﬁ:ﬁx@\/xlnx:xmﬁmnx(ﬁ—g):o
Slnxx/x2-vx)=0&x=1oux=4.
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7
3. argch3 =In(3+v32—1) =In(3+ /8) et argth{ = 11n (t—g) =Inv/8. Donc, argch3 —argthJ =

In (1 + %) Par suite,

1
2argshx—argch3—argth9@x—sh Eln 1+5§>>
i 3 1 3 1
8 1+i8 28 1+ 2 29843422
342(\@—1)
S X = 4 .
V( 1+ﬂ
4. Pour x €]0,+oo[\ { 15, 15, 1 }
In(10) In(10) In(10)
In, (1 2Injox (1 Injppx(10) = 2 =
n ( 0)-1— n10(0)+3 nloo( 0) 0 Inx + 1n<10x)+31n<100x) 0

=0

o (Inx+1n(10))(Inx+21n(10)) 4+ 2Inx(Inx +21n(10)) + 3 Inx(Inx +In(10))
Inx(Inx+1n(10))(Inx+21n(10))

& 6In?x+101In(10) x Inx +21n*(10) = 0

—51In(10) 4+ 4/131n%(10) —51In(10) — 4/ 131n?(10)

<1 S )
nx 6

exe {10<*5*m>/6, 10<*5+\/ﬁ>/6} .

Comme aucun de ces deux nombres n’est dans { 135, 75,1}, - = {10(*5*\/5)/67 10(*5+\/ﬁ)/6}.

5. Soitx € R.

22/\7_3)(7% :3x+% _22x71 <:>22x+22x71 :3x+% +3x7%
S22 41) =323+ 1) & 3x 22 =4 x 33
\ 3
S22 =31 o (2x—3)In2 = ( —2> In3

- _3ln2—%ln3(:} 3
T Oma—m3 T2

Correction de I’exercice 5 A
2 x X .
Pour x > 0, (x°)* = &"I"") = " In¥ gt x(") = X"Inx_Par guite,

xx X
Vx>0, (x(xx)) = exp(Inx(x* — x%)).
Or, x> —x* = —x*(1 —x*%) = —""*(1 — (2~91"%) " Quand x tend vers +oo, (2 —x) Inx tend vers —co. Donc, 1 —

e2=9I0x tend vers 1 puis x? — x* tend vers —eo. Mais alors, Inx(x*> — x¥) tend vers —oo, puis S(CQ; = exp(Inx(x* —

x¥)) tend vers 0.

. X)X
limy s 4o EC’(C X)) =0.




Correction de I’exercice 6 A
On notera %; le graphe de f;.

1. fi est définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—2, %} On précise dans un tableau I’expression de
f1(x) suivant les valeurs de x.

x| —e ) 172 Too
|2x — 1| —2x+1 —2x+1 2x—1
|x+2| —x—2 x+2 x+2
fi(x) 4 —2x 6x—4
On en déduit €.
8 +
<
/
T 5
S
Il
6T >
5 +
y=4
4 +
3 +
<
\
2 +
\9
=
1
I ] ] ] ] 5 ] ] ]
I T T T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3
14+

2. Soitx € R. chx > 1 et donc f>(x) existe et f>(x) > 0. f» est donc définie sur R. De plus, f> est continue
et dérivable sur R, paire. Puisque la fonction x — chx est strictement croissante sur R* 2 valeurs dans
10, +oo[ et que la fonction x — Inx est strictement croissante sur |0, +-oo[, f> est strictement croissante sur
R* et, par parité, strictement décroissante sur R™. f> est paire et donc f} est impaire. Par suite, f3(0) =0
et ¢, admet I’axe des abscisses pour tangente en (0, f2(0)) = (0,0). Etude en +oo. Pour x > 0,

f(x) =In <;(ex+ex)) = ln(ex—i—ex) —In2=In(e*(14+e *))—In2 =x—In2+In(14e ).

Quand x tend vers oo, e~ tend vers 0 et donc, In(14¢~%) tend vers 0. On en déduit que lim,_, o f>(x) =
+oo. De plus, limy_s o (f2(x) — (x—1n2)) = 0 et la droite (D) d’équation y = x —In2 est asymptote a ¢»
en +oo. Par symétrie par rapport a la droite (Oy), la droite (D’) d’équation y = —x — In2 est asymptote a
%, en —oo. Enfin, pour tout réel x,

f(x)—(x—In2) =In(1+e *)>Inl =0,

et ¢ est strictement au-dessus de (D) sur R. De méme, % est strictement au-dessus de (D') sur R. On
en déduit 6.



3. f3 est définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—1,1}. Etude en —c. Soit x < —1.

(x+vVx2—1)(x—Vx2—-1) _ 1

x—vxr—1 x—vx2—1

fHx)=x+Vx2—1=

Or, quand x tend vers —oo, x — v/x2 —1 tend vers — et donc lim, , o f3(x) = 0. Etude en oo,
Immédiatement, lim,_, ; « f3(x) = 4-oo. Ensuite, pour x > 1,

flx)  x+vxr—1 1
x x x

qui tend vers 2 quand x tend vers +oo. Mais alors,

—x V1) (—x— VA2 1 1
f3(x) —2x = —x+ /x2—1:< x+Vx )(—x—Vx ):_ ‘
—x—vVxr—1 x+vx2—1
On en déduit que lim,_, . (f3(x) — 2x) = 0 et donc que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a
%3 en +o. Etude en 1. Pour x > 1,

L) -f0) - @-D+ (x—l)(x+1):1+ x+1
x—1 x—1

x—1 -

etpourx €] —1,1],

f(x)— f3(1) _ (x—1)++/(=x+1)(x+1) L x+1

x—1 —(—x+1) N —x+1°

Par suite, limy_, v~ L{%() +oo et limy, 1, <1 M = —oco. On en déduit que f3 n’est pas

dérivable en 1, mais que 63 admet deux demi-tangentes paralleles a (Oy) au point de ¢35 d’abscisse 1.
Les résultats sont analogues en —1. Etude des variations de f3. Pour x €] — oo, —1[U]1,+oo[, f3(x) =

x+vVx2—1etdonc

N x o x+vVar—1
Vxr—1 Vi1

Six>1,onax++vx*—1>0etdonc, fj(x) >0.Six<—1,ona

V2—1< Va2 =|x|=

etdonc, x+v/x? — 1 <0 puis f(x) <0. Ainsi, f3 est strictement décroissante sur | —co, — 1] et strictement
croissante sur |1, +oo[. Pour x €] — 1, 1], f3(x) = x+ v —x?+ 1 et donc

f(x) =



x _V=x2+1—x
V241 VA
Six €] —1,0], on a clairement f5(x) > 0. Si x€ [0, 1], par stricte croissance de la fonction x — x? sur RT,
ona

Al =1-

sgn(f3(x)) =sgn(v/—x2 + 1 —x) =sgn((—x*>+1) —x?) = sgn(1 —2x%) = sgn((1 —xv/2)(1+xV2)) = sgn|

) . Lo 1 . 2 . 1 s 1
Donc, f5 est strictement positive sur [O, 7 [, strictement négative sur } oL 1 [ et s’annule en 7 En
résumé, f; est strictement négative sur | —eo, —1[ et sur ] SN [ et strictement positive sur } -1, \% [ et

2 )
sur |1, +oo[. f3 est donc strictement croissante sur | — oo, —1] et sur %2, 1| et strictement décroissante sur
[—1, %} et sur [1,+oo[. On en déduit 3.

/|

5 .
4 .
3 .
2 .
V2
14,
/
/\
L L L L /
/ —
/
1

|
y
4 -3 = %123

4. fyestdéfinie sur R\ (5 + 7Z), 27-périodique et paire. On étudie donc f4 sur [0,5 [U]5,7]. Etude des
variations de f. Pour x € [0, 5[, f4(x) = tanx + cosx et donc,

1
(x) = —sinx>1—-1=0
fa(x) cos2y  Sinx ,

2

avec égalité si et seulement si sinx = cos=x = 1 ce qui est impossible. Donc, f; est strictement positive
sur [O, %[ et f, est strictement croissante sur [O, % [ Pour x € ]%,n’], fa(x) = —tanx+ cosx et fi est
strictement décroissante sur ] 5 ﬂ en tant que somme de deux fonctions strictement décroissantes sur

|5, 7]. On a immédiatement lim f4(x) = lim f3(x) = +eo. On en déduit %j.
x—Z x—%

n n
x<7 x>7

1

&

x).



=37
I ] ] 2|
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5. Soit x > 0. x n’est pas nul donc 1 + existe puis 1 —|— > 0 et fg(x) existe. Etude en 0. Pour x > 0, xIn(1 +
1) = —xInx+xIn(1+x). Par sulte xIn(1+1) tend vers 0 quand x tend vers O par valeurs supérieures et
donc f5(x) = exp(xIn(1+ 1)) tend vers 1. Posons encore f5(0) = 1 et étudions la dérivabilité de f5 en 0.

Pour x > 0,

fs(0)—f50) 1 <exp(xln(1+1)) _ 1> _exp (xIn(1+1)) -1 n <1 +1> .

x—0 xln(l-i-)l;)
Or,xln(1+%) tend vers 0 quand x tend vers 0, et donc
exp(xln (1+1)) =1 Y —1
plxln( q)) —lim S = 1.
fc;)(()) xln(l—i—;) y=0 y

D’autre part, In (1 + %) tend vers +oo quand x tend vers O par valeurs supérieures. Finalement,

im SO =S50
9 x0

Ainsi, f5 n’est pas dérivable en 0 mais %5 admet 1’axe des ordonnées pour tangente en (0, f5(0)) = (0, 1).

1n(1+ )

Etude en +c. Pour x > 0, xIn (1 + 1) et donc lim,_, . xIn (1 + - ) = lim, o ln(%ﬂ = 1. Par

X

suite,

lim f5(x) =

X—r+oo

Etude des variations de fs. Pour x > 0, f5(x) > 0 puis In(f5(x)) = xIn(1 + %) Par suite, pour x > 0,

(=)
141

fs(x) = fs(x)In(fs5)'(x) = f5(x) <1n <1+i> + > f5(x)g(x),

ol g(x) =1In ( I+ 1) = H Sur 0, +oo[, f5 est du signe de g. Pour déterminer le signe de g, étudions
d’abord les variations de g sur |0, +oo[. g est dérivable sur |0, 40| et pour x > 0,

. 1 1 1 1

g = Hf)]; ! (x+ 12 x(x+1) " (H12 <Gt D2 "

g est donc strictement décroissante sur |0, 4-co|, et puisque lim,_, ;. g(x) = 0, g est strictement positive
sur 0, +oo[. Il en est de méme de f2. f5 est strictement croissante sur |0, +co(. On en déduit €.

9



6. Domaine de définition de fg. Soit x € R.

In(x> —5x+6)

1
lnj

fo(x) existe < x> —5x+6 > 0et 1 —10g%(x2—5x+6) >0 x> —5x4+6>0et <1

1 1
& x? —5x+6>0et In(x* —5x+6) >1n§ o&x*—5x+6> =

2
5-v3, 5+4/3
V35 V3

11
S —5x+— >0&x€]—oo, > (U] > ,Foof

2

= Y.

Variations de fs. La fonction x — x? — 5x+ 6 est strictement décroissante sur ]— ] et strictement

5+f f

12
< 2, la fonction x — x2 — Sx + 6 est strictement
5+V3

croissante sur [%,—i—oo[ Comme 2 et que 2

décroissante sur} —oo S—W] et strictement croissante sur [ —1—00{ a valeurs dans |0, 4-o[, intervalle

sur lequel la fonction logarithme néperien est strictement croissante. La fonction x — 1 + W a
le méme sens de variations et finalement fg est strictement décroissante sur } —o0, 3= ‘[} et strictement
. P . 2
croissante sur [5*7\@, +o0 [ Axe de symétrie Soit x ER. x € Iy < 3 —x € Py etde plus, (3 —x)" —

5 (%—x) +6 = x% — 5x+ 6. Par suite,

VxeD, f6(% —x) = fo(x).

%% admet donc la droite d’équation x = % pour axe de symétrie.

Le calcul des limites étant immédiat, on en déduit €.

\Q\ ; ;
JL | |
| |
| |
1__ | |
| |
| |
1 1 1 1 1 1 1 1 II II 1 1 1
I T T T |I I| T
-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 L\t2 314 5 6
—1+ | [
| |
| |
-2 7 | |
| |
34
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