Exo7

Trigonométrie hyperbolique

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 ***[T
Domaine de définition et calcul des fonctions suivantes :

1. x+ sin(arcsinx),
2. x> arcsin(sinx),
3. x> cos(arccosx),
4. x — arccos(cosx),
5. x> tan(arctanx),
6. x — arctan(tanx).

Correction V [005084]

Exercice 2 ***[T

1. Calculer arccosx + arcsinx pour x élément de [—1, 1].
2. Calculer arctanx + arctan % pour x réel non nul.

3. Calculer cos(arctana) et sin(arctana) pour a réel donné.

4. Calculer, pour a et b réels tels que ab # 1, arctana + arctanb en fonction de arctan la_tf’b (on étudiera

d’abord cos(arctana + arctanb) et on distinguera les cas ab < 1,ab > l eta > 0,ab > 1 eta < 0).

Correction V¥ [005085]

Exercice 3 *IT
Etablir pour ch, sh et th les formules d’addition, de duplication et de linéarisation.
Correction V [005086]

Exercice 4 ***]

. 1 2 . 2
Existence et calcul de [y “arcsin/f dt + [, “arccos/z dr.
Correction Vv [005087]

Exercice 5 **
Simplifier les expressions suivantes :

1. fi(x) = arcsin (ﬁ)

2. fa(x) = arccos (%;ﬁ)
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3. f3(x) = arcsiny/1 — x2 — arctan (\/%)

- 1 _ X x—1
4. fa(x) = arctan 5 7 — arctan {7 +arctan *~.

Correction V [005088]

Exercice 6 **I

Calculer arctan % ~+ arctan % + arctan é.
Correction V¥ [005089]

Exercice 7 ***]

Calculer u,, = arctan 1% +arctan 2% +...+arctan ”% pour n entier naturel non nul donné puis déterminer lim,,_, 1 14y,
(Utiliser I’exercice 2 4))
Correction V¥ [005090]

Exercice 8 *
Etudier f : x+ In(chx) —x.
Correction V¥ [005091]

Exercice 9 ** Mines de DOUAI 1984
On considere la fonction numérique f telle que :

flx)= (x2 - l)wctanﬁ,

et on appelle (%) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1. Quel est I’ensemble de définition Z de f ?
2. Exprimer, sur 2\ {0}, la dérivée de f sous la forme : f’(x) = 2xg(x).
3. Montrer que : Vx € R, 2x* — 4x3 4+-9x? —4x+ 1 > 0 et en déduire le tableau de variation de g.

4. Dresser le tableau de variation de f.

Correction V¥ [005092]

Exercice 10 **
Résoudre dans R I’équation sh(2 +x) +sh(2 +2x) +... +sh(2 4 100x) = 0.
Correction Vv [005093]

Exercice 11 **I

1. Montrer que pour tout réel x non nul, on a : thx =

2. En déduire la valeur de u, = 2°th(2%) + 2! th(2'x) + - - +2"th(2"x) pour n entier naturel non nul et x
réel non nul donnés puis calculer la limite de (u,).

Correction V¥ [005094]

Exercice 12 **
Simplifier les expressions suivantes

1. sin(2arcsinx),



2. cos(2arccosx),

3. SiIl2 (arcgosx)’

4. In(vVx?+14x) +In(vVx? +1—x),
2—]

5. argsh <x2x ),

6. argch(2x* — 1),

7. argth (/).

8 ch(Inx)+sh(Inx)
T

Correction V¥ [005095]

Exercice 13 **

Résoudre dans R les équations suivantes :
1. chx=2,
2. arcsin(2x) = arcsinx + arcsin(xv/2),
3. 2arcsinx = arcsin(2xv/1 — x2).

Correction V [005096]




Correction de I’exercice 1 A
arcsinx existe si et seulement si x est dans [—1, 1]. Donc, sin(arcsinx) existe si et seulement si x est dans [—1, 1]
et pour x dans [—1, 1], sin(arcsinx) = x.

arcsin(sinx) existe pour tout réel x mais ne vaut x que si x est dans [—%, %]. ¢ S’il existe un entier relatif & tel
que —% +2kn < x < § +2km, alors —§ < x—2km < T et donc
arcsin(sinx) = arcsin(sin(x — 2k7w)) = x — 2km.

De plus,onak < & + 1 <k+4 etdonc k=E (5 + 7). * S’il existe un entier relatif k tel que % +2kx < x <
37” +2km, alors —F < w—x+2km < 7 et donc

arcsin(sinx) = arcsin(sin(x —x+2kx)) = w — x + 2km.

Deplus,k<ﬁ—%<k+%etdonck:E(§—i).

arccosx existe si et seulement si x est dans [—1,1]. Donc, cos(arccosx) existe si et seulement si x est dans
[—1,1] et pour x dans [—1, 1], cos(arccosx) = x.

arccos(cosx) existe pour tout réel x mais ne vaut x que si x est dans [0, 7]. ¢ S’il existe un entier relatif k tel
que 2km < x < w+ 2k, alors arccos(cosx) = x — 2km avec k = E (ﬁ) * S’il existe un entier relatif & tel que
— 7T 42k < x < 2k alors arccos(cos.x) = arccos(cos(2km —x)) = 2k7 —x avec k = E ().

Pour tout réel x, tan(arctanx) = x.
arctan(tanx) existe si et seulement si x n’est pas dans 7 + 77 et pour ces x, il existe un entier relatif k tel que

—Z +km <x < Z+kx. Dans ce cas, arctan(tanx) = arctan(tan(x — k7)) = x —km avec k =E (2 + 1).

Correction de I’exercice 2 A

1. 1ere solution. Posons f(x) = arccosx + arcsinx pour x dans [—1, 1]. f est définie et continue sur [—1, 1],
dérivable sur | — 1, 1]. De plus, pour x dans | — 1, 1],

Vi—x2 V1=

Donc f est constante sur [—1, 1] et pour x dans [—1,1], f(x) = f(0) = 7.

f(x) 0.

Vx € [—1,1], arccosx +arcsinx = 7.

2éme solution. Il existe un unique réel 6 dans [0, 7] tel que x = cos 6, a savoir 6 = arccosx. Mais alors,

T T T
arccosx + arcsinx = 6 + arcsin (sin(a - 6)) =0+ 5~ 0= >

(car 7 — @ estdans [-7,7]).

2. lere solution. Pour x réel non nul, posons f(x) = arctanx + arctan )—1( f est impaire. f est dérivable

sur R* et pour tout réel x non nul, f'(x) = —! L_L_—=0. f est donc constante sur | — o0, 0] et sur

1+x2 X2 I+

]0, o[ (mais pas nécessairement sur R*). Donc, pour x > 0, f(x) = f(1) = 2arctan1 = 7, et puisque f
est impaire, pour x < 0, f(x) = —f(—x) = —%. Donc,

Zsix>0
—5six<0

Vx € R*, arctanx + arctan = = { = Zsgn(x).




2eme solution Pour x réel strictement positif donné, il existe un unique réel 0 dans ] 0,% [ telque x=tan 6
a savoir 0 = arctanx. Mais alors,

1 1 T T T
arctanx—i—arctan; = 0 +arctan <tane> = 0 +arctan (tan(z - 6)) =0+ 5~ 0= >

(car 6 et 5 — 6 sont éléments de |0, 5 [).

2 _ 1 . 1
3. cos®(arctana) = Tt = Tha-

en déduit que pour tout réel a, cos(arctana) = ﬁ puis

De plus , arctana est dans | — 7, 7| et donc cos(arctana) > 0. On

a

Vita?

sin(arctana) = cos(arctana) tan(arctana) =

_ 1 ; —
Va € R, cos(arctana) = ;- et sin(arctana) = T

4. D’apres 3),

1—ab
V1+a2/1+b2’

ce qui montre déja , puisque ab # 1, que cos(arctana + arctanb) # 0 et donc que tan(arctana + arctanb)
existe. On a immédiatement,

cos(arctana + arctanb) = cos(arctana) cos(arctanb) — sin(arctana) sin(arctanb) =

a+b
1—ab

Maintenant, arctana + arctanb est dans | -7, -5 [U]|-%,2[U] 5, 7[.

tan(arctana + arctanb) =

ler cas. Siab < 1 alors cos(arctana + arctanb) > 0 et donc arctana + arctanb est dans } -2, [ Dans ce

a+b )

cas, arctana -+ arctan b = arctan ( 7).

2eme cas. Siab > 1 alors cos(arctana + arctanb) < 0 et donc arctana + arctanb est dans | -7, —5[U ] %, 7[.

Si de plus a > 0, arctana + arctanb > —7 et donc arctana + arctanb est dans }%,n’[. Dans ce

cas, arctana +arctanb — 7 est dans | — %, Z [ et a méme tangente que arctan 2. Donc, arctana +

2:2
1“ fabb + . Sia <0, on trouve de méme arctana + arctanb = arctan f’jal’b —T.

arctan b = arctan

En résumé,

arctan 12 si ab < 1

arctana + arctanb = arctan l“falz +msiab>1leta>0

arctan 42 — 7 siab > leta <0

Correction de I’exercice 3 A

ch(a+b) =chachb+shashb et ch(a—b)=chachb—shashb,
sh(a+b) =shachb+chashb et sh(a—b)=shachb—shbcha

_ thatthb _ tha—thb
th(a+0b) = T+thathb et th(a—b) = s




Deux démonstrations :

1 1
chachb+shashb = Z((e“ +e (e te )+ (e"—e ) (P —et)) = 5(@“”’ +e97") =ch(a+b).

sh(a+b) shachb+shbcha  tha+thb
ch(a+b) chachb+shashb 1+thathb

apres division du numérateur et du dénominateur par le nombre non nul chachb. En appliquant & a = b = x,
on obtient :

th(a+b) =

Vx € R, ch(2x) = ch®x + sh>x = 2ch®x — 1 = 2sh>x + 1, sh(2x) = 2shxchx et th(2x) = -2t

1+th®x”

En additionnant entre elles les formules d’addition, on obtient les formules de linéarisation :

1 1 1
chachb= E(Ch(a+b)—|—ch(a—b)), shashb = E(ch(a+b) —ch(a—b)) et shachb= E(Sh(a+b) +sh(a—b)),
et en particulier

cho)+1 o ch(2y) -1

h’x =
cn-x 3 >

Correction de I’exercice 4 A

Pour x réel, on pose f(x) = 0““ Tarcsin v/t dt —|—f°Ob Tarccos /1t dt.
La fonction 7 — arcsin /7 est continue sur [0, 1]. Donc, la fonction y — [J arcsiny/7 dt est définie et dérivable
sur [0,1]. De plus, x — sin’x est définie et dérivable sur R a valeurs dans [0,1]. Finalement, la fonction

2
X “n *arcsin+/7 dt est définie et dérivable sur R. De méme, la fonction ¢ — arccos v/ est continue sur [0, 1].

Donc la fonction y — [¢ arccos /7 dr est définie et dérivable sur [0,1]. De plus la fonction x > cos?x est

définie et dérivable sur R, a valeurs dans [0, 1]. Finalement, la fonction x — [ “Xarccos /7 dt est définie et

dérivable sur R. Donc, f est définie et dérivable sur R et, pour tout réel x,

f'(x) = 2sinxcosxarcsin(V/ sin® x) — 2sinxcosxarccos(V cos2 x)

= 2sinxcosx (arcsin(|sinx|) —arccos(|cosx|)).
On note alors que f est w-pérodique et paire. Pour x élément de [0, 7], f'(x) = 2sinxcosx(x —x) = 0. f est

donc constante sur [0,5] et pour x élément de [0,5], f(x) = f (%) = fol/z arcsin/1 dt + fol/z arccos \/tdt =

jbl/ 2 T dt = . Mais alors, par parité et 7-périodicité,
Vx eR, fsm Yarcsin/z dt + fcog Tarccos/t dt = I

Correction de ’exercice 5 A

1. 1eére solution. Pour tout réel x, Vx> +1 > Vx> = |x| et donc —1 < \/7 < 1. Ainsi fj est définie et
dérivable sur R, impaire, et pour tout réel x,

o < B 2 ) 1 L ')
x) = ——x = = x).
: 4+1 2 (2+1)VaE+1 \/1_ X2 1+x?

1+x2

Donc il existe une constante réelle C telle que pour tout réel x, fi(x) = arctanx+ C. x = 0 fournit C =0
et donc,




Vx € R, arcsin( - ) = arctanx.
x*+1

2eme solution. Pour x réel donné, posons 6 = arctanx. 6 est dans } -7.% [ etx=tan®.

tan 0
A a =Vcos?0tan 6 = cos Otan O (car cos 6 > 0)
Va2+1  V/1+tan?26
=sinf
et donc
o Tw

f1(x) = arcsin(sin0) = 0 (car 6 est dans } ~513 [)

= arctanx.
. 1ére solution. Pour tout réel x, —1 < —1+ leQ = i;ﬁ < —142 =1 (avec égalité si et seulement si

x =0). f» est donc définie et continue sur R, dérivable sur R*. Pour tout réel x non nul,

£ —2x(14+x%) —2x(1 —x?) —1 4x 1 2¢

X)) = = =

2 (14x2)2 | (1_x2 2 142242 142
o l+x2)

ou ¢ est le signe de x. Donc il existe une constante réelle C telle que pour tout réel positif x, f>(x) =
2arctanx + C (y compris x = 0 puisque f est continue en 0).
x = 0 fournit C = 0 et donc, pour tout réel positif x, f(x) = 2arctanx. Par parité,

2
Vx € R, arccos <}+§2) = 2arctan |x|.

2eme solution. Soit x € R puis 6 = arctanx. 6 estdans |—%, %[ etx = tan 6.

1 —x? B 1 —tan? 6
142> 1+tan?0

= cos> 0(1 —tan® ) = cos” @ —sin* O = cos(26).

Donc

20si6¢€ (0,5

205i6¢] = 2arctan |x|.

f2(x) = arccos(cos(20)) = { 0 _ { 2arctanx six > 0

—2arctanxsix <0

. La fonction x — arcsiny/1 — x? est définie et continue sur [—1, 1], dérivable sur [—1,1]\ {0} car pour x
élément de [—1,1], 1 —x? est élément de [0, 1] et vaut 1 si et seulement si x vaut 0. {% est défini et positif
si et seulement si x est dans | — 1, 1], et nul si et seulement si x = 1. f3 est donc définie et continue sur
] — 1,1], dérivable sur | — 1,0[U]0, 1[. Pour x dans | — 1,0[U]0, 1], on note € le signe de x et on a :

, x 1 —(1+x)—(1—-x) 1 1 € 11
V122 /1—-(1-x2) (1+x) > /%xwm VI—22 2V1—x
X
Si x est dans ]0, 1[, f5(x) = —1 \/11_7 = (—3arcsin)’(x). Donc, il existe un réel C tel que, pour tout x de
[0, 1] (par continuité) f3(x) = —} arcsinx+C. x = 1 fournit C = Z. Donc,



Vx € [0,1], f3(x) = £ — L arcsinx = J arccosx.

Si x est dans | — 1,0[, f3(x) = %\/17 = (3 arcsin)/(x). Donc il existe un réel C' tel que, pour tout x de

1—x2
] — 1,0] (par continuité) f3(x) = 3 arcsinx+C’. x =0 fournit £ — Z = C’. Donc,

Vx €] —1,0], f3(x) = 3 arcsinx+ Z.

4. fy est dérivable sur 2 = R\ {—1,0} et pour x élément de &, on a :

1 1 (x4+1)—x 1 x—(x—1) 1
féll(x):—)?l T (X+1)2 2 + 2 (x—1)2
+ 44 1+ (x+1)? 1+ x2
_ 4x 1 n 1 _ 4x + 4x _0
oAl 284142 221 -2 Al (22 H1)2 -4
fa est donc constante sur chacun des trois intervalles | —eo, —1[, | — 1,0[ et |0, +eo[. Pour x > 0, f(x) =
1 T T T
f(1)=0.Pour —1 <x <0, f(x) = lim f(¢)=arctan~ — (——=)+arctan2 = — + — = . Pourx < —1,
t——1 2 2 2 2

t>—1

f(x) =lim;,_ f(t) =0 et donc

0'si x €] — o0, —1[U]0, 49
wsixe]—1,0] '

Vx e R\ {—1;0}, fa(x) = {

Correction de I’exercice 6 A

0< arctan% + arctan% < arctanl +arctanl = % et
1 1 3

tan | arctan — +arctan— | = ———— =
2 5 X

Comme arctan% + arctan% € [0,%[, on a donc arctan% + arctan% = arctan %. De méme, arctan% + arctané €
0,2 et

7 1
tan | arctan — 4+ arctan - | =

et donc arctan% + arctan% =arctanl = %. Finalement,

1 1 1 _=m
arctan 5 +arctan 3 +arctang = 7.

Correction de I’exercice 7 A

(On va retrouver le résultat de I’exercice 2 dans un cas particulier)

Soient a et b deux réels positifs. Alors, arctana € [O, z [, arctanb € [O, z [ et donc, arctana —arctanb € ] -7, [

De plus,

tan(arctana) — tan(arctanb)  a—b
1 +tan(arctana) tan(arctanb) 1 +ab’

tan(arctana — arctanb) =

et donc, puisque arctana — arctanb €] — 5, 7|,



Va > 0, Vb > 0, arctana — arctan b = arctan ( 1a+_fb) .

Soit alors k un entier naturel non nul. arctan k% = arctan % = arctan(k + 1) — arctan(k — 1) (puisque

k —1 et k+ 1 sont positifs). Par suite, si n est un entier naturel non nul donné,

n n+1
Uy = Z arctan Z (arctan(k + 1) — arctan(k — Z arctank — Z arctank
k_ —

T
= arctan(n + 1) 4 arctann — 7

.. - B
La limite de u, vautdonc 5 + 7 — 7 = .

: 3
limy, s ooty = 7.

Correction de I’exercice 8 A
* Pour tout réel x, chx > 0. Donc f est définie, continue et dérivable sur R. Pour tout réel x,

f'(x) =shxg-—1=thx—1<0.

f est donc strictement décroissante sur R. ¢ Etude en —eo. lim,_, o chx = +oo et donc lim,_, o f(x) = 0.
Cherchons une éventuelle droite asymptote.

fx) == —x=In(e"+e ) —In2—x=In(e ™) —x—In2+In(1 +€*) = —2x — In2 + In(1 + ).

Donc, f(x) — (—2x—1In2) = In(1 +e*). Or, d’une part lim,_, ..In(1+¢*) =0 et donc la droite (D) d’équation
y = —2x—1In2 est asymptote a la courbe représentative de f en —eo et d’autre part, pour tout réel x, In(1+ e¥) >
0 et la courbe représentative de f est strictement au dessus de (D) sur R. ¢ Etude en +oo.

f(x) == —x=In(e"+e ) —In2—x=In(e") —x—In2+In(1+e ) = —In2+In(1 + ¢ %)

et f tend vers —In2 quand x tend vers +oo. * Graphe.

Correction de I’exercice 9 A

1. f est définie et dérivable sur 7 =R\ {1}.



2.

Pour x élément de &,

-2 1 1 xr—1
f(x) xarcanzx_l—l—(x )(ZX—I)zl—i—ﬁ rarctan 5 — oo
De plus, pour x non nul : f’(x) = 2xg(x) ol g(x) = arctan 5 — izﬂxi; ; =
. Pour x élément de 2\ {0},
' 1 1 2x(2x63 — 202 +x) — (x — 1)(6x* —dx + 1)
X)) = — R
& 22 —2x+1 2 222 —2x+1)?
22 - D)+ 2 T A -1 2t AP+ 9x —4x+ ]
N 2x2(2x% —2x+1)2 N 2x2(x2 —2x+1)2
Maintenant,
4 3 2 2 2 2 2 2 2\* 3
2% =4+ —dx+ 1 =2x"(x— 1)+ Tx" —dx+ 1 =2x"(x— 1)"+7 —3 +?>0.

Dongc, g est strictement décroissante sur | — oo, 0[, sur ]0, 3 [ et sur |1, +oo[. En +oo, g(x) tend vers 0.
Donc g est strictement positive sur ]%, o0 [ Quand x tend vers % par valeurs inférieures, g tend vers
-2+ % < 0 et quand x tend vers O par valeurs supérieures, g(x) tend vers 4. Donc g s’annule une et
une seule fois sur I’intervalle |0, %[ en un certain réel xo de ]O, % [ g est de plus strictement négative sur
]x0, 3 [ et strictement positive sur ]0,xo[. Quand x tend vers —oo, g(x) tend vers 0. Donc g est strictement
négative sur | — oo, 0[. Enfin, puisque f’(x) = 2xg(x) pour x # 0, on a les résultats suivants : sur | — oo, 0],
f'>0,sur]0,xo[, f/ >0, sur}xon[ <o, sur}2,+oo[ f' > 0. Comme f/(0) =1 >0, onadonc : sur
] —oo,xo[, f/ >0, sur |xo, %[, £/ < Oetsur |1, +oo[, f/ > 0. f est strictement croissante sur | — oo, xo] et

sur] 5, too [ et est strictement décroissante sur [xo, % [

Correction de I’exercice 10 A

Soit x un réel.

100 100
S= Zsh (2+kx) = ( Zekx ZZe_kx>.
k=1 k=1

Si x = 0 alors directement S = 100sh2 # 0. Si x # 0 alors ¢* # 1 et e™* # 1. Dans ce cas,
G l e2ex 1— elOOx B 67287)6 1— eflOOx _ 1 eZexl _ elOOx +672 1— 67100): .
2 1—e* 1—e 2 1—e* 1—e*
aprés multiplication du numérateur et du dénominateur de la deuxiéme fraction par e¢*. Pour x # 0, on a donc :
S=0< ex+2(1 _eIOOx) _|_e—2(1 _e—IOOx) =0 ex+2(1 _eIOOx) +e—2—100x(8100x_ 1) =0

PN (1 _elOOX)(eerZ _ 87100,\172) =0 ex+2 _ 87100x72 (Carx 7é 0)

4
2=—1 2 =——
S x4+ 00x—2<x o1

5’={—{81}-I

Correction de ’exercice 11 A

5 _ _2thx P L lgth’x 2
On a vu au 3 que pour tout réel x, th(2x) = T2y C€ qui s’écrit pour x non nul : 7= = iz OU encore
2
thx + -1 hx = w(ay OU finalement

10



* _ 2 1
Vx € R*, thx = TERTYS

Soient n un entier naturel non nul et x un réel non nul. D’apres ce qui précede,

n . . n 2k+1 2k n+1 2k n 2k 2n+1 1
= Y 2kth(2%x) = — = - — ——
tn ;;6 (2%) ,;)<th(2"+1x) th(2kx)> k;th(zkx) k;)th(zkx) th(2™1x)  thx

Ensuite, pour x > 0, th(2"!x) tend vers 1 quand n tend vers 1’infini. Donc u,, tend vers oo quand 7 tend vers
o0 si x > 0 et vers —oo quand n tend vers +oo si x < 0.

Correction de ’exercice 12 A

1. Pour tout réel x de [—1, 1], sin(2arcsinx) = 2sin(arcsinx) cos(arcsinx) = 2xv/1 — x2.
2. Pour tout réel x de [—1,1], cos(2arccosx) = 2cos?(arccosx) — 1 = 2x* — 1.
1 1—x

3. Pour tout réel x de [—1, 1], sin*(§ arccosx) = 4 (1 — cos(arccosx)) = 152

4. Soitx € R.

Va2 +1> Va2 = |x| = Max{x, —x}.
Donc, vVx2+1+x > 0et vx2+1—x > 0. L'expression proposée existe pour tout réel x. De plus,

In x2+1—|—x)—|—ln(\/x2+1—x):1n<( x2—|—1—|—x)(\/x2—|—l—x))zln(x2+1—x2):1n1:0.

5. L’expression proposée est définie sur R* et impaire. Soit alors x > 0.

-1 -1 (x2—1)2 1
h =1 T =In{ —(F—1+Vx* =222+ 1 +4x2
args ( 7 > L + (2x)? + n<2x(x +V. xe+ 14 x)>
(L2 212 —1n (L2 2 _
—ln<2x(x 1+4/(x*>+1) )) =In <2x(x I+x°+1) | =Inx

. L 2_ p ) .
Par imparité, si x < 0, argsh <x2x1> = —In(—x). En résumé, en notant € le signe de x,

Vx € R*, argsh (“‘22;]) = gln|x|.

6. L’expression proposée existe si et seulement si 2x> — 1 € [1,+oo[ ou encore x> € [1,4-oo[ ou enfin x €
| — oo, —1]U[1,+oo[. Cette expression est paire. Soit donc x € [1,+oo].

2
argch(2x® — 1) = In(2x* — 1 + (2x2—1)2—1):ln(2x2—1—|—2x\/x2—1):1n<(x+\/x2—1>)
=2In (x+ Va2 — l) = 2argchx

Par parité, on en déduit que

Vx €] — oo, —1]U[1,+oo], argch(2x* — 1) = 2argch |x].
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7. Soitx € R.

chx—1 chx—1 chx—1
th iste < chx+1#0et > 0et el—-1,1
ae chx+1 existe & chx+170e chx+1 ¢ chx+1 ] [
chx—1
& €10,1
chx+1 0,11
Mais, d’une part, gﬁx +} 0 et d’autre part, zﬁi +i = C}éﬁﬁz =1- ﬁ < 1. Lexpression proposée

existe donc pour tout réel x et est paire. Ensuite, pour x réel positif, on a

hx—1
L+ Vehx+ 14 yehx—1  (VehxF1+vchx—1)2  2chx+2v/ch®x—1
1_\/chx71 ~ Vchx+1—+ychx—1  (chx+1)—(chx—1) 2

chx+1
= chx+ V' sh®x = chx + |shx| = chx 4 shx = ¢*

Par suite, x étant toujours positif,

Par parité, on a alors

ha—1Y) _ [xl
Vx € R, argth( ghiﬂ) =5

(Remarque. Pour 5), 6) et 7), on peut aussi dériver chaque expression)

8. Pour x > 0,

ch(Inx) + sh(Inx) 1< 1 1)

X 2x

Correction de I’exercice 13 A

1. chx =2 x=4argch2 = +1n(2++/22 — 1) = +In(2++/3). Les solutions sont In(2 ++/3) et —In(2 +
\/§) (ou encore In(2 — \/5) car (2+ \@)(2 — \/§) =1).

2. Une solution est nécessairement dans [—%, %] . Soit donc x € [—%, E] .

arcsin(2x) = arcsinx + arcsin(xv/2) = sin(arcsin(2x)) = sin(arcsinx + arcsin(xv/2))

sa=x\/1-xV2)?2+xvV2V/1 -2 e x=00u/1-22+/2-2:2=2

<:>x200u1—2x2—|—2—2x2+2\/(1—2x2)(2—2x2) =4

@x:OouZ\/ 1—2x2)(2 —2x2) = 1 +4x°
Sx=00oud(4x? —6x* +2) = (4x* +1)?

& x=0ou32x? —7<:>x—00ux—\/—0ux——\/l
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Réciproquement, pour chacun des ces trois nombres x, la seule implication écrite est une équivalence si
2
11 : . 7 16 112 : :
x est dans [—3, 5] (ce qui est le cas puisque (j: ﬁ) =48< 4 < 8 = (3)?) et arcsinx + arcsin(xv/2) est

[
dans [—7, 7]. Mais,

0< arcsmﬂ —|—a.rcsm \/ \[ —arcsmﬂ +arcs1n\/ < 2a.rcsmw 2arcs1n— 5
et donc arcsm\/ +arcsin( \/ \f 2 €[0,5]. De méme, par parité, arcsin(—/ 12 +arcsin( -/ \f

[—7,0] ce qui acheve la résolution.

arcsin(2x\/1 —x?) existe & x € [—1, 1] et 2x\/1 —x? € [—1,1]
sxe[-11]etd’(1-x?) €[0,1] e xc[-1,1]etd?(1 —x*) < 1
sxc[-L1etdx* 4’ +1>0xe[-1,1]et(2*—1)2>0
exe[—1,1]

Pour x € [—1,1], sin(2arcsin(x)) = 2sin(arcsinx) cos(arcsinx) = 2xv/1 —x? = sin(arcsin(2xv'1 — x?)),
et de plus,
arcsin(2xv/'1 —x2) € [-F, 7. Par suite,

x solution < x € [—1,1] et 2arcsin(x) € [—g, g}
< xe[—1,1] et arcsin(x) € [—g,g} exe [—

11
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