Exo7

Trigonométrie

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 *IT

Résoudre dans R puis dans [0, 27] les équations suivantes :

1. sinx =0,
2. sinx =1,
3. sinx=—1,
4. cosx=1,
5. cosx = —1,
6. cosx =0,
7. tanx =0,
8. tanx = 1.
Correction ¥ [005063]

Exercice 2 *IT

Résoudre dans R puis dans [0,27] les équations suivantes :

1. sinx = %,
O

2. sinx = Nex

3. tanx = —1,
_ 1

4. tanx = Vet

5. cosx = ?,
_ 1

6. cosx = 7

Correction V [005064]

Exercice 3 **IT

Résoudre dans R puis dans / les équations suivantes :
1. sin(2x) = 1, 1=10,27],
. _ 1 _
2.sin(3) = il I[=10,4n],
3. tan(5x) =1, I = [0, 7],
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4. cos(2x) = cos’x, I = [0,27],

5. 2cos’x—3cosx+1=0, I =[0,27],

6. cos(nx) =0 (n € N*),
7. |cos(nx)| =1,

8. sin(nx) =0,

9. |sin(nx)| =1,
10. sinx = tanx, I = [0,27],

11. sin(2x) +sinx =0, I = [0,27],

12. 12cos>x —8sin’x =2, [ = [—7, 7).

Correction V

[005065]

Exercice 4 **IT

Résoudre dans 7 les inéquations suivantes :

1

1. cosx < 5,1 =[-m, 7],

. 1 _
2. sinx > ——5, [ =R,
3. cosx >cos3, I =[0,2x],

4. cos’x > cos(2x), I =[x, 7],

6. cos3 <sing, I =[0,27].

Correction V

[005066]

Exercice 5 *I

Calculer cos § et sin .

Correction V

[005067]

Exercice 6 *I

T : T
Calculer cos 15 etsin ;5.

Correction V

[005068]

Exercice 7 ***

Montrer que Y cos (+a; +ap +...+a,) =2"cosa; cosa

Correction V

...cosa, (la somme comporte 2" termes).

[005069]

Exercice 8§ ***]

1. Calculer [T;_, cos (%) pour a élément donné de |0, [ (penser a sin(2x) = 2sinxcosx).

2. Déterminer lim,,, . Y7 In (cos(

a

2

).



Correction V [005070]

Exercice 9 **

., ). ] 2 S
Résoudre dans R 1’équation 2405 ¥+ 1 4 16 24sin"x=3 — (),
Correction V [005071]

Exercice 10 ***

Soit a un réel distinct de 7 et 7

1. Calculer tan(36) en fonction de tan 6.
2. Résoudre dans R I’équation :

3 3

3x—x* _ 3a—a
1-3x2  1-3a%
On trouvera deux méthodes, 1’'une algébrique et I’autre utilisant la formule de trigonométrie établie en

1).

Correction V¥ [005072]

Exercice 11 *#%*
On veut calculer S = tan9° — tan27° — tan63° +tan 81°.

1. Calculer tan(5x) en fonction de tan.x.

2. En déduire un polynéme de degré 4 dont les racines sont tan9°, —tan27°, —tan63° et tan81° puis la
valeur de S.

Correction V¥ [005073]

Exercice 12 #**
Combien I’équation

tanx + tan(2x) 4 tan(3x) + tan(4x) = 0,

posséde-t-elle de solutions dans [0, 7] ?
Correction V [005074]

Exercice 13 **I

On veut calculer cos 2?” et sin 2?” Pour cela, on pose a =2cos %’r, b =2cos 4?” etz=e

2int/5

1. Vérifierquea=z+z*etb =2 +72°.
2. Vérifierque 1+z+22+2°+2*=0.
3. En déduire un polynéme de degré 2 dont les racines sont a et b puis les valeurs exactes de cos %” et sin %’T

Correction V¥ [005075]

Exercice 14 **]
Calculer une primitive de chacune des fonctions suivantes :

1. x+— cos?x,

2. x> costx,



3. x> sin4x,

4. x> cos?xsin?x,

5 x— sin6x,

6. x+— cosxsinGx,

2

5 xsin?x,

7. x+>cos

8. X+ COsx.

Correction ¥ [005076]
Exercice 15 **
Calculer I = | : //63 cos*xsinxdxetJ = 7’; //63 cos* xsin’ x dx.
Correction V¥ [005077]
Exercice 16 **
Démontrer les identités suivantes, en précisant a chaque fois leur domaine de validité :
1—cosx __ X
L. sinx tan 2°
2. sin (x— 27”) + sinx + sin (x+ 27”) =0,
T T _ 2
3. tan (Z +x> +tan (Z _x) ~ cos(2x)’
1 __2
< nx tanx = tan(2x) .
Correction ¥ [005078]
Exercice 17 ***
Soit k un réel distinct de —1 et de 1.
: ot . sinx

1. Etudier les variations de f; : x — NAESTTTeE

2. Calculer [; fi(x) dx.
Correction V¥ [005079]
Exercice 18 ***]
Calculer les sommes suivantes :

1. Y7 ocos(kx) et Yi_sin(kx), (x € R et n € N donnés).

2. Yr_,cos?(kx) et Y7_,sin?(kx), (x € R et n € N donnés).

n n n n : £

3. Yio L cos(kx) et Y5 P sin(kx), (x € Ret n € N donnés).
Correction ¥ [005080]
Exercice 19 ***

, . cosa+cosb+cosc=0 .
Résoudre le systeme . . . ol a, b et c sont trois réels.
sina+sinb+sinc =0

Correction ¥ [005081]

Exercice 20 **



Montrer que cos* £ + cos* 3% + cos* 3F + cos* 2E = 3,
g g g g — 2

Correction V [005082]

Exercice 21 ***

1. Résoudre dans R I’équation cos(3x) = sin(2x).
2. En déduire les valeurs de sinx et cosx pour x élément de {%, %, ?—” }

Correction V [005083]




Correction de ’exercice 1 A

1. sinx =0 < x € wZ. De plus, S, = {0, 7,27}

2. sinx= 1< x€ J+27Z. De plus, S oq = { }

3. sinx = —1<x € —F +27Z. De plus, 24 = { }
4. cosx =1 x € 21Z. De plus, Hg 5 = {0,27}.

5. cosx = —1 & x € T+2xZ. De plus, S o4 = {7}

6. cosx =0« x € Z+ 1Z. De plus, Fo oz = {5,

7. tanx = 0 < x € Z. De plus, 24 = {0, 7,27}

8. tanx =1 < x € T +7Z. De plus, Sooq) = 1% 2

Correction de I’exercice 2 A

1. sinx =4 < x € (2+27Z) U (3Z +2nZ). De plus, Soan) = {53}
2. sinx = —% Sxe (—%+27EZ) U (—327” +27EZ). De plus, F)9 22 = {—%,—%”}.
3. tanx=—-1&x¢€ —%—HTZ. De plus, 15”[0’,[] = {%”}

4. tanx = % = %—'—EZ Deplus, <5ﬂ[07n] = {%}

5. cosx = ? & xe (-£47nZ)U(E+nZ). De plus, Soom = { £, 145}

6. cosx = —% S x€E (—%—i—ﬂZ) U (%”—HrZ). De plus, F|g 22 = {%”,%”}.

Correction de I’exercice 3 A

—

. sin(2x) =3 < 2xe (2+42aZ)U(PE+2nZ) < x € (& +nZ)U (3% + nZ). De plus, Soon] = Z oz Lr lizh

2. sing =~ & § € (F+21Z) U (T +20Z) & x € (F +4nZ) U (F +47Z). De plus, Foaz =

Sz Inm
2172

9r 131 17

3. tan(5x) = 1 & 5x € T+ 7Z & x € 55 + £7. De plus, Fox = T 150 3 3 )+

4. cos(2x) = cos’x < cos(2x) = 1 (1+cos(2x)) < cos(2x) = 1 < 2x € 277 <> x € wZ. De plus, So2x] =

{0,m,2m}.
5. 2cos’x—3cosx+1=0« (2cosx—1)(cosx—1) =0« cosx =1 ou cosx=1&x€ (-%+27Z)U
(% +27Z) U2nZ. De plus, S om = {0, %, 2F,27}.

6. cos(nx) =0 nmxe f+nZ & xe L+ 7.
7. |cos(nx)| =1 & nxenZ < xc X7,

8. sin(nx) =0& nx € tZ < x € 1Z.

9. [sin(nx)| =1 nmecl+nZexe 5+ 17

: _ : sinx __ iocosx—1 : _ _ _
10. sinx = tanx < sinx — 22 = 0 < sinx“3 o~ = 0 < sinx = 0 ou cosx = 1 < x € TZ. De plus, F|g 27 =
{0,m,27}.



11.

sin(2x) 4 sinx = 0 < sin(2x) =sin(x+n) < (Fk € Z/ 2x =x+n+2kn) ou (Fk € Z/ 2x = —x+ 2km)

2k
& (HEZ/ x=m+2hm) ou (k€ 2/ x = ")

De plus, g 27 = {0, 57, 3 r,2m}.

12.

1 1 1
12cos?x — 8sinx = 2 < 6cos?x —4(1 — cos?x) = 1 < COS°X = — <> COSX = —— OU COS = — ——
( ) 2 \/i \/E
T T T T
- Z) (— Z) —+ 7.
@xE( 4+7L' U 4—|-7T ¢>x€4+2

Correction de I’exercice 4 A

1. Pourx € [—7, 7], cosx < 3 < x € [-m,—F| U [Z,7].

5w
2. Pour x € R, sinx > — <:>x6 U [ — +2km, —

+ an] .
kEZ 4

3. Pourx € [0,27],

cosx>cos§@20052§—cosg—l>0©(2005§+1)(cos%—1) >0<:>2COS§+1 <O0Oet cosg#l

1
— < —= 2n7 —+2 2 AnZ
<:>0052< Sets gé T @ZEkLGJJ 3 T km, 2 kn{etxg_f T

4 8 4
S xE U 7r+4kﬂ,'7n+4kn|:etx¢4ﬂz<:>x€]n72n]

oZ 3 3 3

4. Pourx € [—7, 7], cos?x > cos(2x) < 3 (1 +cos(2x)) > cos(2x) < cos(2x) < 1 & x € [—7, 7).

5. Pour x € [0,27], cos®x < % &S ——F—<cosx< =& x€ [%,37”] U [%”,%”].

6. Pourx € [0,27],

1 1
cosg <51n;<:>ﬁsmg—ﬁcosg >0<:>sin(§—§> 0 JkeZ/2kn <
3n

3 3
<:>erZ/Tn+6k < <3m+ T 6kn e T <x<2n

Bl

— < +2kn

UJ\R
.p

Correction de I’exercice 5 A

cos? T =1(14cos(2x Z)) =1 (1 + %) 2“[ , et puisque cos § >0,

1
cos%—i 24++/2.

De méme, puisque sin g > 0, sin g = \/% (1 —cos(2 x %)) et



. 1
sing = 5 2— \@
Correction de I’exercice 6 A
( T
COS — = COS
12
De méme,

——E>—cosncos—+smzsm£ \[+\[
3 4/ 7737774 374 4

sini—sin(jr 717

12

v/ . T . T
_SIHSCOS*—SII’I*SID*

V612
4 374 4
Correction de I’exercice 7 A
Pour 7 naturel non nul, on pose S, = ¥ ¢/(F@1FFan) o § — ol@1 L o=t =D cosq; * Soit n >
S, =2"cosaj...cosa, alors
Sn+1 = !

1. Supposons que
Ze +ajt..ta,1) pidn+1 Zei(iali“ +ap) 4 e int Z (£ar£...xay)
2"cosaj..

=2cos(ans1)S, =2" " cosay...cosa, |
On a montré par récurrence que : Vn >
Re(S,) =

1, S, =2"cosa;..

.cosay,. Ensuite, pour n >
.cosay, (et on obtient aussi Y sin(+a; +... £a,) = Im(S,

Vn e N*, Y cos(+a; £... £ ay,)

I, Ycos(+a; £...+a,) =
) = 0).
2" cosa;
Correction de ’exercice 8 A

...cosay

1. Soit n € N*. Puisque a est dans |0, 7] alors, pour tout entier naturel non nul &, 5 est dans ]0, 7| et donc
sin 3¢ # 0. De plus, puisque sin (2,%1) = sin (2 X )

a
2sin (%) cos (%) ona

_ sina
= —.
27sin 5
2. Vk € N*, cos (%) > 0 car

»¢ est dans ]O

Z[. Puis

5 cos(50) = ln<ncos )

sina sina
_= - a = ln
2"sin o
sin ,,
Maintenant, lim,,—, 4 —*— = lim, 0 > =
)'l

smx

=1 et donc

lim

1! a
E In <cos
n—>+°°k

2n
. sma
L (30) = Jim_ <ln<

sin ~
—1 2”
=) ~In(

) =n()
8




Va €]0, 7], lim, 4o Y7 In (COS(i)) —1In (w)

2k a

Correction de I’exercice 9 A

Soit x € R.

24coszx+l + 16'24sin2x73 =20« 24coszx+l + 16'21740052)6 =20« 240052x —10+16 x 2740052)6 =0
o 24coszx 10+ 16 —0a (24coszx)2 —10 % 240052x +16=0

24cos?x

2 2
&3 QHOOSTX 9 oy 248X — 8 s 4cos?x = 1 oudcosix =3

< COSX = — 0OU COSXx = — OU COSX = — 0U COoSx = é
x—2 u X = 2 u X = 2 u X = 2
T T T T
exe (X —Z)U(— fz).
xe(6+2 372

Correction de ’exercice 10 A

1. Tout d’abord, d’apres la formule de MOIVRE,

c0s(30) +isin(30) = (cos O +isin0)> = (cos® 8 —3cos Osin® 0) +i(3cos’ O sinO —sin> O),

et par identification des parties réelles et imaginaires,

V6 € R, cos(36) = cos> @ —3cos Osin? O et sin(30) = 3cos> Bsin O —sin’ 6.

Ensuite, tan(36) et tan 6 existent <30 ¢ 2+ nZet 0 ¢ T+ 12 <30 ¢ 5 +1Z < 6 ¢ £+ Z7. Soit
donc 6 ¢ £ + 2.

sin(36)  3cos?Hsin 6 — sin® @ ~ 3tan6 —tan’ 0

tan(30) = = =
an(36) cos(30)  cos36 —3cosOsin’ 0 1 —3tan? 6

apres division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos> 6.

VO € R\ (X 4 2Z), tan(36) = 3an0—tan’6

1-3tan?9 -

2. Soita # i%. 1ére méthode. a est bien siir racine de I’équation proposée, ce qui permet d’écrire :

3 3

3x—x B 3a—a
1—3x2 1-3a2

1
& Bx—x3)(1-3d%) = (1 -3x*)(3a—a®) (car + 7 ne sont pas solution de I’équation)

& (x—a)((3a® = 1)x* +8ax —a* +3) = 0.

Le discriminant réduit du trindme (3a® — 1)x* + 8ax — a*> +3 vaut :

A =164 — (3a® — 1)(—d® +3) = 3a* + 64> +3 = (V3(a* +1))> > 0.

L’ équation proposée a donc trois racines réelles :



- 4a—/3(+1) 4a+V3(a*+1)
‘Sﬂ_{“’ 1932 138 }

} tel que a = tana. De méme, si x

2¢me méthode. Il existe un unique réel a € ]—%, z [\ {
_ \{—%,%} tel que x = tan 6 (a savoir

est un réel distinct de j:%, il existe un unique réel 0 € ]

o = arctana et 6 = arctanx). Comme i% ne sont pas solution de I’équation proposée, on a :

3x—x° - 3a—a’ o 3tan O — tan’ B 3tan @ — tan’
1—-3x2 1-3a2 1—-3tan20  1—-3tan’«
T
@366306+7TZ<:)9€OC+§Z.

< tan(30) = tan(3x)

Ceci refournit les solutions x = tan & = a, puis

x:tan<a+ﬁ) tana+tanf  a+v3 _ (a+V3)(1+V3a) _datV3(@+1)

3 :l—tanatangzl_ﬁa_ 1—3a? 1—3a>

_ 4a—/3(a*+1)

etx:tan(oc—g) =3

Correction de ’exercice 11 A

1. Pourx ¢ 5 + %7,

Im((e™)°)  5cos*xsinx— 10cos? xsin® x + sin’ x _ Stanx— 10tan® x4 tan® x
‘x  1-—10tan®x+5tan*x ’

tan(5x) = - =
(5x) Re((€™)%)  cosSx— 10cos? xsinx + 5cosxsin

apres division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos” x.

n T __ Stanx—10tan’ x+tan’ x
Vx e R\ (10 + SZ) ) tan(sx) ~—  1-10tan®x+5Stan*x -

2. 9°, —27°, —63° et 81° vérifient tan(5 x 9°) = tan(5 x (—27°)) = tan(5 x (—63°)) = tan(5 x 81°) = 1.
On résoud donc I’équation :

tan(5x) = 1 & Sx € (§+nZ) oxe (%+§Z).

Les solutions, exprimées en degrés et éléments de | —90°,90°[, sont —63°, —27°,9°,45° et 81°. Ainsi, les

cinq nombres tan(—63°), tan(—27°), tan(9°), tan(45°) et tan(81°) sont deux a deux distincts et solutions
5X—10X34Xx3

v 2z .
de I’équation 753553

=1 qui s’écrit encore :

X3 —5X*—10X>+10X2+5X — 1 =0.

Le polyndme X° — 5x* — 10X> 4 10X? 4 5X — 1 admet déja tan(45°) = 1 pour racine et on a

X5 —5X* —10X° +10X? +5X — 1 = (X — 1)(X* —4X> — 14X> —4X +1).

Les quatre nombres tan(—63°), tan(—27°), tan(9°) et tan(81°) sont ainsi les racines du polyndme X* —
4X3 —14X?—4X +1. Ce dernier peut donc encore s’écrire (X —tan(9°))(X +tan(27°)) (X +tan(63°))(X —
tan(81°)). L’opposé du coefficient de X* a savoir 4 vaut donc également tan(9°) — tan(27°) — tan(63°) +
tan(81°) et on a montré que :

10



tan(9°) — tan(27°) — tan(63°) + tan(81°) = 4.

Correction de I’exercice 12 A
Pour x € [0, 7], posons f(x) = tanx -+ tan(2x) 4 tan(3x) + tan(4x).

f(x) existe < tanx, tan(2x), tan(3x) et tan(4x) existent
& (¢ 2 rn), (xg D 4aZ), (g S +al)et (dxd 2 +77)
d T, T T T T ow
S +nrl), (xE g +5L), 0 ¢ et3L)et(x¢ o+, Z)
{nﬂn37t7r57r37t57r77t}
oxg{Z ZT3T LML ST I |

f est définie et continue sur

0 T T T T 3n 3n w VR4 St 3« 3n Sm St Irn 0k

[ ’S[U}g’é[u]m[u]mMmMz’sM8’4[U]4’6[U]6’8[U]8’”} '
Sur chacun des dix intervalles précédents, f est définie, continue et strictement croissante en tant que somme
de fonctions strictement croissantes. La restriction de f a chacun de ces dix intervalles est donc bijective
de l'intervalle considéré sur I’intervalle image, ce qui montre déja que 1’équation proposée, que 1’on note
dorénavant (E), a au plus une solution par intervalle et donc au plus dix solutions dans [0, 7]. Sur / = [0, %
ou I = |22 ], puisque £(0) = f() =0, (E) a exactement une solution dans /. Ensuite, dans I’expression
de somme f, une et une seule des quatre fonctions est un infiniment grand en chacun des nombres considérés
ci-dessus, a I’exception de 7. En chacun de ces nombres, f est un infiniment grand. L’image par f de chacun
des six intervalles ouverts n’ayant pas 7 pour borne est donc | — o, +-co[ et (E) admet exactement une solution
dans chacun de ces intervalles d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. Ceci porte le total 2 6 +2 = 8
solutions. En 77, tanx et tan(3x) tendent vers +oo tandis que tan(2x) et tan(4x) tendent vers 0. f tend donc
vers +ooen 77, et de méme f tend vers —co en §+. L’image par f de chacun des deux derniers intervalles est

donc encore une fois | — co, 4-co|. Finalement,

(E) admet exactement dix solutions dans [0, 7].

Correction de ’exercice 13 A

1. D’apres les formules d’EULER,

. . . Y 2
Z+Z4 _ 62171:/5+68m/5 :€2m/5+€ 2ir/5 —2¢cos . —a
De méme,

Z2 +Z3 — e4i7t/5 +e()i7r/5 — e4i7t/5 +ef4iﬂ:/5 _ 20084?7[ —b.

2. Puisque z # letz’ = e?* =1,

1-2 1-1
LT o

l+z4+2+2+7 =
1—z7 1—z

11



3atb=z+2+2+=—-letab= 2+ (P +7) =2+ +P+7 =z+22+2 +7* = —1. Donc,

at+b=—1letab=—1.

Ainsi, a et b sont les solutions de 1’équation X> +X — 1 = 0 2 savoir les nombres %@ Puisque

Zcl]o,Z[et*E €2, n[,onaa>0eth>0. Finalement,

Correction de ’exercice 14 A

2

1. cos?x = £ (1+cos(2x)) et une primitive de x — cos’x est x — 5 (x+ 4 sin(2x)).

2. D’apres les formules d’EULER,

1, . A\ 1 . ‘ ,
COS4X — (2(€zx+ezx)> _ 16( 4tx 4621x+6+4€721x+€741x)
1 1
= EQ cos(4x) +8cos(2x) +6) = g(cos(4x) +4cos(2x) +3)

Donc, une primitive de la fonction x — cos*x est x — 4 (§ sin(4x) + 2sin(2x) + 3x).

1, A\, ; ; ;
sin4x — <2 (elx . elx)) _ E (e4tx . 4e2lx +6— 46721x + 674IX)
1

1 1
= R(2 cos(4x) — 8cos(2x) +6) = g(cos(4x) —4cos(2x)+3)

4

Donc, une primitive de la fonction x +— sin*x est x — (7 sin(4x) — 2sin(2x) + 3x).

4. cos?xsin®x = 1 sin 2(2x) = +(1 —cos(4x)) et une primitive de la fonction x — cos? xsin’ x est x — (=
1
i sin(4x)).

1. A\ 1 ) ) . ) )
sin6x — <2.(elx . e—tx)) — 64( 6lx 6€4tx + 15e21x —20+ 156—21)( _ 6e—4tx + e—6tx)

1
= —6—4(2cos(6x) —12cos(4x) +30cos(2x) —20) = 3—2(—003(6x) + 6cos(4x) — 15cos(2x) + 10)

6

Donc, une primitive de la fonction x — sin®x est x — 55 (—# sin(6x) + % sin(4x) — 2 S sin(2x) 4 10x).

6

6. cosxsin®x = sin’xsin®x et une primitive de x — cosxsin® ! sin’

xestx— 78I’ X.

7. cos’ xsin?x = cosx(1 — sin’x)? sin® x = sin’ xsin® x — 2sin’ xsin* x + sin’ xsin
cos’ xsin’x est x % sin® x — % sin® x + % sin’ x.

6 x et une primitive de x —

8. cos’x = sin’ x — sin’ xsin” x et une primitive de x — cos® x est x — sinx — L sin’x.
3

Correction de ’exercice 15 A

12



1. Pourxréel,ona:

1 e ¥
4 a2, —ix ix _ —ix
cos” xsin’x = (2(e +e )> <2i(e e ))
(e4lx _|_4621x 16+ 46—21x + e—41x)(e61x _ 6e4zx + 15621)6 —204+ 156—21x _ 6e—41x + e—6lx)

210
1 (el()ix _ 2e8ix _ 3e6ix + 8€4ix + 262ix — 12+ 26_2ix + 88—4ix _ 36_6ix _ 26_8ix + e—lOiX)

910

1
% (cos 10x —2cos 8x — 3 cos 6x + 8cos4x +2cos2x — 6)

1
(cos 10x — 2 cos 8x — 3 cos 6x + 8cos4x +2cos2x —6)

512

(Remarque. La fonction proposée était paire et 1’absence de sinus était donc prévisible. Cette remarque
—2ix o—4ix  tajent les mémes que ceux de

guidait aussi les calculs intermédiaires : les coefficients de e
&2 ¢ ) Par suite,

/3

10 4 2
1 (W—ﬁﬂg NRERRE 1(0—0)+2<—f—f)+<f—f)—n>

1 i1 ) )
([sm Ox sin8x sin6x +2sin4x+sin2x]
/6

~ s\ 2 T2 im0
1 4
(VB R 93
512 4 2048
2. Pour x réel, on a
cos* xsin’ x = cos* xsin® xsinx = cos* x(1 — cos? x)* sinx
= cos* xsinx — 3 cos® xsinx+ 3 cos® xsinx — cos'® xsinx.

Par suite,

/3
cos’x 3cos’x cos’x cos'lx /

J=|— —
5 T T 2/6
1 1-9V3 3X1—27ﬁ 1X1—81ﬁ 1X1—243ﬁ

5 32 7 128 3 512 11 2048

1
= T3 xs w7 110 1478401 —9v/3) +7920(1 —27v/3) — 1540(1 — 81+/3) 4- 105(1 — 243v/3))

(—8299 4 18441+/3).

= 2365440

Correction de ’exercice 16 A

1. tan? existe si et seulement si x ¢ 7T+ 277 et 1=C%X existe si et seulement si x ¢ 7Z. Pour x ¢ 7Z,

1 —cosx 2sin? % X
- - tan E

. — . x x
sinx 2sin 5C08 5

13



2. 1 ére solution. Pour tout réel x,

, 2n . , 2r 1 . 3 . 1.
sin(x — —) + sinx + sin(x + ?) = —5sinx— 7c0sx+smx— Esmx+ — cosx = 0,

2 eme solution.
. 2% . - 2% =) x| il ) (2 -
sin { x— == +s1nx+sm(x—|—?)zlm(e 3) 4"+ =Im(e™(j7+ 1+ j)) =0.
3. tan (% —x), tan (% +x) et ﬁ(m existent si et seulement si T —x,  +x et 2x ne sont pas dans 7 + 7Z,

ce qui équivaut a x ¢ £ + Z7Z. Donc, pour x ¢ 7 + 27,

T T I—t I+t T
tan (Z —x) +tan (Z +x> =1 +t:2i + 1 ttzzi (pour x vérifiant de plus x ¢ > +Z)
_ cosx—sinx  cosx+sinx  (cosx—sinx)?+ (cosx+sinx)?  2(cos?x+ sin”x)

Cosx+sinx  cosx —sinx cos?x —sin’x cos(2x)

T
= (ce qui reste vrai pour x € — + 7).
cos(2x) 2

4. Pour x ¢ §7Z,

1 cosx sinx cos’x—sin’x  2cos(2x) 2

-t — _

tan x sinx cosx  sinxcosx  sin(2x)  tan(2x)’

Correction de ’exercice 17 A

1. * Pour tout réel x, 1 — 2kcosx+k? = (k— cosx)2 +sin’x 2 0. De plus,

1 —2kcosx+k*=0=k—cosx=sinx=0=x¢€ nZetk=cosx =k {—1,1},

ce qui est exclu. Donc,

Vk e R\ {—1,1}, Vx € R, 1 —2kcosx+k> > 0.

* f est donc définie sur R, dérivable sur R en vertu de théorémes généraux, impaire et 27-périodique. On
I’étudie dorénavant sur [0, 7]. Pour x € [0, 7], on a :

fi(x) = cosx(1 —2kcosx+k>)~1/2 — % sinx(2ksinx) (1 — 2kcosx + k%) >/
(1 —2kcosx+k*)73/?(cosx(1 — 2kcosx + k) — ksin® x)

(1 —2kcosx+k*)73/?(—kcos?x+ (1 +k*) cosx — k)

(1 —2kcosx+k*)3/?(kcosx —1)(k — cosx)

kcosx—1)(k—cosx)

WGKﬂwz%zmmmﬁ'
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reas: k| < 1etk#0. (sik=0, fi(x) = sinx) Pour tout réel x, (1 —2kcosx+k?) =3/ (kcosx — 1) < O et f;(x) est du signe
de cosx — k.

z 0 Arccos k T

['(z)
1
f O/ \0
VIR

(car f(arccosk) = Wi Teave i 1).

2éme cas : k > 1. Pour tout réel x, (1 — 2kcosx +k*)~3/2(k — cosx) > 0 et f{(x) est du signe de kcosx — 1.

T 0 Arccos% T
"(x + 0 -
['(x) 0
k

po—

/1_ l
(car fy(arccos }C) ﬁ v k)

3eme cas : k < —1. Pour tout réel x, (1 —2kcosx+k?)73/?(k — cosx) < 0 et f{(x) est du signe de 1 — kcosx.

x |0 Arccos % T
['(x) + 0 _
-
0 0
1
(car fi(arccos 1) = l,szz =1,

2. Pour k € R\ {—1,1}, posons Iy = [ fi(x) dx.
Sik=0,1I = foﬂ sinx dx = 2. Sinon,

| 7 ks 1 x
I = 7/ sy dx =~ [\/1 —2kcosx+k2}
kJo 2v/1—2kcosx+ k2 k 0

1
:Z(\/1+2k+k2 V1—2k+k2) = (|k+1|f|k—1|).

( k)) 2, ce qui reste vrai pour k =0. Sik > 1,

Plus précisément, si k €] — 1, 1[\{0}, L = 1 ((1+k) —
1, I, = ==. En résumé,

L= 1((14+k)— (k—1)) = 2, etenfin, si k < —

Sike]—1,1[, [ =2etsik €] —oo,—1[U]1,+oo, ,k:%_

Correction de ’exercice 18 A

1. Soientn € Netx € R. Posons S, = Y}_cos(kx) et S, = Y i _,sin(kx).

15



1ére solution.
n n n

Sp+iSy, =Y (cos(kx) +isin(kx)) = Y ™ =} ("),

k=0 k=0 k=0
Maintenant, ¢* = 1 < x € 2nZ. Donc,

ler cas. Six € 27Z, on aimmédiatement S, =n+1et S, =0.
2eme cas. Six¢ 2nZ,

¢ rid — 1 — pilnt1)x B ol 1)x/2 p=ilnt1)x/2 _ fi(n+1)x/2 2 _2isin (n+21)x
nt 1, = 1—eix — pix/2  p—ilnt1)x/2 4 eiln+1)x/2 =¢ —2isin§
. (n+1)x
_ einx/Z )
sin 5

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient

nx oo (nt1)x soonx o (nthx
Ccos 7 sin 5 . sin 73 sin 5 .
¥ cos(kx) = g SIXEET oyn Sin(ke) = dng - Six¢ 2wl
n+1sixe2nZ 0six € 2%

2éme solution.

n n

! 1 1
2sin % kgbCOS(kX) = /;)2 sin % cos(kx) = k;)(sin(k + E)x —sin(k — E)x)

= (sinE —sin + sin3—x —sin +...4+ | sin (2n =1 —sin (2n=3)x
B 2 2 2 2) 7 2 2
N (sin (2n+1x in (2n— l)x)

2 2
2 1 1
(n;)x—i—sin; = 2sin (n—; )xcosnz—x

=sin

et donc, si x ¢ 277Z,...

2. Soientn € Netx € R. Posons S, = Y7_,cos?(kx) et S, = ¥#_,sin’(kx). On a:

n n
Sn+S, =Y (cos*(kx) +sin*(kx)) = Y 1=n+1,
k=0 k=0

et

n

Sp— S, = Z (cos? (kx) —sin®(kx)) = i cos(2kx).
k=0 k=0

D’apres 1), si x € ©Z, on trouve immédiatement,

n

) cos?(kx) = n+1 et ) sin®(kx) = 0,

k=0 k=0
etsix ¢ nZ,
S 4§ —nilets —§ — cos(nx)sin(n+1)x
v e sinx ’
de sorte que
5 _ 1 nt 1+ cos(nx)sin(n+ 1)x et§ — 1 nl— cos(nx)sin(n+ 1)x
"2 sinx ) sinx ’

16



3. Soientn € Netx € R.

(Zn:CrfCOS(kx))+i<zn:c’;sin(kx> ch ik _ ch iy -k

k=0 k=0

= (14" = (e’x/2 —|—e_”‘/2)”e’"x/2 =2"cos" (g) (cos% 4+ isin %) )

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient alors

Yi_oChcos(kx) =2"cos™ (%) cos (%) et Y}_oCrsin(kx) =

Correction de I’exercice 19 A

{ cosa—+cosb+cosc=0

. . . _ ia ib ic __
sind 4 sinb 4 sinc — 0 & (cosa+cosb+cosc) +i(sina+sinb+sinc) =0 < e +e'” +¢“ =0

- ‘eia+eib| _ | _eic| —1le ‘eia/Zeib/Z(ei(a—b)/Z +e—i(a—b)/2)| -1
1

<:>\cosa_ | =
2 2

. “;b e <§+EZ)U<—§+EZ) sa—be (23”+2nz> U (—23”+2nz>

2
e3kez, ec {—1,1}/b:a+8?7r+2k7r.

Par suite, nécessairement, e’ = je' ou e = j2¢/. Réciproquement, si e’ = je'® ou encore b = a+ 2 + 2k,

. . . . . . 2
et el o€ =0 e = —(el“+elb) =—(1+))é' =" =W cZ/c=a— ?—l—Zk’fc,

etsi e’ = j2¢“ ou encore b = a — 2= = + 2k,

. . . . . . . . 2
e 4 =0 = —(e"+el)=—(1+ )" = je" =W €L/ c= a—}—? + 2K .

S ={(a,a+ €L +2kn,a—eZ+2'n), acR, e € {—1,1}, (k,K) € Z*}.

Correction de ’exercice 20 A

3 5 7 3
cos4g+cos4§+cos4§+cos48n 2(cos4g+cos4§) 2(cos4g+sin4g)
T T T 1 T
:2((cos2§+sin2§) —2cos? gsm §> 2(1—2sin24>
1 3
—2(1—2)=
(1-9=13

Correction de ’exercice 21 A
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cos(3x) = sin(2x) & cos(3x) = cos(g )& (kEZ)3x= g —2x+2kn) ou (3k € Z/ 3x = —g +2x+ 2kn)

2%
& (Fkez/x=1+"")ou (ke T/ x=—2 +2kn)

2

. cos(3x) =Re(e**) = Re((cosx+isinx)?) = cos® x —3cosxsin®x = cos? x — 3 cosx(1 —cos?x) = 4 cos® x —

3cosx.

Vx € R, cos(3x) = 4cos’ x — 3cosx.

Par suite,

cos(3x) = sin(2x) < 4cos® x — 3cosx = 2sinxcosx < cosx(4cos’x — 3 — 2sinx) = 0

& cosx(—4sin®x —2sinx+ 1) = 0 < (cosx = 0) ou (4sin’x + 2sinx — 1 = 0).

D’apres 1), I’équation 4 sin® x+2sinx — 1 = 0 admet entre autre pour solutions = 10 ¢t 50 13” (car, dans chacun
des deux cas, cosx ;é 0), ou encore, 1’équation 4X2 +2X — 1 = 0 admet pour solutlons les deux nombres
distincts X; = sin {5 et X, = sin 5 13” , qui sont donc les deux solutions de cette équation. Puisque X; > 0
et que X, < 0, on obtient

Donc, (puisque sin 1136’ = —sin —)

Ensuite, sin 31’8 = cos (% — ‘1—0) = cos %, et donc

T _ 1+/5
COSS— 7 -

Puis

et de méme

sin%z% 10—2\/3—008318

18



