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Exo7

Divers

1 Un probleme

Exercice 1

1. Prouver pourn € N, n > 1:

/°° dx  7/n
o 1+x"  sin(m/n)

en utilisant le secteur angulaire 0 < Argz < 27”, 0 < |z] < R, R — oo, et en montrant que la contribution
de I’arc de cercle tend vers zéro pour R — oo,

) .
2. Montrer, en utilisant les contours € < x < R, 7z = Re'® 0oL 2”), = rei’a R=2r>e),z= ge'?

(F>6=0):
* d
aeR a>1 = / o ,ﬂ:/a .
o l+x¢ sin(w/a)

Pour définir z comme fonction holomorphe sur {z = re'® [0 < r < oo, 0 < & < 22}, on pose 79 = 114’ =
exp(a(logr—+ia)) (car logr+ia = Log(ze 'a) + i%; no comments).

3. SoitJ(a) = [y 1%” ; justifier que I’intégrale définissant J(a) est convergente et analytique comme fonction

de a pour Re(a) > 1 et prouver J(a) = sinigé(;a)'
4. On définit maintenant n pt
> e
K(p) = [ {5

pour 0 < p < 1. Justifier les identités (pour 0 < p < 1):

oo el oo g 1 [t di 11 n
K(p):/ ¢ dt:/ —dt:—/ =-J(-)=
e 16 o 141 plo 1+t/r  pip sin(zp)
5. Expliquer pourquoi I'intégrale K(p) = e 11’ = dt est convergente et analytique pour p complexe avec

0 < Re(p) < 1 et établir la formule K(p) = 57 pour 0 < Re(p) < 1.

sm(

6. Donner une preuve simple directe de la formule K(p) = W pour tout p complexe avec 0 < Re(p) < 1

en appliquant le théoreme des résidus avec des contours liés aux droites z =x,x € Retz =x+2mwi, x € R.

7. Déduire de ce qui précéde avec p = 3 +i&, & € R:

oo cos(ét)d 2=
/,m ch(t/2)" ~ ch(&)

Montrer que la transformation de Fourier f(&) = iz €75 £ (x) dx appliquée 2 la fonction f(x) = ch(lm)

donne simplement f f (remarque: c’est aussi le cas avec f(x) = e T ).
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oo Pl
+oo e dt

8. Onrevient a la formule générale K(p) = ﬁ En séparant parties réelles et imaginaires dans | 1<

déterminer (en simplifiant le plus possible) les valeurs de :

/+°° e cos(vr) it 7 /+°° e sin(vr) dr
e 14e e 1€

pourO<u<l,veR.

Correction V¥ [002879]

2 Divers

Exercice 2

+oo 1

Déterminer / —————dx [002880]
oo (1 4+x2)(2+€™)

Exercice 3

. © x—1 1 © o x—i 1

Déterminer / e —— 5 dx et / e —— 5 dx. [002881]
e XH1 x7+1 oo x+ix+1

Exercice 4

L > sin(x)

Déterminer 5 dx. [002882]
e x(x?+1)

Exercice 5

Montrer que les racines du polynéme P(z) = z!!! 4 3z°° 4 1 vérifiant |z| < 1 sont simples et qu’il y en a
exactement 50. Indication : utiliser le théoréme de Rouché en écrivant P(z) = 3z°° + (z!'! 4 1) et calculer P’
pour s’assurer que les racines avec |z| < 1 sont simples.

Correction ¥ [002883]

Exercice 6

Déterminer I’'image par z — 3;%25 du cercle unité, du cercle de rayon 2 centré en 1, du cercle de rayon 2 centré

en |’origine; de la droite imaginaire, de la droite d’équation x =y, de la droite verticale passant en 3, de la droite
verticale passant en —2.

Correction V [002884]
Exercice 7
Question de cours: quels sont les automorphismes de D(0, 1) avec 0 comme point fixe? [0028851]
Exercice 8
Soit o avec || < 1. On sait que z + ¢ (z) = {5 est un automorphisme du disque unité D(0, 1). Trouver z

et zp avec @y (z1) = 22, P (22) = z1. Deux points distincts arbitraires z; et zp étant donnés dans D(0, 1), montrer
qu’il existe un automorphisme les échangeant et que cet automorphisme est unique a une rotation pres (on se
ramenera au cas ou 1’un des points est I’ origine).

Correction V¥ [002886]

Exercice 9

Trouver ’unique automorphisme du premier quadrant qui échange 1+ i et 2 +2i. On remarquera que 7 — z°
est une bijection analytique du premier quadrant sur le demi-plan supérieur, et que 1I’on peut donc ramener le
probleme a une question dans le demi-plan supérieur. [002887]



Exercice 10

Soit f holomorphe sur D(0,1). On suppose |f(w)| < 8 pour tout |w| < 1 et f(3) = 0. Montrer |f(0)| < 6.
Indication : trouver un automorphisme ¢ du disque avec ¢(0) = % et utiliser le Lemme de Schwarz pour la
fonction g f(¢(z)). Trouver le z avec ¢(z) = 0. [002888]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit Cp = {Reie; 0<06< 27”} La fonction

1

10 =17

a un seul pdle zo = /" dans le secteur. C’est un pole simple et le résidu est

x 1 1 .z
Res (f,e’?> = ; =0

”Zgi n n

Zﬁrein/n:/R dx +/ dz +/0 dz
n o 1+x" Jeg 14+2"  Jrenin 1 +27"

pour tout R > 1. Puisque n > 1,0ona:
i 1
< lim / |dz| | =0.
R—eo \ R* — 1 Jcp

/ dz
g 1+7"

/0 dz :_/R 1 eZiﬂ/ndx:_eZin'/n/R dx ‘
Re2in/n 147 o 1+x" o 14+x*

R _2ix im/n __ dz _2im jim/n .
/ dx  —%Fe Jeo 755 moin/n dig 1
0

lim
R—so0

D’autre part,

Il en résulte que

L+xn 1 — e2in/n 1—e2m/n — n 2isin (%)

T
sin (%)
lorsque R — oo,

2. La fonction z* = exp (a(logr+ict)) n’est pas définie au voisinage de 1’origine. C’est la raison pourquoi
on est amené de considérer le petit morceau de cercle ¥ = {86’9 ; 27” > 6 > 0}. On va de nouveau noter
Cr={Re®;0<0 < Z}et

. 2n
Q:{z:re’a;0<r<°<> ,0<O¢<a}.

Pour z=re* € Qon a
=-1

<= a(logr+io)=in (mod2ir)

<— r=1 et o=

SR

Par conséquent, f(z) = —; a une seule singularité zo = ¢a dans Q. Comme f(z) = = avec h(zo) =

T 1+ h(z)
l1+z5=0et

a
" (z0) = (exp(alogz))fzzZO = 5z8 #0
le point zg est un pdle simple et on a

1 20 1 Y4
R = = —— = —— la_
eS(f,Zo) h’(ZO) a ae

11 suffit alors de procéder comme dans la question 1. pour établir

/w dx % our > 1
= ur a .
0o l+x4 sin(g) P



3. Soitx € (0,00) et a = u+iv avec u > 1. Alors

a u u
x| = | =

[ [x"] = | exp (i(vlogx)) [ = x".

Par conséquent on a, pour tout x > 1,

‘ 14xa ’ 1
ce qui implique la convergence de I’intégrale J(a). Montrons que I’application a — J(a) est holomorphe

dans Q = {Rea > 1}. Pour ce faire on utilise des criteres d’holomorphie des intégrales avec parametres
(voir le chapitre 14 du polycople 2005/2006 de J.-F. Burnol). Considérons d’abord J; (a) = |, 2 _dx_ Opna

0 I4xe-
(1) (a,x) = g(a,%) = 15a

[0,2]: a+ g(a,x) est holomorphe dans Q. Par un critere
d’holomorphie des intégrales avec parametres (théoréeme 26 du chapltre 14 du polycopié 2005/2006 de
J.-F. Burnol) a v Jy(a) est holomorphe dans Q. Pour J;(a) = [;° 1
gla,x) = 17 H{, par une fonction intégrable k (dépendant que de la Varlable x). Pour ce faire il faut travailler
dans un domaine plus petit

Qr={Rea>T}CQ , T>1I.

Dans ce cas
1

<
14+ x@

(o) =| L wsraacnr

Comme T > 1, k(x) = T — est intégrable: [,"k(x)dx < oo. Par un critere d’holomorphie des intégrales
avec parametres (ici le theoreme 27 du chapitre 14 du polycopié 2005/2006 de J.-F. Burnol), a € Qr +—
J>(a) est holomorphe. Ceci étant vrai pour tout 7 > 1, J, est holomorphe dans Q. En conclusion,

a—J(a) =Ji(a)+J2(a)

g

est holomorphe sur Q. L’affirmation J(a) = ﬁ, a € Q, est une conséquence du principe des zéros

isolés et du fait que nous avons déja établi cette relation pour tout réel a > 1.
4. Evident.
5. On peut procéder comme dans la question 3. Notons que

el

1+¢€

eRe(p)t

T lte

o)l =

Par conséquent, |A(p,1)| ~ eReP)=1 pour 1 — oo et |h(p,1)| ~ eRéP) pour 1 — —oo. Lintégrale K (p) est

donc convergente. Pour établir I’holomorphie de cette fonction il faut travailler u©i

Us={0<Re(p)<l—g} avec &>0 petit.

6. Nous avons vu dans la question précédente que la fonction A(p,t) = 5 +e, décroit exponentiellement pour
0 <Re(p) < 1lorsque t — feo. On en déduit “facilement” (faire les détails!) que

R+2im Pz —R ePz
lim dz = lim / dz=0
R—oo JR 1+ e R—oo J_Ri2ix 1 + €2

Par le théoréme des résidus il en résulte que :

eP? R ept —R+2im ePz
2inRes [ ——,im | = lim / dt +/ dz| .
14e* R—eo |/ g 14e Ri2in  1+é€°

R+2i% e” 2inp (R
Or fR+2m =dz=—e LR

" dt. D’ou :

1+e’
2im (—e'™) = 2inRes P in) = (1—e*™) K(p).
14-ef
Finalement on a .
2i _ T
eimP —e=imp  sin(mp)’

K(p)=m=



Correction de I’exercice 5 A
10(2)| = 122°(z8" +3)| = |z%" + 3| > 2 pour |z| = 1. D’olt

P(z) = Q)| =1 <[Q(z)| dans {[z] = 1}.

Par le théoréme de Rouché, P, Q ont le méme nombre de zéros dans D(0, 1). Le reste en découle en observant
que P = Q' et P(0) #0.

Correction de I’exercice 6 A

L application ®(z) = 3;125

droite. De plus on remarque que (1) ®(x) € R pour tout réel x # —2. (2) ®(z) = P(z) pour tout z € C\ {—2}.
Comme ®(—1) =2et P(1) = %, I’'image du cercle unité est un cercle symétrique par rapport a I’axe réel (cf.
(2)) avec centre (% + 2) % = % et de rayon % — % = % Le cercle de rayon 2 centré a I’origine contient —2. C’est

I’unique point dont I’image est ®(—2) = 0. L’image de ce cercle est alors une droite et c’est

est une homographie. L’image d’un cercle est alors de nouveau un cercle ou une

11
®(2) +iR= - +iR.

Correction de I’exercice 8 A

On a @4(0) = a et Py (a) = 0. Remarquons que P, o Dy, fixe I'origine. Par I’exercice 7, I’automorphisme
@y 0Dy de D(0,1) est une rotation z — ¢z, Un calcul explicite montre que @ 0 @y = Id, c’est a dire
®,! = ®,. Soit ¥ un automorphisme du disque unité D(0, 1) tel que ¥(z;) = z». Alors

Pod, (0)=>D,(0) «= & 'oPod,(0)=0

etdonc A = CIDZ_21 oW¥od,, estun automorphisme du disque unité fixant ’origine. On en déduit de nouveau que
A est une rotation: A(z) = ¢'*z. Par conséquent,

P=0 0A0d . M

On vient de déterminer la forme générale d’un automorphisme ¥ du disque unité vérifiant ¥(z;) = zo. Remarquons
qu’il est unique “a une rotation pres”’; W est déterminé par (1) ol A est une rotation quelconque.
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