Exercices : Jean-Frangois Burnol
Corrections : Volker Mayer
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Jusqu’a ’infini

1 Divers

Exercice 1

Montrer qu’il existe une (unique) fonction analytique sur C\ [—1,1] qui vaut va*> — 1 pour a > 1. Indication
: montrer pour commencer que la formule f(a) = exp(3Log(a — 1)+ 3Log(a+ 1)) donne une solution sur
I’ouvert C\] — o, 1]. Puis montrer que g(a) = —exp(3Log(—a— 1)+ JLog(—a+ 1)) = —f(—a) est analytique
sur C\ [—1,+oo[. Enfin montrer que g(a) = f(a) dans le demi-plan supérieur et aussi dans le demi-plan inférieur
en calculant f(=+i) et donc g(=i) et en expliquant pourquoi a priori le quotient g(a)/f(a) est constant dans ces
deux demi-plans. [002851]

Exercice 2

1. On considere la fonction analytique ¢ (a) = Log(a — 1) — Log(a + 1) dans le demi-plan supérieur et la
fonction analytique w(a) = Log(a — 1) — Log(a + 1) dans le demi-plan inférieur. Montrer que ¢ et W
sont la restriction a leurs demi-plans respectifs d’une fonction analytique sur C\ [—1,+1]. Indication :
il y a plusieurs raisonnements possibles et plusieurs indications possibles. Donc, débrouillez vous.

2. On considere la fonction a — % Quelle est I’'image par cette fonction de I’intervalle | — 1, 1[? Quelle
est I'image par cette fonction de C\ [—1,41]? En déduire que la fonction composée ®(a) = Log%
existe et est analytique sur C\ [—1,+1]. Retrouver le résultat de la question précédente (et montrer que

@, v et @ coincident dans les intersections deux-a-deux de leurs ouverts de définitions).

3. Quel est le développement en série de Laurent de la fonction analytique ® dans la couronne 1 < |a| < eo?
Que vaut par exemple [, _, ®(a)a'8da?

[002852]

Exercice 3
Prouver pour a > 1:

1 /2” sin 6 de_\/az—l—a
2w Jo a+sin® 21
En utilisant I’'un des exercices précédents montrer que la formule a un sens et est valable poura € C\ [—1,+1].
Correction ¥ [002853]
Exercice 4

Que vaut en fonctionde R > 0

/ 2+t
=R —22—4z+4

[002854]

Exercice 5



http://exo7.emath.fr

Soit P(z) = Az*+ ... un polyndme de degré au plus 4. Montrer que f‘ =R g(—j)l dz est indépendant de R pour

R > 1. En faisant tendre R vers I'infini en déduire que cette valeur constante est 27wiA. Prouver alors via le
théoreme des résidus: A = 1Y s wP(w). [002855]

Exercice 6 Résidu a I'infini
Soit f une fonction analytique pour {|z| > R}. On pose:

1
Res(f,00) = ——— / z)dz
(Fo) =~ | £©)
avec C, le cercle {|z| = r} parcouru dans le sens direct. Montrer que le terme de droite est bien indépendant de
r> R. On notera le signe —. On dit que Res(f, o) est le “résidu a I’infini” de f. Soit f une fonction holomorphe
sur C a I’exception d’un nombre fini de singularités isolées. Montrer le théoreme suivant: la somme de tous les

résidus (y compris celui a linfini) de f est nulle. [002856]
Exercice 7
Soit f une fonction holomorphe sur Q\ {zj,...,zy}, avec Q le domaine intérieur a une courbe de Jordan 7.

Soit g,(z) la partie principale (partie singuli¢re) de f en la singularité isolée z,,. Prouver la formule intégrale
générale de Cauchy:

Ve @\ (o) f@O= ¥ e+ [ Ly

1N 27l Joow—2Z

Pour cela, remarquer d’abord Res({v(—fz),zn) = Res(%’;(—f;,zn); puis montrer que le résidu a I’infini de la fonction

% de w € C\ {z,}, est nul. On pourra utiliser ’exercice 6.
Correction ¥ [002857]

2 Contours infinis

Exercice 8 Morceaux de Résidus

Soit f présentant en zo un péle simple. Soit C,(ct,B) 1’arc de cercle w = zo + re®, a < 8 < B, parcouru dans
le sens direct des 6 et avec 0 < 8 — o0 < 27. Prouver:

. B—a
1 dz=2rm R
lim . f(z)dz e es(f,zo0)
Que se passe-t-il si le pdle est d’ordre plus élevé?
Correction V [002858]

Exercice 9 Lemme de Jordan
Soit f une fonction définie et continue sur le domaine {Im(z) > 0,|z| > R}, ou seulement sur une suite
de demi-cercles {Im(z) > 0,|z| = R,} de rayons tendant vers I'infini. On suppose lim |,_,. |f(z)| =0 (ou

Im(z)>0
lim sup | f(z)| = 0.) Montrer (on utilisera sin(8) > 26 pour 0 < 6 < Z):
e Im(z)>0, ‘Z‘:Rn
lim f(z)edz=0 (ou I’analogue avec les R),)
R—o0 J;=Rei® 0<O<m
Correction ¥ [002859]

Exercice 10




En considérant I’intégrale de % sur un contour allant de —R a +R le long de I’axe réel en contournant O par
un petit demi-cercle, puis qui revient de +R a —R par le demi-cercle dans le demi-plan supérieur, démontrer

foo sinx _T
0 x 2°
Correction V [002860]

Exercice 11

Déterminer les intégrales (semi-convergentes) de Fresnel [ cos(x?)dx et [y sin(x?)dx en considérant I’intégrale
de exp(—z?) surle contourz=x, 0 < x <R, z=Rexp(i0),0 < 0 < %, z=x¢'t,R>x>0.0n rappelle I’identité
Jrexp(—mu?)du = 1.

Correction V [002861]

Exercice 12

Que vaut F(%) Jo € dﬂ (faire un changement de variable ¢ = u? pour se ramener 2 la Gaussienne). En

considérant un contour passant par I’axe réel, puis un quart de cercle, puis 1’axe imaginaire, puis un petit quart
de cercle évitant 1’origine prouver:

oo e—I T oo e—ix
—dt = exp(i— / —dx
/o Vit p( 4). 0 VX

C\O/Six dxet [; %dx (qui ne sont que semi-convergentes). Comparer

et en déduire les valeurs des intégrales [;
aux intégrales de Fresnel. [002862]

Exercice 13
Reprendre I’exercice précédent et déterminer pour 0 < a < 1 les valeurs des intégrales (semi-convergentes)

© COSX < sinx
/ dx et / dx
0o x4 0o x4

en utilisant la fonction Gamma. A propos prouver que ces intégrales ne sont que semi-convergentes (i.e. pas
absolument convergentes). [002863]

Exercice 14
Confirmer par le calcul des résidus la valeur connue (arctan...!):

dx
R1+x2

On appliquera le théoréme des résidus au contour direct comportant le segment [—R,+R] et le semi-cercle de
rayon R dans le demi-plan supérieur, pour R — oo, [002864]

Exercice 15

Justifier [p 7 € g = = Jr cos(6X) 7y pour & € R. Prouver par un calcul de résidu

12
iEx
e _
/Rl—i—xzdx:ﬂe el

Suivant le cas & > 0 ou & < 0 on complétera le segment [—R,+R] par un semi-cercle dans le demi-plan
supérieur, ou inférieur, afin que la contribution du semi-cercle tende vers 0 pour R — co. On peut aussi observer
que I’intégrale est une fonction paire de & et que I’on peut donc se restreindre a & > 0. [002865]

Exercice 16
Prouver, pour tout x € R:

1 . 1
= —i&x(ro—lEgE =
27[/]1&6 (me™5N)dé& e



Il suffit d’évaluer séparément f?w et [, en utilisant le fait que exp est sa propre primitive (ce calcul n’utilise
donc pas la notion de fonction analytique et le théoreme des résidus). On remarquera que 1’on retombe sur
la fonction 1/(1+x?), ce qui n’est pas un hasard (formule d’inversion pour les transformations intégrales de
Fourier). [002866]

Exercice 17
Déterminer

1 1 +x2 1
d d - d
/Rl+x4 * /Rl+x4 . /IRI+X2+X4 o

[002867]

Exercice 18

.. . ix o . . .
Pr.e.c1$er pourquoi [ ﬁ_jdx est une m_tegrale convergente pour & € R, est une fonction réelle et paire de &, et
utiliser un calcul de résidus pour établir, pour & > 0:

*e cos(Ex) —EIV2
./0 1+x* dx= 2

§

T
sin(—= 5 + Z)

Cette formule est-elle valable pour & < 0? [002868]

Exercice 19

1. Déterminer

/*"" dx
o 1+x3

Pour ce calcul, on considérera le contour allant le long de I’axe réel de 0 a R puis de R a jR le long d’un
cercle puis de jR a 0 par un segment (j = exp(i ZTE)) On écrira d’une part chacune des trois contributions
a I’intégrale de contour, en faisant attention au sens de parcours, et I’on utilisera d’autre part le théoréme
des résidus.

2. On note pour |w| = 1 et certaines valeurs spéciales de w (que I’on précisera) étant exclues, J(w) I'intégrale
[ 15 le long du segment infini wR ™. Déterminer J(w) en fonction de w.

[002869]

3 Développement de et produit infini d’Euler

sin TCZ

Exercice 20
Le but de ce probleme est d’établir les deux formules importantes:

T 1 . ) =
Vze C\Z - =—+ lim (=1 - Z 5
SINTTZ Z Notoo (= N ZI—H z =1 ?—n
Moo~ SIS

VzeC  sin(mz) = lim nzH 1——

N—oo

1. Montrer la convergence de la série ).

o Z . (regarder les sommes partielles pour les indices pairs).

2. On pose f(w) = Soit z ¢ Z fixé, soit N > |z| — 5 et Zy le carré {|x| <N+ 3, |[y| <N+ 3}, et
Jw)

— : 1 f
Cy = dZy son bord parcouru dans le sens direct. Exprimer T fCN -
résidus.

SIHTL'W
dw a I’aide du Théoreme des



3. Montrer fc o W) gw =0 (on notera que f est impaire) et en déduire :

fw) 1 / T z
T gy = — —* aw
Cn

2mi Jey w—z 27i Jey sinww w(w —z)

4. On rappelle I’identité sin(w) = sin(x) ch(y) + icos(x) sh(y) pour w = x4 iy. Montrer |sinw|> = sin®x +
sh?y (x,y € R...). En déduire |sin(ww)| = ch(xy) > 1 sur les bords verticaux du carré et |sin(mw)| >
sh(m(N+ 1)) > sh(w}) =2.301... > 1 sur les bords horizontaux. Conclure la preuve de

T 1°°

sintz Z

avec convergence uniforme pour |z| borné.

5. Reprendre la méme technique et prouver:

Vze C\Z

mwcos(mz) . 1 1+i 2z
sin(mz)  Noe = yz-n 2 2

avec convergence uniforme pour |z| borné.

. : . 2 .
6. On veut maintenant prouver: sin(7z) = limy_e 7z [T, (1 — %) On fixe une fois pour toutes R > 0, et on

va montrer la formule pour |z| < R. Soit N avec N > R et notons fy(z) = sin?frz) N (- ,ZTi) prolongé

par continuité en les n, [n| < N. Montrer que fy est holomorphe et ne s’annule pas sur D(0,R).

7. Soit y: [0,1] — C* le chemin y(z) = fy(tz). On a donc y(0) =1, y(1) = fn(z), et ¥(r) # O pour tout
t. Par un théoréme démontré en cours (lequel?) on a y(1) = y(0)exp ( Jy dW). En déduire fy(z) =

exp <f01 ;x = za’t)

8. Soit € > 0. En utilisant la convergence uniforme pour |z| borné du développement en fractions de 7(nz),
montrer que pour N suffisamment grand, on a | fy,(w)| < €| fv(w)| pour tout w € D(0, R), puis en déduire

N>0 |7<R = |fv(z)] <l <R

9. En déduire limy_,. fy(z) = 1, uniformément sur D(0,R). Conclure la preuve du produit infini de Euler
pour sin(z).

[002870]

4 Produits infinis

Au cas ou je ne ’aurais pas rédigé dans le polycopié, j’explique ce qu’il y a a savoir: on écrit L =[], g,
si L =limy_q192---gn. Supposons tous les g, non nuls. On dira que le “produit infini converge” si, non
seulement L existe, mais si de plus L # 0. On démontre (ce n’est pas évident avec des g, complexes, ou
négatifs, et je vous conseille fortement d’y réfléchir) que c’est le cas si et seulement si la série >, Logg, est
convergente (par convention Log(—1) = +im). Lorsque certains des g, sont nuls, on dit que le produit converge
si il existe N avec g, 7 0 pour n > N et si [[,_ g, converge. Lorsque le produit converge on a nécessairement
(pourquoi?) limg, = 1 (c’est nécessaire, pas suffisant). Nous travaillerons principalement avec des produits
“absolument convergents”.

Exercice 21 Produit absolument convergent

Soit u,, n > 1 des nombres complexes. Montrer: 1 +YN | |u,| < T, (14 |un]) < < eLi-tll . En déduire que la
suite croissante [T)_, (1 + |u,|) a une limite finie si et seulement si Zn: | |ttn| < eo. On suppose maintenant &tre
dans ce cas, et de plus Vn 1 4 u, # 0. Montrer alors Y-, [Log(1 4 u,)| < oo, et en déduire que [T, (1 +u,)



converge. On conviendra donc de dire que [];_; (1 + u,) est “absolument convergent” si Y [u,| < oo, et
on vient donc de prouver qu’un produit absolument convergent est convergent. C’est principalement, la seule
chose que vous ayez a savoir sur ce sujet. [002871]

Exercice 22

Pour quelles valeurs de p (réel) [T, (1 +k~7) converge? [002872]

Exercice 23

. . . o 2
Etant admis que sin(nz) = wz[[;_; (1 - 2—2), prouver:

sin(7z) = 7z ﬁ (1 - %) of

k=—oc0
k#0
et justifier la convergence absolue du produit. [002873]
Exercice 24
. . o 2
Etant admis sin(7z) = mz[[;_, (1 - 1%)’ prouver:
+N —k
sin(mz) =z lim [ —-.
Ny “Nizo —K
- y 750

puis établir pour tout o ¢ Z:

+N
sin(zr(z—a)) = —sin(na)l\llingBN (1 - aj—k)

Montrer que le résultat reste valable si I’on remplace dans le produit —N par —N +1 ou +N par +N £ 1. En

déduire:
o0 2
cos(7z)
H( ( +k)? )

avec un produit absolument convergent. [002874]

Exercice 25

On rappelle la formule 7(ra) = limy_.. Y ﬁ, pour & € C\ Z. Montrer:

SI(@ =) _ ,-trec (1— : )e

sin(wa) et o+k

avec un produit absolument convergent. [002875]

Exercice 26

Etablir la convergence et évaluer les produits infinis suivants:

d 1 d 2
l+———

N0+ r)  M0-wm)

fl n’—1 fl n*+1

n=1

Les trois premiers s’obtiennent par des réarrangements simples. Pour le dernier, utiliser le produit infini de
sinz. [002876]



Exercice 27

On suppose ¥,,>| |un|?> < o0. Montrer que les deux séries Y. u, et ¥ Log(1+u,) sont soit toutes deux convergentes
soit toutes deux divergentes (on suppose Vn u, 7# —1). Donc si ¥~ |un|* < oo le produit infini [T5_ (1 +u,)
est convergent si et seulement si la série Y ,°_; u, converge. [002877]

Exercice 28

Montrer que [T (1 + i) diverge tandis que [];_, ‘ 1+ ﬂ converge. [002878]




Correction de ’exercice 3 A
Siz=e¢"?, alors sin6 = 52 et dz = ie'®d6. D’on

1/27r sin 6 de—i/ 2-2 %7L/ -1 dz
2w Jo a+sin@® 2% )i —12ia+z—Ziz  2im Jj=1 22 +2iaz—1 7

11 suffit alors d’utiliser le théoreme des résidus.

Correction de I’exercice 7 A

Rappelons la formule de Cauchy pour f holomorphe sur Q (donc sans singularités):

Py U

- 2imJaow—z

Il s’agit ici d’obtenir une version généralisée pour des fonctions f ayant des singularités zy, ...,zy € Q. Fixons
_ S
(w) =

z€ Q\{z1,...,zv} et considérons G o

. Cette fonction a un pole simple en w =z et :

Res(G,z) = lim(w —z)G(w) = f(2).
w—2Z
Les autres singularités de G dans Q sont 21, ...,zy. Par définition, le résidu de G en z; est le coefficient a_; de
la série de Laurent de G en z;. Or

Gw) = ——f(w) = ¥ be(w—2))* ¥ es(w—2;)

w—2z >0 ez

puisque w — ﬁ est holomorphe au voisinage de z; (et bien siir on peut calculer les by, mais ce n’est pas utile).

On remarque que pour calculer a_; interviennent seulement les indices (k,!) qui vérifient k+ = —1. Comme

k>0onal=—-1—-k<0.Dou:
gj(w)
Res(G,z;) =R 27 |-
es(G,z;) es(w_Z ZJ>

On peut maintenant utiliser I’exercice 6 ou alors conclure directement: si Ry = 2max{|z|,|z;|}, alors pour tout

R > Ry, .
Ly (4
e JIwi=R W2 £efzz)} vt
Par conséquent, I’intégrale f\w|:R gva' (:VZ) dw ne dépend pas de R > Ry. Or, il existe C > 0 tel que
siw| o € | > Ro,
w—z|  |w?
ce qui entraine
j C
‘/ gj<w>dw’ < lim —dw| =0.
[w|=Ry W—2 [wi=R J|w|=Ry |W|

D’ou

0= ! /w gj(wdw:Res<gj<w),zj> +g;(2).

T 2im |=Ry W—2 w—=z
11 suffit alors d’appliquer le théoréme des résidus a G pour conclure:

1

o | G = (0) = g1(2)— .~ (o)

Correction de ’exercice 8 A
Dans le calcul des intégrales on est souvent confronté a des passages a la limite (du genre limg_s fCR f(z)dz
ou lim,_q fc, f(z)dz dans le cas ou 0 est une singularité que 1I’on contourne, Cg un morceaux de cercle comme

8



dans les exercices ici). Cet exercice et le suivant donnent des outils tres pratiques pour ce genre de calculs.
Si f a zo comme pdle simple, sa série de Laurent en zg est de la forme

fl@)=a_1(z—z20) " +ao+aiz—z0)+...= Y az—2)"
k>—1

Par convergence normale de cette série

B . .
flz)dz = ak/ (z—z0)dz = ak/ (re'®)kire”® 4o
/cruxﬁ) k; C (a.p) k; o

k1) ik 1)ar
= ia,l(B—a)—i-rZ (rkake (k—i—j) )

k=0

(1) _ itk D )
—mn | S -2 et en faisant tendre r — 0.

On en déduit I’enoncé de I’exercice en observant que < &

Correction de I’exercice 9 A
Pour € > 0 il existe R > 0 tel que |f(z)| < € pour tout |z| > R, Imz > 0. Si C est le demi-cercle supérieur
orienté alors

. T S _ . .
|/ f(z)edz| = |/ f(Re’G)el(Ree)iRel9 do| < 8/ o—Rsin0p 1
Cgr 0 0

- 28/7Re*R5i“9d9 < 23/7Re*’*§ d6 = 4e(1— e F7) < 8e.
0 0

Correction de I’exercice 10 A
Utiliser les exercices 8 et 9.

Correction de ’exercice 11 A

. 2
Par holomorphie de z+— e %,
R 2 2 0 2
e tdx+ | e *dz+ e “dz=0.
0 Cr Rein/4
Notons /; r la premiere intégrale ci-dessus, I g la deuxieme et I3 g la troisieme. Alors,

vz

) 1 2 1 il B
1%1%1101011713—5/]11\)6 dx—i Re Vrdu = >

_(eiir/4t)2 i

Comme ¢ % = e = e~ = cos(r?) — isin(¢?) pour z = ¢*/*t on a

R .
Lr=— / (cos(t?) —isin(r?)) €™ dt
Jo

= —\f (/OR cos(t?) + sin(t*)dt +i/0R cos(1?) — sin(tz)dt> .

I1 suffit alors de déterminer limg_,.. /> g pour en déduire les intégrales de Fresnel. Si on pose z = Re'® | alors
%
2 2 ,2i0 :
/ e “dz= / e K iRe® a0
Cr 0

‘IZ,R‘ < R/Z e_RZCOS(Qe)dQ — g/i e_chOS(a)dOC.
0 0

ce qui implique

9



Du changement de variables § = 7 — o et du fait que sin 8 > g pour B € [0, 7] on déduit que :

2
- =0

R 0 7stin(ﬁ) R % 7R2ﬁ R 7R2E
d gf 2d = —— 2
e B 2/0 e B 26 SR

\Lg| < 3 :

N

lorsque R — 0. Conclusion [’ cos(x?)dx = [3”sin(x?)dx = @.

10
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