Exercices : Jean-Frangois Burnol
Corrections : Volker Mayer
Relecture : Frangois Lescure

Exo7

Intégrales

1 Changements de coordonnées

Dans ces exercices on est censé connaitre (un peu) la notion de systeme de coordonnées (sur un ouvert du plan,
donc nous aurons deux coordonnées) et aussi ce que signifie une dérivée partielle par rapport a I’une ou 1’autre
des coordonnées d’un systeme.

Exercice 1

. 2 L res e .. s .
Le Laplacien A = 55 + 3,2 estun opérateur différentiel qui joue un rdle important en analyse complexe. Soit
f(z) = u(x,y) +iv(x,y) une fonction holomorphe sur un ouvert du plan complexe. On sait que f, donc u et
v, admettent des dérivées partielles de tous les ordres. En utilisant les équations de Cauchy-Riemann, montrer
que u et v vérifient I’équation de Laplace:

2%u 82u_ 0%y 9%

et =0 gatap=0

On dit d’une fonction vérifiant I’équation de Laplace qu’elle est harmonique. La fonction holomorphe f = u+iv
est aussi une fonction harmonique puisque A(f) = A(u) +iA(v) = 0.
Correction ¥ [002806]

Exercice 2
On veut exprimer les équations de Cauchy-Riemann avec les coordonnées polaires r et 6. Les équations de
Cauchy-Riemann peuvent s’écrire sous la forme:

2 42 \F=0
dx lay N

donc il s’agit d’exprimer 2 et 2- en fonction de 2 et de 2. Lorsque I’on travaille sur un ouvert (ne contenant
dx dy ar L

pas I’origine) sur lequel une détermination continue de I’argument 6 est possible (par exemple sur Q = C\| —
oo, 0]). Montrer:

d Jd . d
3= cos(G)a +Sln(9)a—y

d . dJ d
% = —rsm(@)a =+ rCOS(G)jy

En déduire % = cos(0)5- —sin(0)1 2 et 5y =sin(6) 3 +cos(9)}(f—e. Montrer alors:

8+.8 0 8+,18 il 8+_8

—tiz—=e" | 5=+i-—=7 | =" = | r=—Fis5

dx dy dr rado r\ dr 00

En déduire qu’en coordonnées polaires les équations de Cauchy-Riemann peuvent s’écrire (en particulier) sous
la forme:

Correction V [002807]
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Exercice 3

Il est intéressant que 1’équation de I’exercice precedent 56 = irek a , peut se réécrire dans le systeme de coordonnées
(a,b) = (log(r), 0) sous la forme:

JF JF

ob  'da’
autrement dit exactement sous la méme forme qu’ont les équations de Cauchy-Riemann originelles dans les
coordonnées cartésiennes (x,y).! Or a et b sont les parties réelles et imaginaires de la combinaison a + ib
qui est holomorphe comme fonction de x + iy: a + ib = log(x + iy). Montrer que cela est général: dans un
systeme de coordonnées (a,b) telles que w = a+ ib est une fonction holomorphe de z =X —|— iy les équations de
Cauchy-Riemann pour 1’holomorphie (par rapport a (x,y)) d’une fonction F sont a 5 = —j2f 3a L (ce qui équivaut 2
1’holomorphie de F comme fonction “sur le plan de w = a + ib”?). Indication: prouver I’identité :

9 ;9 _(da_,0b\ (9 .0
ox oy \ax ox)\a9a 'on )

en exploitant les équations de Cauchy-Riemann gi’c ‘3;‘ g)‘é —i—g—ly’ pour a+ib = g(x+iy).

Correction V [002808]

Exercice 4

On veut exprimer le Laplacien avec les coordonnées polaires r et 8: autrement dit pour toute fonction deux fois
différentiable @ on veut calculer la fonction A(P) a1’aide des opérateurs de dérivées partielles % et %, lorsque
I’on travaille sur un ouvert (ne contenant pas 1’origine) dans lequel une détermination continue de I’argument
0 est possible (par exemple sur Q = C\] — e0,0]). Une méthode possible est d’utiliser les expressions obtenues
dans I’exercice 2 :

2 cos(0) 2 —sin(0)L 2 L sin(6) 2 +cos(6)L 2

et de calculer ensuite ( ) et ( ) puis de faire la somme. Mais cela donne des calculs un peu longs. Voici
une ruse: en reprenant une formule déja établie dans I’exercice 2 montrer

i) (ot i) =12 i
0 ox ey ) T e Tiae
i (L _i2) =2 ;2
X y a laiy —r; l%

On remarquera maintenant que I’opérateur d1fferent1el =+ 13 appliqué a la fonction x + iy donne zéro. Donc
(expliquer!):

(x—iy) (ai“ai) (x+ i) (i_ ;y) (x ly)(erly)(aa +laay) (ij’}i)

Prouver alors en conclusion:

0°® a2<1>_1<(a a2>¢_a2q> 109 19%®

o) Y a61) P =52 T e Trager

ox? + oy 2

[002809]

! %’; = z%i ou, plus mnémotechnique: % = ax qui dit “holomorphe < iy est comme x”
2

autrement dit pour qu’une fonction soit holomorphe comme fonction de x + iy il est nécessaire et suffisant qu’elle soit holomorphe
comme fonction de a + ib. En particulier x + iy est une fonction holomorphe de a + ib: on a donc prouvé que la réciproque
d’une bijection holomorphe est aussi holomorphe. Nous reviendrons la-dessus avec d’autres méthodes (dont celle trés concrete de
I’“inversion” d’une série entiere).



2 Intégrales le long d’un chemin

Exercice 5
Soit Y= [A,B] + [B,C]| + [C,D] + [D,A] le bord (parcouru dans le sens direct) du carré de sommets A = 1 —1i,
B=1+i,C=—1+i, D= —1—i. Déterminer les intégrales suivantes:

1. fydx, fyxdx, fyxzdx, fyydx, fyyzdx, fyy3dx,
2. [,xdx+ydy, [,xdy+ydx, [ xdy—ydx,

3. J,dz [,zdz, [,xdz, [,zdx,

4, fyz_ldz, fyz_zdz, fyz”dz, pour n € Z.

Correction V [002810]

Exercice 6

Avec les mémes notations on veut évaluer fy?dz, n € Z. Justifier les étapes suivantes:

/?dz:/z”d?
Y Y

/Z"CTZ:/ z”dz—/ 'dz+ z"dz—/ 'dz,
Y [B,C] [C.D] [DA] (A,B]

et compléter le calcul, pour tout n € Z.
Correction V¥ [002811]

Exercice 7

On note C le cercle de rayon 1 parcouru dans le sens direct. Calculer [-z"dz et fyz” dz pour tout n € Z, et
vérifier qu’il y a toujours égalité (ici Y = dZ est a nouveau le bord du carré qui a été utilisé dans les exercices
précédents). Calculer [-Z"dz et fyZ” dz et trouver les cas d’égalités et d’inégalités.

Correction V¥ [002812]

Exercice 8

Soit C un cercle de centre quelconque, parcouru dans le sens direct, et ne passant pas par 1’origine. Calculer
Joz"dz pour tout n € Z dans le cas ou C encercle 1’origine, et dans le cas ou C n’encercle pas I’origine.
Indication pour n = —1: soit w P’affixe du centre du cercle, et R son rayon. Paramétrer le cercle par z =
w(l+ ‘%eie), —7 < 0 < +m, puis utiliser un développement en série en distinguant les cas R > |w| et R < |w]|.

Ou encore invoquer la fonction Log(z/w).
Correction ¥ [002813]

Exercice 9
Soit 0 < a < b sur ’axe réel positif et soit C = {|z| = r} le cercle de rayon r centré en 1’origine, parcouru dans
le sens direct. Montrer:

| 0 r<a
—  dz=2mil{ L
./C(Z—a)(z—b) z miy = a<r<b
0 r>b

On pourra réduire la fraction en élément simples, puis se ramener au résultat de 1’exercice précédent. Ou
encore, on pourra envisager des développements en séries, pour se ramener par étapes aux intégrales [-z"dz,
ne.

Correction V [002814]




3 Intégrales de Wallis

Exercice 10
Soit C le cercle unité parcouru dans le sens direct. Calculer

/C<Z+i>"dzz (neN)

en développant par la formule du bindme et en utilisant les valeurs connues de [ 7*dz, k € Z. En déduire

[*¥cos"tdt. En déduire la valeur de fon/ ?cos ¢ dt pour n pair:
3 13.-.2m— )=
Ly = e dy = z
/o o’ 24, .(2m) 2
Correction ¥ [002815]

Exercice 11

On pose J,, = ﬂ/ % cos2m 1 tdt, pour m € N. En intégrant par parties J,,, | obtenir la relation de récurrence
Jntr1 = %ﬁig] et prouver:?
24.---.(2m)
I =
3.5.---.2m+1)
[002816]
Exercice 12
En utilisant I, < J;,, < I, obtenir:
2m+1(1.3.---.2m—1))(3.5.---.2m+1)) 2 < (1.3.---.2m—1))(3.5.--- .2m+1))
2m+2 (24.---.(2m))? S (2.4.---.(2m))?
En déduire la formule de Wallis:
2 1.33. 2m—1).(2 1 s
7:Hm73£...(m )(m—i— :H
T m—=2244 (2m).(2m i 4m2
[002817]

Exercice 13
Justifier le réarrangement suivant (qui découle aussi du terme de gauche dans I’inégalité de I’exercice précédent):

—1
2 _ 13355.. _ 117 1 : .
s =301 = 5[ In=1 <1 — (2m+1)2> , soit encore:

=1 ()

m=1

[002818]

Exercice 14
Justifier également sur la base des formules précédentes les équivalents asymptotiques:

2m 2%m
<m> T Jam
(1+3)2+3) - (m+3)

1.2.---.m
($m 1

m! ~ \/Tm

m
~ 24—
T

[002819]

3par convention lorsque qu’un produit porte sur un ensemble vide il vaut 1. Donc la formule est bien compatible avec Jy = 1.



Correction de ’exercice 1 A

fel 2 d 2 s N
On a les équations de Cauchy-Riemann 4¢ = 7; et 8—5 =—%..Dou:

ddu ddu dJdv dJdv
A= ——+ "= — 55 =0
dxodx dy By dxdy dyadx
par le théoréeme de Schwarz. On procede de la méme fagon pour v pour en déduire qu’une fonction holomorphe
est harmonique.

Correction de I’exercice 2 A

Cet exercice et les suivants concernent des changements de variables. Rappelons que, si ® : U — V est un
difféomorphisme entre ouverts U,V de R”" et si on note y = P(x), x = (x,....,x,) €U ety = (y1,...,yn) €V,
alors

9 _y 9% 9
8xl- j=1 Bxi 8yj

pour tout i, j € {1,....n}. Onax=rcosO ety =rsin6. Donc

Jd 8(rcos6)i+8(rsin9)i_cosei+sme
or dr  dx dr dy ox dy
“ 9 (rcos®) & A(rsind) 9 P P
r cos rsin
%: ae a—i- 86 87)) l’Slnea—i—rCOSGaiy

On peut réécrire ceci en:

Bi d(rcos@)  J(rsinb)
r>=M<ax) avee M= (Jac(f)) = | o,%0) or%me) |-

( 0
0 dy 20 EL)

Pour retrouver les %, a% en fonction de %, % il suffit d’inverser cette matrice M. Le reste est clair.

Correction de I’exercice 3 A
On a w = g(z) avec g(z) = a(z) + ib(z) une fonction holomorphe et avec z = x + iy. Utilisons de nouveau le
changement de coordonnées:

i_ aa(z)i 8b(z)i
dx  dx da dx db
d  da(z) d +8b(z) d

dy dy da dy ob

En utilisant les équations de Cauchy-Riemann on en déduit

14_ d _ (da(z) +.
dx &y dx

oot %57
(%% > (5

(4252

%)
o)

J

b
J

b

Ix
2.
"9b

Correction de I’exercice 5 A
Soit Q le carré dont le bord est Y =y, + ... + 74 ol

nt)=A+2t, nt)=B-2, pt)=C-2i, e wult)=D+2t, tec]0,1].



Notons aussi ¥j« = Re(y;) et ¥;, =Im(y;), j=1,...,4. Alors :

4 4 1
/dx:Z dx:Z/ V() de =0
14 =177 =170 "

et

/yxdx:é/ijdx:é/ol ’yj7x(l‘),)/j7x(t)dl

1 1
:/ (1-2;)(—2)dt—|—/ (—1+21)2dt = 0.
0 0

Passons a la correction de la question 3. Alors

/dz:/zdzzo
Y Y

puisque dans les deux cas on intégre une fonction holomorphe (f(z) =1 et f(z) = z) dans le carré Q. On a :

4 4 0l
/y xdz:j; /O Vi) (1) :j:Zl /0 Vi)Y, (0) dt

:AEW+A%L@0@@m+AR;m—mm+A%4+mpm
— i1 2i = 4i.

En ce qui concerne la question 4., on y intégre la fonction f,(z) = z" le long du chemin fermé y. Mais attention,
cette fonction admet une primitive seulement si n % —1. D’ou

/z"dz: 0 pour n# —1.
Y
Dans le cas restant n = —1 on trouve :
/f_1 (z)dz = 2im.
Y

D’ailleurs, et l1a on rejoint I’exercice 7, on a :
/ﬁ@ﬁ:/ﬁ@&
Y C

ol C = {|z| = 1}. Ce cercle se paramétrise par 6(8) = ¢**®. Dot :

1 , 1
/fn(Z) dz:/ 20 20 go 21-7[/ L2 +1)0 g9 —
c 0

{ 2im si n=—1
0

0 sinon.

De maniére analogue on a

/H%m=/25mwﬁmﬁwde:%n/kmmﬂwdez 2im si n=1
c 0 0 0 sinon.

Correction de I’exercice 6 A

Pour toute fonction f = u+iv a valeurs dans C, on a :

/J;f(z)dz—/ol(u—iv)(j/l —|—i)/2)dt—/ol(u+iv)(y{—i)é)dt—/yf(z)dz.

Voir la correction de I’exercice 5.



Correction de I’exercice 7 A
Voir la correction de ’exercice 5.

Correction de I’exercice 8 A
Dans le cas ou C n’encercle pas I’origine la fonction z — 7" est holomorphe au voisinage du disque bordé par
C et ceci pour tout n € Z. Par conséquent, [~z"dz = 0. Sinon on retrouve les valeurs obtenues précédemment.

On rappelle également que :
L / 1
2im Jc 2 ¢

est I’indice Ind(C,0) de la courbe C par rapport a 1’origine. Cet indice est 1 lorsque C encercle 1’origine et 0
sinon.

Correction de I’exercice 9 A
On a

1 11 1
(z—a)(z—b) a—b (z—a B z—b)
/ 1 2inind(C,a).
cz—a
Or, Ind(C,a) =0 si r < a et Ind(C,a) =1 si r > a. Le méme raisonnement s’applique a [ Z%bdz, d’ot le
résultat annoncé.

Correction de ’exercice 10 A

Comme \
z+-] = 77
Z = \k
ona )
1\"1 A AN
+-) - = A
( Z> 2 l;) <k>

Or [-z/dz # 0 si et seulement si j = —1. Le seul terme de la somme précédente qui donne une contribution
non nulle a I'intégrale est lorsque k vérifie 2k —n — 1 = —1. Notons que ceci est possible seulement si z est un

nombre pair! D’ol :

1\"dz . ..
/ z+—- | — =0 sinestimpair.
c z) z
( 1)2" dz . <2k>
/ Z+— — =2ir .
c b4 Z k
Comme cos t = 5 (e +e~1),

™ 1 /T - deltdr —i 1\"dz
t —It
/_ﬂCOSntdf— n Ln(el te l)n iei’ _2n/C<Z+Z> ?

D’ou [”, cos ntdt = 0 si n est impair et

T 2k
ok T
cos“tdt = —— .
,/_,r 22%-1 ( k )
Par périodicité du cosinus ceci donne :

/2 1 2k 1-3-...-(2k—1
I = / coskrdt = i ( > = z ( )
Jo

Sinon, si n = 2k est pair, on a :

422%- 1\ [ 2 2.4...-2%
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