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Limites de suites et de fonctions

Exercice 1

Exo7

Pour chacune des suites (u,), dans le plan R? ci-dessous, placer quelques-uns des points u, dans le plan et
décrire qualitativement le comportement de la suite lorsque 7 tend vers I’infini. Etudier ensuite la convergence

de chacune des suites et déterminer la limite le cas échéant.
1. u, = (47"2 cos 1)
©U T A\ n244n+ 30 n
2
__(narctann i ( T 1
2. U, = (7n2+1 ,sin(§exp(—+)))

3. u, = (sinhn, )
4. u, = (a"cos(nat),a"sin(na)), en fonctionde a € R,a > 0 et ¢ € R.

Indication V¥ Correction V

[002621]

Exercice 2

Etudier I’existence des limites suivantes :

1. Ii iy
+ MM (x,y)=(0,0) x¥y
x+y#0
. xyz-&-z3
2. 1im (x5 1)5(0,0,0) 23 +yz2
2234972 #£0

3. im ey 0,0) 25,2
(x,y)#(0,0)

4. lim Ly
° (x,y)—>(070) )szyz
x#£+y
. xy+yz
5. M y0)-000) 2y 32
('x,y7z)#(07070)

Indication Vv Correction V
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Exercice 3

Soit £: R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par
2.2
A7y
flxy) = .
)= oy

Montrer que
lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y) = 0
x—0y—0 y—0x—0

et que lim(,.y)_,(0,0) f (x,y) n’existe pas.

Indication Vv Correction V¥
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Exercice 4

Déterminer les limites lorsqu’elles existent:


http://exo7.emath.fr

1. lim(x7},)_> (0,0) ﬁ

. 2y)3
2. llm(xy)_)(o_ro) 7(J;j+§g

log(x+¢)

x,y)—(1,0) \/W

. 4+ 3_ V]
4. llm(x7y)~>(0,0) xix&yzx}

. 3
5. limyy)(0,0) 577 3

. 2ay2)2
6. hm<x7y>a(o,o>%?

1—cosxy .

7. lim(xﬂy)%(()?()) y2 5

: sinx
8. hm(xv)’)ﬁ(o:o) cosy—coshx

Indication Vv Correction V [001787]

Exercice 5

Pour chacune des fonctions f suivantes, étudier I’existence d’une limite en (0,0,0) :

1‘ f(x7y7z) = x-iii—z ;

Xty
2. fay2) = o5z

Indication V¥ Correction V¥ [001788]




Indication pour ’exercice 1 A

Pour établir ou réfuter I’existences d’une limite particuliere dans le plan et pour ensuite déterminer une limite
pourvu qu’elle existe, utiliser le fait que pour que lim, e (x,,y,) existe dans le plan R? il faut et il suffit que
chacune des limites lim,,_,c X, €t lim, .y, existe en tant que limite finie.

Indication pour I’exercice 2 A

1. Raisonner a I’aide d’une fonction f de la variable x telle que x+y = f(x) et lim,_,o f(x) = 0.

2. Trouver deux courbes dans
R\ {(x,,2); 2%’ +yz* =0}

qui tendent vers 1’origine telle que les limites, calculées le long de ces courbes, existent mais ont des
valeurs distinctes.

3. Utiliser le fait que le numérateur et le dénominateur sont toujours positifs et que I’ordre du dénominateur
est strictement plus grand que celui du numérateur.

4. Raisonner a 1’aide d’une fonction & de la variable y telle que x*> —y* = h(y) et limy_,o h(y) = 0.

5. Chercher deux courbes dans le domaine de définition qui tendent vers ’origine telle que les limites,
calculées le long de ces courbes, existent mais ont des valeures distinctes.

Indication pour I’exercice 3 A

Diviser le numérateur et le dénominateur par x* resp. y* pour déterminer limy_,o f(x,y) resp. lim,_o f(x,y).

Montrer que, calculée le long d’une autre courbe convenable, lim, ,) (0,0 ./ (x,y) existe et ne vaut pas zéro.

Indication pour I’exercice 4 A

1. Réfuter I’existence de la limite a 1’aide de 1’étude des limites le long de deux courbes adaptées.
2. Utiliser les coordonnées polaires dans le plan.

3. Silimy ) (xg.y) 2(x,¥) existe et est non nul alors

lim f(x,y) _ lim(xJ)H(Xo,YO)f@ay)
(x.y)—(x0.y0) (X, Y) myy ) (xg,30) 7 X,)

4. Chercher deux courbes dans le domaine de définition qui tendent vers I’origine telles que les limites,
calculées le long de ces courbes, existent mais ont des valeures distinctes.

Indication pour I’exercice 5 A

1. Raisonner a I’aide d’une fonction / des variables x et y telle que x+y+z = h(x,y) et lim(, ) (0,0) h(x,y)=
0.

2. Montrer que, déja sous la contrainte supplémentaire z = 0, la limite ne peut pas exister.




Correction de ’exercice 1 A

Des calculs élémentaires donnent

1. uy = (3,c081), uy = (i—G,cos%), e U0 = (%,cosﬁ),
2. up = (%arctanl,sin(% ), u ( arctan2,sin(; 7)),

Uz = (%arctan?»,sm( T )), cee U0 = (ig? arctan(10), s1n(4el/10))
3. u; = (sinh1,0), up = (sinhz,%), uz = (sinh3,83), ...,

ujo = (sinh 10, 1“1})0)

4. uy = d"(cos(a),sin(x)), us = a*(cos(2a),sin(2a)),
uz = a*(cos(3cx),sin(3)), ... ,ujo = a'®(cos(10ax),sin(10cx)),

Les limites pouvu qu’elles existent se calculent ainsi :

L 1My 2 = iy e ﬁ =4, lim,_.cos(1/n) = cos(0) = 1 d’on
. . 4n? 1
,}glgoun:,}g]go <nz_|_4n_i_3 COS — > = (4,0)

. 2 . .
2. lim,—se n{’ﬁ = lim, 00 W =1, lim, . arctann = /2,

lim,,_seo % = /2 mais lim,, .. sin( % exp(—%)) n’existe pas d’oul
lim u,
n—soo

n’existe pas.
3. limy e lnT” = 0 tandis que lim,,_,.. sinhn n’existe pas en tant que limite finie car

lim sinhx = +oo
X—r—o0

d’ou
. . . Inn
limu, = lim | sinhn, —
n
n’existe pas.

4. lim,_,(cos(ne),sin(na)) n’existe pas tandis que pour que lim,_,.a" existe il faut et il suffit que a < 1
et, s’il en est ainsi, lim, ,.a” =0sia < 1 etlim,_,.a" = 1 si a = 1. Par conséquent: Pour que

lim u, = hm a"(cos(nat),sin(na))
n—soo

existe il faut et il suffit que a < 1, et la limite vaut alors zéro.

Correction de I’exercice 2 A

_ — 2y 2 1 pon
1. Avec f(x) =x* d’oli y = x* — x, on obtient 5 =x —ydou

2

. x7y
lim (ey)—(0.0) 17
x-l-y;éO y

n’existe pas.



X )

: 42 2 ar 1 +2°
2. 11m<x7y_yz)ﬁ(0:0’0)2xyfi+;z2 = getlimg, ., (000)2)‘;Zi+yz2 0. Il s’ensuit que
x=y=z#0 x#£0,y=2z=0
+ 3
i (1.0)(000) 355
X, V,2)— 3 2
ST

n’existe pas.

3. Sur R\ {0}, la fonction f définie par f(x) = 12‘ = ﬁ tend vers 4o quand x tend vers zéro d’ou

im0 D
xX,y)— 2
(w200 © T

n’existe pas en tant que limite finie.

4. D’une part, lim ;) (0,0) Y~ =0. D’autre part, vue I’indication, avec x> — y> = = h(y), un calcul immédiat

x2 —y
x#£0,y=0
domne Y P20+ (O Y
X'y Y’ +2y’h(y) + (h(y))"y ¥ 3
= = +2y” +h(y)y.
P o) o) b)

4
Avec h(y) =y, I’expression o 2 tend donc vers +oo quand y tend vers zero d’ou

XAy

lim =003 5
R

n’existe pas.

5. Le long de la demi-droite x > 0,y = 0,z = 0, la limite existe et vaut zéro et le long de la demi-droite
x =y =z> 0 lalimite existe et vaut 1/3 d’ou

lim Xty
(x3,2)=(0,00) 2 52 22
(rra)£(000) X T2+
n’existe pas.
Correction de ’exercice 3 A
v limy0? 0

lim f(x,y) = lim == =170
yaof( y) y%0y2+(1_y/x)2 hm}’ﬁoyz—l_(l_y/x)z !

De méme lim,_,¢ f(x,y) =0d’ou (1). D’autre part, f(x,x) = % =L d’ ol limy_,0 f(x,x) = 1 etlimy y),(0,0) £ (x,7)
ne peut pas exister.

Correction de I’exercice 4 A

L. limyy ) (0,0),y=0 x2+)2 n’existe pas d’ou lim, ;) (0,0) ﬁ n’existe pas.

o | )’

) r(cos@+2sing)® d 24y

)C2+)2 -

< 27ret

T )
(x)—(0,0) x24y?

car lim, ) 0,0)7 = 0.

3. limg ) (1,00 VX2 +Y2 =1 £ O0etlim, (5 o) log(x+e”) =log2 d’ot

log(x+e)

5



) 413y . . 4oy R
4. 1im ) (0,0) = x4>+ y;" = 1 tandis que lim , y)_,(,0) = ﬁﬁ yzxy =0d’ou
y=2 x=0
4.3
. X'ty —x
lim Y Y

(r)—(0,0)  x*4y?

n’existe pas.

Correction de I’exercice 5 A

1. Supposons x+y+z # 0. Alors

xyz xy(h(x,y) —x—y) xy(x+y)

x+y+z h(x,y) T Thry)
d’ou, avec
h(x,y) = (x+y)*,

nous obtenons
TN
x+y+z (x+y)3

Il s’ensuit que
xyz

llm (x7y’z)*> (0010) m

x+y+z=(x+y)*
x#0,y7#0,2#0

n’existe pas, au moins non pas en tant que limite finie. D’ autre part,

lim B
(x%,,2)—(0,0,0) =
x+zz7é0,y:O x+y+z

Par conséquent,

lim B
(x%.3,2)—(0,0,0)
xhyzA0 Y +y+z

ne peut pas exister.

2. La limite

. . 1
i (,0)-(00,0) f (%,%:2) = lim ) 00)
x#£+y,z=0 XAy X—=y
n’existe pas car lim ) ;(0,0) % n’existe pas. Par conséquent,
y:)cfx2
. . X+y
M ey 000) f(62:2) =M ey 5000 7 =572

X2 —y2 42240 X2 —y2 42240

ne peut pas exister.




