Enoncés et corrections : Sandra Delaunay

Exo7

Sujets de I’année 2005-2006

1 Devoir a la maison

Exercice 1

Soient a, b, ¢ des réels vérifiant a® + b* + ¢ = 1 et P la matrice réelle 3 x 3 suivante :

a®> ab ac
P=|ab b* bc
ac bc ¢

1. Calculer le déterminant de P.

2. Déterminer les sous-espaces vectoriels de R3, ker P et Im P.
3. Soit Q =1 — P, calculer P, PQ, QP et Q.

4. Caractériser géométriquement P et Q.

Correction V [002578]

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou C), et u un endomorphisme de E. On suppose u nilpotent,
c’est-a-dire qu’il existe un entier strictement positif # tel que u" = 0.

1. Montrer que u n’est pas inversible.

2. Déterminer les valeurs propres de u et les sous-espaces propres associés.

Correction V [002579]
Exercice 3
Soit M la matrice de R* suivante
01 0 O
2 0 -1 0
M= 07 0 6
00 3 0

1. Déterminer les valeurs propres de M et ses sous-espaces propres.
2. Montrer que M est diagonalisable.
3. Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

4. OnaD =P 'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D*, puis calculer M*.

Correction V [002580]
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2 Partiel

Exercice 4

Soit u I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

3 -2 -2
A=[2 1 2
33 2

1. Déterminer et factoriser le polyndme caractéristique de A.

2. Démontrer que les valeurs propres de A sont —1 et 2. Déterminer les sous-espaces propres associés.

3. Démontrer que A est diagonalisable et donner une base de R? dans laquelle la matrice de u est diagonale.
4. Trouver une matrice P telle que P~'AP soit diagonale.

Correction V [002581]

Exercice 5
Soit a € R et A la matrice suivante

b

Il
ISE e R
- Q O
S = Q

1. Calculer le déterminant de A et déterminer pour quelles valeurs de a la matrice est inversible.

2. Calculer A~! lorsque A est inversible.

Correction V [002582]
Exercice 6
1 200
. 0120 . . . , . .
SoitA = 001 2l Expliquer sans calcul pourquoi la matrice A n’est pas diagonalisable.
0 0 01
Correction V [002583]
Exercice 7

Soit A une matrice 2 x 2 a coefficients réels. On suppose que dans chaque colonne de A la somme des
coefficients est égale a 1.

1. Soient (x1,x2), (y1,y2) deux vecteurs de R?, on suppose que
{20
X2 Y2

Y1 +y2 =x1+x2.

montrer qu’alors

2. Soit le vecteur € = (1,—1), montrer que ¢’est un vecteur propre de A. On notera A sa valeur propre.

3. Montrer que si v est un vecteur propre de A non colinéaire a €, alors la valeur propre associée a v est
égale a 1.



4. Soit e; = (1,0). Montrer que la matrice, dans la base (e;, €), de I’endomorphisme associé a A est de la
forme
1 0
(w 2)

En déduire que si A # 1, alors A est diagonalisable sur R.

oua R,

Correction V¥ [002584]

Exercice 8
Soient A et B des matrices non nulles de M,,(R). On suppose que A.B = 0.

1. Démontrer que ImB C kerA.

2. On suppose que le rang de A est égal a n — 1, déterminer le rang de B.

Correction V [002585]
3 Examen
Exercice 9
|

Soit o € R et Ay, € M3(R) la matrice suivante

-1 0 a+1

Ag=11 =2 0
-1 1 o

Premiere partie :

1. Factoriser le polyndme caractéristique Py, (X) en produit de facteurs du premier degré.
2. Déterminer selon la valeur du parametre o les valeurs propres distinctes de A, et leur multiplicité.
3. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la matrice A, est diagonalisable.

4. Déterminer selon la valeur de ¢ le polyndme minimal de A.

Seconde partie :
On suppose désormais que o = 0, on note A = A et f I’endomorphisme de R? associé 2 la matrice A.

1. Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.
2. Démontrer que f admet un plan stable (c’est-a-dire f-invariant).

3. Démontrer qu’il existe une base de R dans laquelle la matrice de f est

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP~!.
4. Ecrire la décomposition de Dunford de B (justifier).

5. Pourt € R, calculer exp?B et exprimer exptA a ’aide de P et exp?B.



6. Donner les solutions des systémes différentiels Y’ = BY et X' = AX.

I
On rappelle qu’une matrice N € M,,(C) est dite nilpotente d’ordre m si N = 0, et si pour tout k dans N, k < m,
on a N¥ £ 0. Soient N € M,,(C) une matrice nilpotente d’ordre m et A € M,,(C) une matrice telle que AN = NA.

1. Déterminer un polynéme annulateur de N. En déduire le polyndme minimal et le polyndme caractéristique
de N.

2. Déterminer les valeurs propres de N.
3. Démontrer que det(/+N) = 1.

4. On suppose A inversible. Démontrer que les matrices AN et NA~! sont nilpotentes. En déduire que

det(A+ N) = detA.

5. On suppose A non inversible. En exprimant (A + N)¥ pour tout k € N, démontrer que

det(A+N)=0.

Correction V¥ [002586]

4 Rattrapage

Exercice 10

a cC
Soit A =

c d
Correction V¥ [002587]

> € M>(R), montrer que A est diagonalisable sur R.

Exercice 11

Soit N une matrice nilpotente, il existe ¢ € N tel que N = 0. Montrer que la matrice / — N est inversible et
exprimer son inverse en fonction de N.

Correction V [002588]

Exercice 12
On considere la matrice suivante

et f ’endomorphisme de R3 associé.
1. Factoriser le polyndme caractéristique de A.
2. Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

3. Démontrer qu’il existe une base de R dans laquelle la matrice de f s’écrit

B =

oS O =

1
1
0

— e O

4. Ecrire la décomposition de Dunford de B (justifier).



Correction V [002589]

Exercice 13
La suite de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,13,... est la suite (F}),>0 définie par la relation de récurrence F; | =
E,+F,_ipourn>1,avec Fp=0et F1 = 1.

1. Déterminer une matrice A € M (R) telle que, pour tout n > 1,

Fu1 n (F1
=A .
( Fr ) Fo
2. Montrer que A admet deux valeurs propres réelles distinctes que ’on note A; et A, avec A1 < A,.

. o
3. Trouver des vecteurs propres € et & associés aux valeurs propres A; et A;, sous la forme | ) avee
o cR.

F

P ) dans la base (g1, &), on les note x; et x,.
0

4. Déterminer les coordonnées du vecteur <

5. Montrer que <F}’7+1> = A'x1€1 + A)x2€. En déduire que
n
T

b=

6. Donner un équivalent de F,, lorsque n tend vers +-oco.

Correction V [002590]




Correction de ’exercice 1 A

Soient a, b, c des réels vérifiant a> + b* + c> = 1 et P la matrice réelle 3 x 3 suivante :

a*> ab ac

P=|ab b*> bc

ac bc c*
1. Calculons le déterminant de P.
a®> ab ac a a a
detP=\|ab b* bc|=abclb b b|=0.
ac bc ¢ c ¢ ¢

2. Déterminons les sous-espaces vectoriels de R3, ker P et Im P.

a*> ab ac X 0
kerP=1{ (x,y,2) €R? [ab b* bc||y| =10 ,
ac be z 0

ona
a(ax+by+cz) =0

(x,y,z) EkerP <= ({ b(ax+by+cz)=0
clax+by+cz) =0

Or, a,b et ¢ ne sont pas simultanément nuls car a* + b* + ¢ = 1, ainsi
kerP = {(x,y,z) € R®, ax+by+cz =0},

c’est le plan vectoriel d’équation ax+ by +cz = 0.

L’image de P est le sous-espace de R® engendré par les vecteurs colonnes de la matrice P. Sachant que
dimker P+ dimImP = dimR> = 3, on sait que la dimension de I’image de P est égale a 1, ¢’est-a-dire
que I’'image est une droite vectorielle. En effet, les vecteurs colonnes de P sont les vecteurs

a? ab ac
ab |, [ b* ], | be
ac bc c?

c’est-a-dire

a
Le sous-espace Im P est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur | b
c

3. Soit Q = I — P, calculons P2, PQ, QP et Q°.

a®> ab ac a® ab ac
PP=\|ab b*> bel| |ab b* be
ac bc ¢ ac be

a*+a*b* +a*c* aPb+ab’+abc*  aPc+ab*c+ac’
= | &®b+ab® +abc* aPb* +b* +b*c? a’be+bc+ be?
a>c+ab’c+ac® a*be+bc+b PP+ b+
a*(a* +b*+c?) ab(a®>+b*+c?) ac(a®+b*+c?)
= | ab(@®+b*+c*) b*(a®+b*+c) be(a®? +b*+c?)
ac(@®+b*+c*) be(@®+b*+c*) Aa*+b*+c?)

a®> ab ac

=lab b* bc| =P
2

ac bc c¢



Cara® +b*+c*=1.
SiQ=I—P,ona
PQ=P(I-P)=PI-P*=P-P=0,
QP=(I-P)P=IP—P>*=P—-P=0
et
Q*=(I—-P(I-P)=P—IP-PI+P*=[-P—-P+P=1-P=0Q.
4. Caractérisons géométriquement P et Q.

Nous avons vu que le noyau de P était égal au plan vectoriel d’équation ax + by + ¢z = 0 et que son
image de était la droite vectorielle engendrée par le vecteur (a,b,c). Par ailleurs, on a P> = P, égalité
qui caractérise les projecteurs, I’endomorphisme de matrice P est donc la projection sur Im P suivant la
direction ker P.
Soit X € R3, on a

0X=0<«= IX—PX=0 <<= PX=X <= XeImP,

ainsi ker Q = Im P. D’autre part,

l—a* —ab —ac b*+c¢*  —ab —ac
Q=I-P=| —ab 1-b* —bc | =| —ab d&*+c* —bc
—ac —bc 1-¢2 —ac —bc  a*+b?

On adimIm Q = 2 et les vecteurs colonnes de Q vérifient I’équation ax+ by + cz =0, ainsi Im Q = ker P.
L égalité Q® = Q prouve que Q est également un projecteur, c’est la projection sur Im Q dirigée par ker Q.

Correction de ’exercice 2 A

Soit E un espace vectoriel sur un corps K (K =R ou C), et u un endomorphisme de E. On suppose u nilpotent,
c’est-a-dire qu’il existe un entier strictement positif n tel que u" = 0.

1. Montrons que u n’est pas inversible.

Ona: 0 =detu" = (detu)", d’ott detu = 0, ce qui prouve que u n’est pas inversible.

2. Déterminons les valeurs propres de u et les sous-espaces propres associés.

Soit A une valeur propre de u, il existe alors un vecteur x € E non nul tel que u(x) = Ax. Or, u(x) = Ax =
u"(x) = A"x. Mais, u""(x) =0 et x # 0, ot A" =0 et donc A = 0. La seule valeur propre possible de u
est donc O et c’est une valeur propre car, comme u n’est pas inversible, le noyau de u n’est pas réduit a
{0}. L’endomorphisme u admet donc 0 comme unique valeur propre, le sous-espace propre associé est
keru.

Correction de I’exercice 3 A

Soit M la matrice de R* suivante

S O N O

S NOoO =
o]

S N O O

3

1. Déterminons les valeurs propres de M et ses sous-espaces propres.

Les valeurs propres de M sont les réels A tels que det(M — AI) = 0.

A1 0 o0
det(M —AT) = g _7’1 :}L 2 At 1302436 = (A2 —4)(A2—9) = (A —2)(A+2) (A —3) (A +3).
0 0 3 -2



Les valeurs propres de M sont donc 2,—2,3 et —3. Notons E», E_», E3 et E_3 les sous-espaces propres

associés.

E; = {X e R* MX =2X}
= {(x,y,z,t) eRY y=2x,2x—z="2y,Ty+6t :2z,3222t}

y=2x y=2x
y=2x
2x—z=2y 2x—z=4x
= 7= —2x
Ty+6t =2z 14x+9z =12z , 3
= —3x
3z=2t 3z="2t

ainsi, E, est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u; = (1,2,—2,-3).

E ,={X eR* MX = —2X}
={(x,y,zt) eERYy=—2x,2x —z=—2y,Ty+61 = —22,3z= —2t}

y:—zx y:—Zx
y=—-2x
2x —z=—2y 2x—z=4x
— — 7= —-2x
Ty+6t =-2z7 —14x—-9z=2z
t=3x
3z=-2t 3z=-2t

ainsi, E_; est la droite vectorielle engendrée par le vecteur uy = (1,—2,-2,3).

E; = {X ¢ R* MX = 3X}
= {(x,y,z,t) € Ry =3x,2x —z =3y, Ty+ 6t = 37,3z =3t}

y=73x y=3x
y=3x
2x—z =73y 2x—z7=9x
<= 7=—TTx
Ty +6t =3z 21x+6t =3z
t=-—Tx
3z=73¢ 7=t

ainsi, E est la droite vectorielle engendrée par le vecteur uz = (1,3,—7,—7).

E 3 ={X eR* MX = -3X}
= {(x,y,z,t) e Ry = —3x,2x —z= —3y,Ty+ 6t = —3z,3z = 3t}

y=—3x y=—3x
y=—3x
2x—z= -3y 2x—z=9%
<~ <~ z=—Tx
Ty+6t=-32 —2lx—6z= -3z

t="Tx
3z=-—3t 7= —t

ainsi, £_j est la droite vectorielle engendrée par le vecteur ug = (1,—3,-7,7).

. Montrons que M est diagonalisable.

La matrice M admet quatre valeurs propres distinctes, ce qui prouve que les quatres vecteurs propres
correspondants sont linéairement indépendants. En effet, les vecteurs uj,up,us et uy déterminés en 1)
forment une base de R*. L’endomorphisme dont la matrice est M dans la base canonique de R* est
représenté par une matrice diagonale dans la base (u1,up,u3, us) puisque Muy = 2uy, Muy = —2uy, Musz =
3uz et Mugy = —3uy.



3. Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

Une base de vecteurs propres a été déterminée dans les questions précédentes. C’est la base (uy,up, u3,us)
et la matrice de passage est la matrice

1 1 1 1

2 -2 3 =3
b= -2 =2 =7 =7

-3 3 =7 7

4. OnaD = P~'MP, pour k € N exprimons M* en fonction de D, puis calculons M¥.

On a
2 0 0 0 20 0 0
o =20 o0 i 0o (=2 0o o
D=1lg o 3 o [P =|y o 3z o
0 0 0 -3 0 0 0 (=3¢

Mais, M = PDP~!, d’ot, pour k € N, M* = (PDP~!)k = pDkP~!.

Pour calculer M¥, il faut donc déterminer la matrice P~! qui exprime les coordonnées des vecteurs de la
base canonique de R* dans la base (uy,ua,u3,us).

On résout le systeme, eton a :

(

1
i= 1—0(7u1 + Tup — 2uz —2uy)
uy = i+2j—2k—3l |
Uy =i—2j—2k+3l J= 16T = Tuz = 3us + 3uy)
—i3—Tk=Tt 1
Uy =i+3)— k=1t k= —(u;+ur—u3—uq)
us=i—3j—Tk+7l 110
{ = 1—0(3u1 —3up — 2u3 4 2uy)

d’on
7 7 1 3
117 =7 1 =3
-1 _
P T10l-2 -3 -1 -2
-2 3 -1 2
et
1 1 1 1 20 0 0 7 7 1 3
4 12 =2 3 3110 (=2 0 o0 7 -7 1 -3
k _ ppkp—1 _ 1
M"=FDP 10| -—2 -2 -7 -7 0 0o 3 0 -2 -3 -1 =2
-3 3 7 7)J\0 0 0 (-3 \-2 3 -1 2

Correction de I’exercice 4 A

Soit u I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

-3 =2 =2
A=1| 2 1 2
33 2

1. Déterminons le polyndme caractéristique de A.



On a

-3-X -2 =2 —-3-X 0 -2
PBX)=| 2 1-Xx 2 |=| 2 —-1-X 2
3 3 2-X 3 1+X 2-X

-3-X 0 -2
= 5 0 4-X|=—(1+X) *35*X 4:2)(

3 1+X 2-X

= —(14+X)[(X-4)(X+3)+10]=—(1+X)(X*-X -2) = (1 +X)*(X —2)

2. Démontrons que les valeurs propres de A sont —1 et 2 et déterminons les sous-espaces propres associés.

Les valeurs propres de A sont les racines du polyndme caractéristique, ce sont donc bien les réels —1 et
2.

Les sous-espaces propres associés sont les ensembles

X X
E*IZ (x,y,Z)E]R3,A yr1=—1y =ker(A+I3)
Z Z
et
X X
E, = (x,y,z)€R3,A y =2 y :ker(A—213)
Z Z
On a
—3x—2y—2z=—x —2x—2y—2z=0
(x,y,2) EE_| < 2x4+y+2z=—y < { 2x+2y+2z=0
3x+3y+2z=—z 3x+3y+3z=0

Le sous-espace caractéristique E_; associé a la valeur propre —1 est donc le plan vectoriel d’équation
x+y+z=0, il est de dimension 2, égale a la multiplicité de la racine —1.

On a
—3x—2y—27=2x —5x—2y—2z=0
(x,9,2) € Ey < 2x+y+2z=2y <— 2x—y+2z=0
3x+3y+2z=2z2 3x+3y=0
ce qui équivauta y = —x et 2z = —3x.

Le sous-espace caractéristique E, associé a la valeur propre 2 est donc la droite vectorielle engendrée par
le vecteur (2,—2,—3) , il est de dimension 1, égale a la multiplicité de la racine 2.

3. Démontrons que A est diagonalisable et donnons une base de R® dans laquelle la matrice de u est
diagonale.

La question précédente et les résultats obtenus sur les dimensions des sous-espaces propres permettent
d’affirmer que la matrice A est diagonalisable. Une base de R? obtenue 2 partir de bases des sous-espaces
propres est une base de vecteurs propres dans laquelle la matrice de u est diagonale. Par exemple dans
la base formée des vecteurs u; = (1,—1,0), up = (1,0,—1) et uz = (2,—2,—3), la matrice de u est la
matrice D qui s’écrit

-1 0 O
D=10 —-10
0O 0 2

4. Trouvons une matrice P telle que P~'AP soit diagonale.

10



La matrice cherchée P est la matrice de passage exprimant la base de vecteurs propres (u),u;,u3) dans
la base canonique. C’est donc la matrice

1 1 2
P=1-1 0 =2
0O -1 -3
OnaP 'AP=D.
Correction de I’exercice 5 A
Soit a € R et A la matrice suivante
1 0 a
A=10 a 1
a 1 0

1. Calculons le déterminant de A et déterminons pour quelles valeurs de a la matrice est inversible.

0 a
a 1

a 1
1 0

3

detA = =—1—-a’.

QX O =
- Q O

a
1 =
0

‘—i—a

La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, ¢’est-a-dire si et seulement si
1+a’ # 0, ce qui équivaut a a # —1 cara € R.

2. Calculons A~! lorsque A est inversible, c’est-a-dire a # — 1. Pour cela nous allons déterminer la comatrice

AdeA. Ona
—1 a —a
A=| a -d* -1],
—a*> —1 a
on remarque que A ='A et on a bien AA ='AA = (—1 —a*)I; d’ou

—1 a —a?
A= a —a —1

Correction de I’exercice 6 A
1 200
. 01 20 . . . , . .
SoitA = 00 1 2l Expliquons sans calcul pourquoi la matrice A n’est pas diagonalisable.
0 0 0 1

On remarque que le polynome caractéristique de A est égal 4 (1 —X)*. Ainsi la matrice A admet-elle une unique
valeur propre : A = 1, si elle était diagonalisable, il existerait une matrice P inversible telle que A = PI,P~!
alors A = I4, or ce n’est pas le cas, par conséquent la matrice A n’est pas diagonalisable.

Correction de I’exercice 7 A
Soit A une matrice 2 X 2 a coefficients réels. On suppose que dans chaque colonne de A la somme des

coefficients est égale a 1.

1. Soient (x1,x2), (y1,y2) deux vecteurs de R?, on suppose que
A(n)=()
X2 Y2

11



montrons qu’alors
Y1+y2 =X +x2.

Compte tenu des hypotheses, la matrice A est de la forme

a b
l—a 1-b)°
ou a et b sont des réels. On a alors

( a b ) <x1) <y1) ax) +bxy =y
= =
l—a 1-b) \x »2 (I—a)x;+(1=b)x =y,
ce qui implique y; +y» = x| +x3.
2. Montrons que le vecteur € = (1, —1) est un vecteur propre de A.

SiAe = <§1>, alors y; +y, = 0 donc y, = —y; et A€ = y| &, ce qui prouve que € est un vecteur propre.
2

On peut aussi le voir de la maniere suivante

Ae= (1ia 1fb> (—11> - <Z:Z> = (a—b)e.

On note A = (a — b) sa valeur propre.

3. Montrons que si v est un vecteur propre de A non colinéaire a &, alors la valeur propre associée a v est
égale a 1.

Soit v = (x1,x2) un vecteur propre de A non colinéaire a €, notons U sa valeur propre, on a Av = lv, et,
d’apres la question 1), on a
X1 +x2 = pxy + pxo = pxg +x2)

ce qui implique ¢ = 1 car v est supposé non colinéaire a € donc x| +x # 0.

4. Soit e; = (1,0). Montrons que la matrice, dans la base (e1, €), de I’endomorphisme associé a A est de la
forme
1 0
o A)’

Pour cela on écrit Ae; et A€ dans la base (e;,€). On a d’une part Ae = A€ et, d’autre part,

(1 2) (o) = (%) = (o) e ()

D’out la matrice dans la base (ej, €)
1 0
o A

On en déduit que si A # 1, alors A est diagonalisable sur R. Le polyndme caractéristique de A est égal a
(1-X)(A —X), ainsi, si A # 1, il admet deux racines distinctes ce qui prouve que A est diagonalisable.

oua €R.

ol =a—letA=a—b.

Correction de I’exercice 8 A
Soient A et B des matrices non nulles de M,,(R). On suppose que A.B = 0.

1. Démontrons que ImB C kerA.
Soit y € ImB, il existe x € R" tel que y = Bx, d’ou Ay = ABx =0, ainsi y € kerA ce qui prouve I’inclusion.

12



2. On suppose que le rang de A est égal a n — 1, déterminons le rang de B.

On a rgB = dimImB et on sait que dimImA + dimkerA = n par conséquent, si rgA =n—1 on a
dimkerA = 1 et Iinclusion ImB C kerA implique dimImB < 1 or, B est supposée non nulle d’ou

dimImB =1 =rgB.

Correction de I’exercice 9 A

I
Soit @ € R et Ay, € M3(RR) la matrice suivante
-1 0 o+l
Ag=|1 =2 0
-1 1 o

Premiere partie :

1. Factorisons le polynéme caractéristique Py, (X) en produit de facteurs du premier degré.

Ona

—-1-X 0 a+1 —-1-X 0 o+1
Py, (X)= 1 —2-X 0 |=|-1-X -2-X 0
—1 1 a—X 0 1 oa—X

—-1-X 0 a+1

= 0 —2-X —-a-1

—1 1 a—X

=(-1-X)[(2-X)(a—X)+oa+1]
=—X+)X*+2-a)X+1-a]

Factorisons le polyndme X2 + (2 — @)X + 1 — &, son discriminant est égal a
A=2-a)—-4(1-a)=a’
On a donc v/A = ||, ce qui nous donne les deux racines

o—2— o—2+o
M=——"—=—1c¢t /12:7+:

oa—1.
2 2

Le polyndme caractéristique Py, (X) se factorise donc en

Pi,(X)=—(X+1)*(X —a+1).

. Déterminons selon la valeur du parametre Q les valeurs propres distinctes de Ay, et leur multiplicité.
Les valeurs propres de A sont les racines du polyndme caractéristique Py, ainsi,

- si a =0, la matrice A, admet une valeur propre triple A = —1,

- si @ # 0, la matrice A, admet deux valeurs propres distinctes A; = —1 valeur propre double et A, =
a — 1, valeur propre simple.

. Déterminons les valeurs de o pour lesquelles la matrice Ay est diagonalisable.

Il est clair que dans le cas & = 0, la matrice n’est pas diagonalisable, en effet si elle I’était, il existerait
une matrice inversible P telle que Aq = P(—I)P~! = —I, ce qui n’est pas le cas.

Si a # 0, 1a matrice A, est diagonalisable si le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 est de
dimension 2. Déterminons ce sous-espace propre.
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-1 0 o+l X —X
E_j=ker(Ag+1) =< (x,y,2) €R*’, [ 1 -2 0 yl=1-
-1 1 a z -2
ainsi,
—x+(a+1)z=—x
( ) (a+1)z=0
(x,y,2) €EE_| <= X—2y=—y < 0
xX—y=
—x+y+oaz=—z
11 faut distinguer les cas @ = —1 et o # —1.
- Si ¢ = —1, le sous-espace E_; est le plan vectoriel d’équation x = y, dans ce cas la matrice Ay est

diagonalisable.
- Si @ # —1, le sous-espace E_; est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,0), dans ce cas la
matrice Ay n’est pas diagonalisable.

4. Déterminons selon la valeur de a le polynéme minimal de Ay,

Notons Q4 le polynd6me minimal de A. On sait que la matrice A, est diagonalisable sur R si et seulement
si son polyndme minimal a toutes ses racines dans R et que celles-ci sont simples. Or, nous venons de
démontrer que Ay, est diagonalisable sur R si et seulement o¢ = —1, on a donc

-Si a = —1, A4 est diagonalisable, donc Q4 (X) = (X +1)(X —a+1)= (X +1)(X +2).

- Si o0 # —1, Ay n’est pas diagonalisable, donc Q4 (X) = Py(X) = (X +1)2(X — o+ 1).
Seconde partie :

On suppose désormais que o = 0, on note A = Ag et f I’endomorphisme de R3 associé a la matrice A. On a
donc

-1 0 1
A=4Ap=[1 =20
-1 1 0

et Py(X) = —(X+1)>.

1. Déterminons les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

La matrice A admet une unique valeur propre A = —1 de multiplicité 3, le sous-espace propre associé est
I’espace E_; =ker(A+1),etona

—X+Z=—X 0
=
(X,y,Z)EE,l <~ x—2y:_y — {
xX=y
—Xt+y=-2
Le sous-espace E_; est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,0).

Le sous-espace caractéristique de A, associé a I’'unique valeur propre A = —1, est le sous-espace N_; =
ker(A 4 1)3, or, compte tenu du théoréme de Hamilton-Cayley, on sait que Ps(A) = 0, ainsi, la matrice
(A +1)? est la matrice nulle, ce qui implique N_; = R3, c’est donc I’espace tout entier.

2. Démontrons que f admet un plan stable.

La matrice de f n’est pas diagonalisable, mais comme son polynéme caractéristique se factorise sur R,
elle est trigonalisable, ce qui prouve qu’elle admet un plan stable, le plan engendré par les deux premiers
vecteurs d’une base de trigonalisation.

Par ailleurs, on a E_; = ker(A +1) C ker(A +1)? C ker(A +1)? = R3, le sous-espace ker(A + 1) est
clairement stable par A car pour tout v € ker(A +1)2, Av € ker(A +1)?, en effet

(A+1)Av=A(A+1)*v=0.
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Démontrons que ce sous-espace est un plan. On a

-1 0 1\ /-1 0 1 -1 1 1
A=11 =20 1 =2 0]=|-11 1],
-1 1 0/ \-1 1 0 0 00

donc ker(A +1)% = {(x,y,z) € R}, —x+y+z= 0}, c’est bien un plan vectoriel.

. Démontrons qu’il existe une base de R> dans laquelle la matrice de f est

et trouvons une matrice P inversible telle que A = PBP™!.

Nous cherchons des vecteurs ey, er,e3 tels que Ae; = ey, Aey = e] — ey et Ae3 = ep — e3. Le vecteur ¢
appartient 2 E| = ker(A +1), nous choisirons e, € ker(A +1)? tel que (e, e2) soit une base de ker(A+1)>.
Remarquons que si I’on cherche e, = (x,y,z) tel que Ae, = e — e;, on obtient le systeme

-1 0 1 X 1—x —x+z=1—x _
1 -2 0 yl=|1-y| < x—2y:1—y<:>{ 4
-1 1 0/ \z —Z —Xx+y=-2 e

ce qui nous donne bien un vecteur de ker(A + 7). Ainsi, les vecteurs e; = (1,1,0) et ey = (1,0,1)
conviennent. Il nous reste a chercher un vecteur es tel que Aes = e; — e3, ¢’est-a-dire

-1 0 1\ /x 1—x —Xtz=1l-x =1
1 -2 0 yl=| v | &= x—2y=—y < {

X =
-1 10 z l—z —x+y=1-z Y

Le vecteur ez = (0,0, 1) convient. On obtient alors la matrice P suivante qui est inversible et vérifie
A=PBP!,

1 10
P=11 00
011

. Décomposition de Dunford de B

Ona
-1 1 0 -1 0 0

010
B=10 -1 1 |]=10 -1 01]+({0 01
0 0 -1 0 0 -1 0 0O

et il est clair que les deux matrices commutent car I’une est égale & —/. Or, il existe un unique couple
de matrice D et N, D diagonalisable et N nilpotente, telles que B =D+ N et DN = ND. C’est donc 12 la
décomposition de Dunford, B= D + N avec

010
D=0 -1 O et N=[0 0 1
000

. Pourt € R, calculons exptB et exprimons exptA a l’aide de P et exptB.

Remarquons tout d’abord que N2> = 0 donc pour tout ¢ € R, (tN)? = 0 et I’expenentielle est égale a
exp(tN) = I + tN, par ailleurs ND = DN, donc pour tout ¢ € R, les matrices tN et tD commutent
également, (tN)(tD) = (tD)(tN), on a donc

exp(tB) = exp(tD+tN) = exp(tD)exp(tN) = exp(—tI) exp(—tN) = e (I +N).
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t

exp(tB) = e~

S O =
O =~
—_— =~ O

Pour déterminer 1’exponentielle de la matrice tA, on écrit
exp(tA) = exp(t(PBP!)) = exp(P(tA)P~') = Pexp(tB)P ..
6. Solutions des systemes différentiels Y' = BY et X' = AX.
La solution générale du systeme Y’ = BY s’écrit
S(t) =exp(tB)v

ol v = (a,b,c) est un vecteur de R*. La solution § : R+ R3 s’écrit donc

x(t) 1 ¢t 0\ [a a+ bt
St)y=|y@t) | =e'[0 1 t|[b]=e"|b+ct
z(t) 0 0 1) \c ¢

Pour obtenir la solution du systeme X’ = AX, on écrit
X' =AX < X'=(PBP" )X < P'X'=(BP )X < (P"'X) =B(P"'X)

ainsi, en notant ¥ = P~1X ou encore X = PY, les solutions du systtme X’ = AX sont les PS(¢) ou P est
la matrice vérifiant A = PBP~! et S une solution du systtme Y’ = BY .

La solution générale du systeéme X’ = AX s’écrit donc

x(t) 1 1 0\ [e'(a+bt) a+b+(c+b)t
X)=[yo)|=(1 0 0] |e'(b+ct)]| =¢" a+ bt
z(t) 0 1 1 e'c b+c+ect
ot (a,b,c) € R3,
I
Soient K un corps, N € M, (K) une matrice nilpotente et A une matrice telle que

AN = NA.

1. Déterminons les valeurs propres de N.

La matrice N étant nilpotente, il existe un entier naturel m tel que N” =0, on a donc det N"* = (detN )" =0
donc detN = 0, I’endomophisme de matrice N n’est pas bijectif ce qui prouve que O est valeur propre de
N, c’est la seule, en effet si A est une autre valeur propre et x # 0 un vecteur propre associé a A on a

Nx=Ax=N"x=A"x

d’ot A™x =0, mais x # 0 donc A = 0. Ainsi la matrice N admet une unique valeur propre A = 0 de
multiplicité n.
2. Démontrons que N est trigonalisable.

Le polyndme caractéristique de N admet une unique racine 0 € K, toutes ses racines sont donc dans K,
ce qui prouve que la matrice N est trigonalisable. Elle est semblable a une matrice triangulaire n’ayant
que des O sur la diagonale.

3. Démontrons que det(I+N) = 1.

Compte tenu de ce qui précede, la matrice N + I est une matrice triangulaire n’ayant que des 1 sur la
diagonale, or le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses termes diagonaux, ainsi on a
bien det(N+1) = 1.
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4. On suppose A inversible. Démontrons que les matrices AN et NA~! sont nilpotentes.

Comme les matrices A et N commutent, pour tout k € N, on a (AN)* = A*N* donc pour k = m, (AN)" =
A™N™ = A.0 = 0 ce qui prouve que AN est nilpotente. De méme NA~! = A~'N et NA~! est nilpotente.

On en déduit que
det(A +N) = detA.

L égalité AN = NA implique N = ANA~! ainsi, on a
det(N+A) = det(ANA™' +A) = det(A(NA™' +1)) = detAdet(NA~' +1) = detA.

5. On suppose A non inversible. En exprimant (A +N)* pour k € N, démontrons que det(A+N) = 0.

Comme les matrices A et N commutent, on peut utiliser la formule du bindme de Newton pour calculer
les puissances de A + N. Soit m tel que N = 0 et, pour tout k < m, N # 0 on a alors

m
C AN =Y ChAAN" =AY ChA TN
0 k=1 k=1

m m
(A+N)" =

k=
ainsi

m
det((A+N)™) = detA.det ) ChA* 'N"F =0
k=1

car detA = 0. Or, det((A+N)™) = (det(A+ N))™, on a donc bien det(A+N) = 0.

Correction de ’exercice 10 A

d
Le polyndme caractéristique P4 (X) est égal a

Soit A = (Z C) € M>(R), on montre que A est diagonalisable sur R.

a—X c

PA(X) = c d—x

=(a—X)(d—X)—c*=X>—(a+d)X +ad —c*,

déterminons ses racines : calculons le discriminant :
A= (a+d)*—4(ad —c?)
= a*>+d* +2ad — 4ad + 4c?
= a* +d* —2ad + 4¢*
=(a—d)*+4c* >0
OnaA=0 < a—d=0etc=0, mais, si c =0, la matrice A est déja diagonale. Sinon A > 0 et le polyndme

caractéristique admet deux racines réelles distinctes, ce qui prouve que la matrice est toujours diagonalisable
dans R.

Correction de ’exercice 11 A
Soit N une matrice nilpotente, il existe g € N tel que N7 = 0. Montrons que la matrice [ — N est inversible et

exprimons son inverse en fonction de N.
On remarque que (I —N)(I+N+N?>+---+N91) =1 — N9 =I. Ainsi, la matrice I — N est inversible, et son
inverse est (1 —N) ' =+ N+N*+... + NI L.

Correction de I’exercice 12 A
On consideére la matrice suivante

et f ’endomorphisme de R> associé.
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1. Factorisons le polynéme caractéristique de A.

Ona
1-Xx -1 0
BX)=| 1 -x -1
-1 0 2-X
-X -1 1 -1
_(l_x)‘o 2—X‘ ‘—1 2—X’

(1-X)(X*—=2X)+(1-X)
(1-X)(X*—2X+1) = (1-X)*.

Le polynéme caractéristique de A admet une valeur propre triple A = 1.

2. Déterminons les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

La matrice A admet une unique valeur propre A = 1 de multiplicité 3, le sous-espace propre associé est
I’espace E} = ker(A—1I),etona

X—y=x —0
(x,5,2) EE| <= X—z=y < {y—
X=2Z
—Xx+2z=1z

Le sous-espace E| est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,0,1).

Le sous-espace caractéristique de A, associé a I’unique valeur propre A = 1, est le sous-espace N; =
ker(A —1I)3, or, compte tenu du théoréme de Hamilton-Cayley, on sait que P4(A) = 0, ainsi, la matrice
(A —1I)? est 1a matrice nulle, ce qui implique N; = R3, ¢’est donc I’espace tout entier.

3. Démontrons qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de f s’écrit

1
B= 1
0

S O -
— e O

Nous cherchons des vecteurs ej,es,e3 tels que Ae; = ey, Ae; = e] + e et Aes = ex +e3. Le vecteur ¢
appartient a E; = ker(A —1I), et ker(A —I) est la droite d’équations :

{y =0,x =z}. On détermine e, = (x,y,z) tel que Ae, = e] + e;, on obtient le systéme

-1 0\ /[x 1+x x—y=1+x R
0 -1 y]l=|14+y| <= X—z=y = { |
X—7=—

-1 0 2/ Az z —x+2z=1+4z

Ainsi, les vecteurs e; = (1,0,1) et e; = (—1,—1,0) conviennent. Il nous reste a chercher un vecteur e3
tel que Aes = e + e3, c’est-a-dire

-1 0 x —1+x x—y=x—1 _1
0 -1 y]l=|-1+y| = x—z=y—-1 < { B
-1 0 2 2 z —x+2z=2 el

Le vecteur e3 = (0,1,0) convient. On obtient alors la matrice P suivante qui est inversible et vérifie
A=PBP,

1 —
P=10 -1
1 O
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4. Décomposition de Dunford de B
On a

1 10 1
B=10 1 1]=|0
0 01

et il est clair que les deux matrices commutent car 1’'une est égale a 1. Or, il existe un unique couple de
matrices D et N, D diagonalisable et N nilpotente, telles que B =D+ N et DN = ND. Or si

1 00 010
D=(0 1 0] eeN=]0 0 1],
00 1 000

Ona
01 0\/010 001
N>=10 0 1]{0 0 1|]=1]0 0 0
000/ \0 0O 000

et N3 = 0. La décomposition B = D+ N est donc bien la décomposition de Dunford de la matrice B.

Correction de I’exercice 13 A

La suite de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,13, ... est la suite (F,),>0 définie par la relation de récurrence F,| =
E,+F,—1pourn=>1, avec Fp =0et F| = 1.

1. Déterminons une matrice A € Mp(R) telle que, pour tout n > 1,

Fa (kR
()= ()
Fn+1 _ Fn"‘anl _ I 1 Fn
o ()= (") =6 o) (a)

Notons, pour n > 1, X, le vecteur ( FEl ) et A la matrice ( } (1)> . Nous allons démontrer, par récurrence
n—1

sur n que pour tout n > 1, on a X;, = A"Xj, c’est clairement vrai pour n = 1, supposons que ce soit vrai
pour un 7 arbitrairement fixé, on a alors

Xyi1 = AX, = AA"Xo = A" X,,
d’ou le résultat.

2. Montrons que A admet deux valeurs propres réelles distinctes que ’on note Ay et Ay avec A; < ;.
Ona
I-X 1

Py(X) = 1 _x

‘:XzXl.

Le discriminant A =5 > 0, le polynéme caractéristique admet deux racines distinctes

1-/5 1++/5

A
! 2 2

., o
3. Trouvons des vecteurs propres € et € associés aux valeurs propres Ay et Ay, sous la forme | ) avec

aeR

o < 4.
Posons & = ( 1> et calculons o tel que Ag; = A€, ¢’est-a-dire

(10) (1) =2 ()
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ce qui équivaut a

— a=1

OC+1:klOC
OC:A,l

car /112 —A—1=0,onadonc &g = <);1> et, de méme, & = <);2>

) . , F
. Déterminons les coordonnées du vecteur ( F

> dans la base (€1,€), on les note x| et x;.
0

On cherche x; et x; tels que

FY (D) Zxgy e = ll+kz
FO - 0 =X1€1 TX2& =X 1 X2 1 )

X1 et xp sont donc solutions du systéme

1 —1

XA +xA =1 PN X1 (11 lz) 1 — M= \5
X1 +x2=0 Xy = —X| Xy = — 1 :L
M—2A /5

Fy

Les vecteurs € et &, étant vecteurs propres de A, on a Ag; = A€ et Ag, = A&, ainsi par récurrence, on
a, pour tout n > 1, A”g; = A'e; et A&, = A}, Ainsi,

F,
. Montrons que ( "+]> = A'x1€1 + A x28;.

F, Fi
( ;;H) =A" (F(l)) :A"(xlel —|—X282) =xA"g +x0A"e; = 7Ll'1x1£1 —I—ArzanEz.
n

On en déduit que

P MM
T M=d A=A
On a montré que £ = (7;1> et & = <112>,0nad0nc,
Fn+1 _an 1 A’l n —1 A'Z
<Fn>_ll (11—12><1>+%<11—12><1>’
d’ou le résultat . .
MR
Tl A=A

. Donnons un équivalent de F, lorsque n tend vers +oo.

On remarque que |A;| < 1 et |A2| > 1 ainsi, lorsque n tend vers I'infini, A]' tend vers O et A} tend vers

+o0. On a donc A
) B, i’ B
nLlTw(lz B )L])Tzn a nLlTOO_Tzn =1

Ce qui prouve que est un équivalent de F, lorsque n tend vers +co.

b —M
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