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Exo7

Anneaux de polynomes II, anneaux quotients

Exercice 1
Dans le cours nous avons déja montré que le produit de polyndmes primitifs est aussi primitif et que

o(f-g) =c(f)-cle)  VfegeZlxl
1. Etant donné f € QIx], alors f = o fp ou fy € Z[x] est un polyndme primitif et o € Q.
2. Soit g € Z[x] un polynéme primitif, o € Q tel que o - g € Z[x]. Alors o € Z.

3. Considerons deux polynomes d, f sur Z. Si d est primitif et d divise f dans Q[x] alors d divise f dans
Z|x].

4. Supposons que d = pgedgy(f,g) soit le p.g.c.d. dans Ianneau Q[x] de deux polyndmes primitifs f et
g de Z[x]. Soit d = a - dy sa représentation de type 1). Montrer que : do = pgedy,(f,g) dans I'anneau
Z|x].

5. Soient f, g € Z|x], f = c(f)fo, g = c(g)go. Alors
pgedzq(f,8) = pgedz(c(f),c(g)) - pgedzy (fo,80)-

Correction V¥ [002280]

Exercice 2
Démontrer que tout morphisme d’un corps dans un anneau non-trivial est injectif.
Correction ¥ [002281]

Exercice 3

Soit R un anneau inteégre dans lequel toute chaine décroissante d’idéaux est finie. Démontrer que R est un
corps.

Correction ¥ [002282]

Exercice 4
Montrer que dans un anneau fini tout idéal premier est maximal.
Correction V¥ [002283]

Exercice 5

Montrer que un idéal propre I de I’anneau A est premier ssi quand le produit de deux idéaux est contenue dans
I, alors 'un de deux est contenu dans /. En déduire que si M est un idéal maximal de A, alors le seul idéal
premier de A qui contient M" est M.

Correction V¥ [002284]

Exercice 6
Soit A un anneau. Trouver les anneaux quotients

Alx]/(x), Alx,y]/(x), Alx,y]/(x,y), Alx1,x2,..., %]/ (x1,X2,. .., %)
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ou (x), (x,y), (x1,x2,...,%,) sont les idéaux engendrés réspectivement par x, x et y, xi, X2, ... ,X,. Sous quelle
condition sur I’anneau A ces idéaux sont-ils premiers (maximaux) ?
Correction V [002285]

Exercice 7

1. Trouver le nombre d’éléments de I’anneau quotient Z[v/d]/(m) ot m € Z et m # 0.

2. L’idéal principal endendré par 2 est-il premier dans I’anneau Z[+/d] ?

Correction V [002286]

Exercice 8
Soit A un anneau integre. On appelle élément premier de A un élément qui engendre un idéal principal premier.

1. Montrer que un élément premier est irréductible.

2. D’apres le cours tout élément irréductible dans un anneau factoriel est premier. Montrer que dans un
anneau factoriel, tout idéal premier non nul contient un élément irréductible.

3. Nous avons vu que I’élément 3 € Z[v/—5] est irréductible. Montrer que 3 n’est pas premier dans Z[v/—3].
4. L’élément 2 est-il irréductible dans I’anneau Z[v/—5] ?

Correction V¥ [002287]

Exercice 9

1. Soit A un anneau principal, / un idéal de A. Montrer que tous les idéaux de 1’anneau quotient A/I sont
principaux.

2. Trouver tous les idéaux des anneaux suivants: Z/nZ, Q[x]/(f) ou (f) est I’idéal principal engendré par
un polynéme f.

3. Trouver les idéaux maximaux de Z/nZ et de Q[x]/(f).

Correction V [002288]

Exercice 10
Soit I et J deux idéaux de I’anneau A. Considérons la projection canonique
T :A— A/l et’'image J = m;(J) de I'idéal J.

1. Montrer que J est un idéal de I’anneau quotient A /1.

2. Démontrer qu’on a I’isomorphisme suivant : (A/I)/J = A/(I+J).
(Indication :. Considérer le morphisme a+1+— a+ (I +J) de ’anneau A /I vers ’anneau A /(1 +J).)

Correction V¥ [002289]

Exercice 11
Soit f un morphisme de 1’anneau A vers ’anneau B.

1. Montrer que I’image réciproque d’un idéal premier est aussi un idéal premier. Cette proposition est-elle
vraie pour idéaux maximaux ?

2. Montrer par un exemple, que I’image f(I) d’un idéal I de A n’est pas forcément un idéal de B. Démontrer
cependant que si f est surjectif, alors f(7) est un idéal pour tout idéal I de A. (Voir le cours.)



3. Toujours sous I’hypothése que f est surjective, montrer que I’image d’un idéal maximal par f est soit B
tout entier, soit un idéal maximal de B.

4. Considérons la reduction de polyndémes sur Z modulo m : r,, : Z[x] — Z,x] et deux idéaux premiers
principaux (x) et (x> + 1). Les idéaux rg((x)) et ro((x> + 1)) sont-ils premiers ?

Correction V¥ [002290]

Exercice 12
Soit A un anneau, B un sous-anneau de A, I un idéal de A.

1. Montrer que BN est un idéal de B, B+1={b+i|b € B, i € I} est un sous-anneau de I’anneau A et /
est un idéal de ce sous-anneau.

2. Montrer que ’anneau quotient B/(BN1I) est isomorphe a I’anneau quotient (B +1)/I. (Indication :
Considérer le composé de I’inclusion B — B+ I avec la projection canonique B+1 — (B+1)/1.)

Correction V [002291]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit f=Y", ax' € Q[x]. Soit a; = p’ le représentant irréductible de a;. Soit m = ppecm(qo, ..., qn)-
Notons m = g;m;. Alors f = %Za m;x'. En mettant en facteur d = pged(agmy, ... ,a,my,), on obtient
f= %fo, ol fy € Z[x] est primitif.

2. Notons a = 5, avec pged(p,q) = 1 et g > 0. Soit g; = ag. On a gg = pg1, donc gc(g) = pc(g1). On en
déduit que g|p, etdonc que g =1 :a € Z.

3. Soit g € Q[x] tel que f = dg. Soit g = 480 la décomposition de g donnée par la question 1. Alors
qf = pdgo donc gc(f) = pe(d)c(go) = p. Donc g|p et finalement g = 1. On en déduit que g = pg; € Z[x].
4. d = pgedg(f,8) = %do. Alors dj est primitif et divise f et g sur Q. Donc dy divise f et g sur Z.

Soit /2 un diviseur commun de f et g dans Z[x]. On a c(h)|c(f) = 1 donc A est primitif. Par ailleurs, & est
un diviseur commun 2 f et g dans Q[x], donc h|dy dans Q[x]. On en déduit que h|dy dans Z][x].

Ainsi, dy est bien un pged de f et g dans Z[x].

5. Soitd = pged(c(f),c(g)), h = pged(f, ) = c(h)ho, h' = pged(fo, go)-
Onad|c(f),d|c(g), W |fo et '|go donc dI'|f et H'|g, et donc dH'|h.

(
c(h)|e(f) et c(h)|c(g) donc c(h)|d. h|f, donc il existe fi € Z[x] tel que f = hoc(h)fi. On a alors
c(h)e(fi) = c(f), et apres simplification, on en déduit que fo = hof], avec f| € Z[x] : ho|fo. De méme
pour g : ho|go. On en déduit que ho |k, et donc que h|dH'.

Correction de I’exercice 2 A

Soit K un corps, A un anneau non trivial, et K 2 Aun morphisme d’anneaux. Soit x € K\ {0}. Ona 1=
(1) =¢(xx~!) = ¢ (x)d(x~") # 0 (car A n’est pas I’anneau trivial). Donc ¢ (x) # 0. Ainsi ker¢ = {0}, donc
¢ est injectif.

Correction de ’exercice 3 A
Soit x € R\ {0}. Alors (x) D (x?) D (x*) D est une suite décroissante d’idéaux. Elle est donc stationnaire 2
partir d’un certain rang : 3k € N, (xX) = (x**!). En particulier, 3a € R,k**! = ax*. Comme A est intégre, on en
déduit que ax = 1, donc x € R*.

= R\ {0} donc R est un corps.

Correction de ’exercice 4 A
Soit A un anneau fini, et / un idéal premier. Alors A/I est intégre, et fini (!), donc A /I est un corps (voir exercice
??). Donc I est maximal.

Correction de I’exercice 5 A
On rappelle que le produit de deux idéaux [ et J est ’idéal engendré par les produits de la forme ab avec a € 1,
belJ:

N
I-]:{Zaibi,NEN,aiEI,bi6]}
i=0
o Si [ est un idéal premier : Soient J et K deux idéaux tels que J-K C I. Alors siJ ¢ I, Ja € x\ 1. Soit
y€K. Onaxy € J-K donc xy € I. Comme [ est premier, x € [ ouy € I. Mais x ¢ [ donc y € I. Ainsi
VyeK,yel:onamontréque:J ¢ 1=K CI. Onadoncbien/ CloukK CI.

» SiVJ,Kidéaux,(/-K CI=J ClIouK CI): Soita,b €A avec ab € 1. Alors (a)-(b) = (ab) donc
(a) CIou(b) Cletdonca€cloub el Iestdonc premier.



On a M" = M-M"~". Donc si I est premier et contient M" alors I contient M ou M"~!, et par une récurrence
finie, on obtient que / contient M. Ainsi : M C I C A. Comme M est maximal on en déduit que M = I.

Correction de ’exercice 6 A

* A[X]/(X) : X est unitaire donc on dispose de la division euclidienne par X. On vérifie (comme dans
le cours) que chaque classe a un et un seul représentant de degré 0. On en déduit que A[X|/(X) est en
bijection avec A. Il reste alors a remarquer que cette bijection est un morphisme d’anneaux.

Une autre fagon de dire la méme chose est de remarquer que I’application ¢ : A[X| — A, P — P(0) est un
morphisme d’anneaux. ker¢ = (X) et Im¢ = A. Comme A/kerd ~ Im¢, on a bien A[X]/(X) ~ A.

* On peut considérer ¢ : A[X,Y]| — A[Y], P — P(0,Y). C’est un morphisme d’anneaux. En séparant les
termes ne dépendant que de Y des autres, on peut mettre tout polynéme P de A[X,Y] sous la forme
P=P(Y)+XP,(X,Y)ou P, € A[Y] et P, € A[X,Y]. Alors ¢(P) =0ssi P, =0, ssi P=XP,, c’est a dire
P € (X). Ainsi ker¢ = (X). Par ailleurs, tout polyndme P de A[Y] peut étre vu comme un polynéme P
de A[X,Y]. Alors P = ¢(P), donc Im¢ = A[Y]. Finalement : A[X,Y]/(X) ~ A[Y].

* A[X,Y]/(X,Y): Soit ¢ : A[X,Y] — A, P— P(0,0). ¢ est un morphisme d’anneaux, et avec les notations
précédentes, pour P = P;(Y)+XPy(X,Y), avec ¢(P) =0, ona P;(0) =0, donc Y|P, (Y). Ainsi, P est la
somme de deux polynémes, I’un multiple de X, I’autre multiple de ¥ donc P € (X,Y). Réciproquement,
siP € (X,Y),alors P(0,0) =0. Donc ker¢ = (X,Y). Va € Ap(a) = a donc ¢ est surjective. Finalement
A[X,Y]/(X,Y) ~A.

 AlXy,..., X0/ (X1,...,X,) ¢ Soit ¢ :A[Xy,...,Xs] = A, P+ P(0). ¢ estun morphisme d’anneaux. En
regroupant tous les termes dépendant de X,,, puis tous les termes restant dépendant de X,_;, et ainsi
de suite jusqu’aux termes dépendant seulement de X, et enfin le terme constant, tout polyndme P €
A[Xi,...,X,] peut se mettre sous la forme P = X,,P, + X,,—1P,—1 + - - + X1 P1 + po, avec P, € A[X],...,X]]

(et po € A). On en déduit que ker ¢ = (X1, ...,X,). Parailleurs Va € A, ¢ (a) = a, donc A[X}, ..., X,]/(X1,...

A.

Comme un idéal est premier (resp. maximal) ssi le quotient est intégre (resp. un corps), on en déduit que
* dans A[X], (X) est premier ssi A est intégre, maximal ssi A est un corps,
e dans A[X,Y], (X) est premier ssi A est intégre, et n’est jamais maximal,

e dans A[Xy,..., Xy, (X1,...,X,) est premier ssi A est intégre, maximal ssi A est un corps.

Correction de ’exercice 7 A

Soit & = a+bv/d € Z[+/d)]. Soit a = mp+d’ la division euclidienne de a par m, et b = mq+ b’ celle de b par m.
Alors & = m(p+qv/d) +d +b'\/d. On en déduit que chaque classe du quotient Z[v/d]/(m) a un représentant
dans

@ — {a_,_b\/;[, (a,b) e{O,...,m—l}z}

Par ailleurs si deux éléments a + b\/d et @’ + b'\/d de cet ensemble sont dans la méme classe, alors Jc,d €
Z, a+b\Vd = (d +b'\/d)+m(c+dv/d). Onen déduit que a = a’ +mcetb =5 +md,etdonca=d',b=1'"
Ainsi chaque classe de Z[v/d]/(m) a un représentant unique dans €. Z[v/d]/(m) et € sont donc en bijection :
en particulier, Z[v/d]/(m) a m? éléments.

Remarque : on a

Z|Vd) ~ Z[X]/(X? - d).

En effet I’application ¢ : Z[X]/(X* —d) — Z[\/d], P — P(\/d) est bien définie (si (P) = Q, alors P(v/d) =
Q(v/d)), et ¢’est un morphisme d’anneaux. De plus, si ¢ (P) = 0, notons P = Q(X? —d) + (aX + b) la division
euclidienne de P par X> —d. En évaluant en \/d, on a av/d + b = 0 donc R = 0. On en déduit que (X —d)|P,



i.e. P=0. On en déduit que ker ¢ = {0}, donc ¢ est injective. Par ailleurs ¥(a,b) € Z*,¢(a+bX) = a+b\d
donc ¢ est surjective.

Si d est pair, comme \/d - v/d = |d| € (2) alors que v/d ¢ (2), (2) n’est pas premier.

Si d est impair : (1 ++/d)(14+Vd) = (14d)+2v/d € (2), mais (1 ++/d) ¢ (2) donc (2) n’est pas premier.
Remarque : Z[\d]/(2) ~ Z2[X]/(X? +d). (X*>+d) est X*> ou X? 4 1. Aucun de ces deux polyndmes n’est
irréductible. Donc le quotient ne saurait étre integre.

Correction de I’exercice 8 A

* Six € A est premier : soit a,b € A tels que ab = x. Alors ab € (x) donc a € (x) ou b € (x). On en déduit

que a ~ x ou b ~ x. Donc x est irréductible.

* A est supposé factoriel. Soit / un idéal premier. Soit x € I et x = p;...p “la” factorisation de x en

produit d’irréductibles. Alors (py---py—1)pn € I donc (py---py—1) €L 0u p, € I. si p, in I, I contient
un irréductible. Sinon, (p;---py—2)ps—1 € I. Par une récurrence finie, I’'un au moins des p; € I, donc /
contient un irréductible.

Dans Z[v—5], 9 € (3). Pourtant 9 = (24 +/—5)(2 —+v/—5) et (2+£+v/—5) ¢ (3). Donc (3) n’est pas
premier.

2 est irréductible : 2 = 7125 avec z; € Z[v/—5], alors |z1|?|z2|> = 4, donc {|z1|?,|z2|?} = {1,4} ou {2,2}.
Dans le premier cas, on a affaire a une factorisation triviale. Le second est impossible, puisque 1’équation
a4+ 5b> =2 n’a pas de solution entiere (a,b).

Par ailleurs, (14 +/—=5)(14++/—=5) =6 € (2), mais (1 £+/—5) ¢ (2) donc 2 n’est pas premier dans
Z[\/-5].

Correction de I’exercice 9 A

1.

2.

3.

Soit # un idéal de A/I. Soit 7 la projection canonique A — A/I, et J = &~ (_#). J est un idéal de A
qui est principal donc Ja € A,J = (a). Montrons que ¢ = (7(a)).

On a rn(a) € ¢ donc (m(a)) C #. Soit & € #, et b un représentant de «, i.e. b € A et w(b) = a.
Alors b € J = (a), donc 3k € A,b = ka. Alors ©n(b) = nw(ka) = n(k)r(a), donc w(b) € (w(a)). Donc
S C(m(a)).

Finalement, ¢ = (7(a)). On en déduit que A/I est principal.

* Z/nZ : Soit I un idéal de Z /nZ. I est principal, donc Ja € Z,I = (a). Or (a) = {aa,a € Z/nZ} =
{pa,p € Z} = {pa,p € Z}. Donc n~'(I) = {pa+qn,(p,q) € Z*} est I'idéal engendré sur Z par
a et n donc I’idéal engendré par d = (pgcd(n,a)). On en déduit que I = (d). En particulier, 7 est
engendré par un diviseur de 7.
Soit maintenant d; et d deux diviseurs (positifs) de n tels que (d;) = (d2). Ona = ((d))) =d1Z =
dzZ donc d1 = d2.
Ainsi, les idéaux de Z/nZ sont engendrés par les diviseurs de n, et deux diviseurs distincts engendrent
deux idéaux distincts : il y a donc autant d’idéaux dans Z/nZ que de diviseurs de n.

* Q[X]/(f) : On raisonne de la méme maniere : la remarque clef étant si I = (g) est un idéal de

Q[X]/(f), alors w~' (1) = (f,8) = (pged(f,8))-

Les idéaux maximaux sont ceux pour lesquels le quotient est un corps, (donc aussi ceux pour lesquels le
quotient est integre puisque Z/nZ est fini). On a le diagramme suivant (I = (d)) :

THhom

72 7/n7 — 2 (Z/n7)]1

=

7.)d7.



En effet, 7 et m, sont des morphismes d’anneaux, et ker(m, o ;) = dZ. Donc (Z/nZ) /I est un corps ssi
d est premier.

De méme, (Q[X]/(f))/I estun corps ssi I = (g) ol g est un facteur premier de f.

Correction de ’exercice 10 A

1. Soit ¢, €JetAd,u €A/l Alors Ja,beJ, l,meA, a=mn(a),f =nb),A=n(l),u=mn(m). Ona
donc Aa+ uf = n(la+mb). Orla+mb € J (car J est un idéal), donc Ao+ uf € J. Donc J est un idéal
de A/IL

2. Comme dans I’exercice 9, on a le diagramme suivant :

/I O A/ B A/D)T
AJ(T+T)

En effet, si x € ker(m, o7y ), alors 7 (x) € kerm, = J, donc Jy € A, 71 (x) = 7 (y). Alorsx—y € kerm =1,
donc Iz € I,x=y+z: onadoncx € [+J. Réciproquement, six € [+J, alors I(xj,x2) €I X J,x = x| +x3.
Alors 7 (x) = 7 (x2) € J, donc m 0 711 (x) = 0.

Donc ker(momy ) =1+J. Donc A/(I+J) ~ (A/I)/J.

Correction de ’exercice 11 A

1. Soit J C B un idéal premier de B. Soient a,b € A tels que ab € f~'(J). Alors f(a)f(b) = f(ab) € J donc
f(a) € Jou f(b) € J. Ainsi,a € f~'(J) oub € f~1(J). On en déduit que f~!(J) est premier.
Cette proposition n’est pas vraie pour les idéaux maximaux. Par exemple, A = Z, B = Q[X], f(k) =k, et
J = (X). Alors f~1(J) = {0} n’est pas maximal.

2. Prenons A =7, B=Q, f(k) =k. f(Z) =Z n’est pas unidéal de Q (1 € Z, } € Q et pourtant 1 x 1 ¢ Z)
Supposons f surjectif. Soit x,y € f(I), a,b € B. 1l existe xo,yo € I tels que x = f(xp) et y = f(yo). De

plus, comme f est surjectif, Jag, by € A tels que a = f(ag) et b = f(by). Alors ax+ by = f(ao)f(x0) +
F(bo)f(vo) = f(aoxo+ boyo) et comme I est un idéal, (agxo + boyo) € I, donc (ax+ by) € f(I).

f(I) est donc bien un idéal de B.

3. Soit 7 un idéal maximal de A et J = f(I). Supposons J # B. Soit K un idéal de B tel que J C K. Alors
1 C f~Y(K), donc f~1(K) =1 ou f~'(K) = A. Dans le premier cas, on K = f(f~!(K)) = J, dans le
second cas,on a K = f(f!(K)) = f(A) = B. L’idéal J est donc maximal.

4. (X +2)(X+3) = X2 45X dans Zg[X], donc (X +2)(X +3) € (X), mais (X +2) ¢ (X) et (X +3) & (X),
donc r6((X)) n’est pas premier dans Zsg[X].

(X+1)>=(X?+1) dans Z[X], or (X +1) & (X>+1), donc ro((X*+ 1)) n’est pas premier dans Z[X].

Correction de ’exercice 12 A

1. SoitJ = BNI. Soit x,y € J, a,b € B, alors ax+ by € B puisque B est un sous-anneau de A. ax+by € 1
puisque / est un idéal. On en déduit que J est un idéal.

B+ I est stable par addition (car B et [ le sont). Soit c =a+x€B+IletfB =b+yec B+1. Alors
off = (ab) + (ay+bx+xy) € B+1, donc B+ I est stable par multiplication. 1 € B+1, donc B+ est un
sous anneau de A. I C B+1, et I est absorbant pour la multiplication dans A, donc aussi dans B : Iest un
idéal de B+ 1.



2. On a le diagramme (de morphismes d’anneaux) suivant :

9
BT s B4+I—" (B+I)/I
lﬂo /

B/ker¢
Or, pourx € B,ona: x € kerg < x =i(x) € kerw =I. Donc ker¢p = BN1, et par suite :

B/(BNI) ~ (B+1)/I.




