Enoncés et corrections : Ana Matos.

Exo7

Factorisation QR. Transformations de Givens. Moindres carrés

Exercice 1 Matrices de Householder

1. Soit v un vecteur réel vérifiant v/ v = 1. Montrer que la matrice de Householder
Hv)=1-2w"

représente une symétrie par rapport au sous—espace vectoriel formé par les vecteurs orthogonaux aux
vecgteurs v. En déduire que det(H(v)) = —1.

2. Démontrer que toute matrice orthogonale est le produit de au plus » matrices de Householder. En déduire
une interprétation géométrique des matrices orthogonales.

Correction V [002229]

Exercice 2 Algorithme de Gram—Schmidt et Gram—Schmidt modifié

Etant donnés n vecteurs linéairement indépendants de R™, {ay,--- ,a,}, on veut calculer une base orthonormale
pour span{aj, -+ ,d}.
On pose A = [aj,a, -+ ,a,] € R™*" et on considere la factorisation QR de A,

A=0R, Q=|qi,-,qu), rl,i=1,--- nleslignes de R

1. Montrer que
ImA = span{q1, - ,qn}.

2. Montrer que
1 k—1
gr=—\ar— ) riq; k=1,---,n
Tk ; 1

3. En déduire un algorithme pour le calcul récursif des ¢; (algorithme de Gram—Schmidt).

4. Algorithme de Gram—Schmidt modifié

L’algorithme précédent est instable numériquement da a la perte d’orthogonalité dans le calcul des g;.
On va reformuler 1’algorithme pour le rendre stable.

Pourk=1,--- ,n—1, on définit AW g Rmx(n=k+1) de 1a facon suivante:

k—1 n
0,49 =A-Y gir] =Y qir!
i=1 i—k

et on va décrire 1’étape k de 1’algorithme.

(a) Montrer que si on pose
AW =z B], zeR", BeR"™ (K

alors
e = l1zll2, gk = 2/

(b) Comment peut—on calculer la ligne k de R a partir de AW
(c) Calculer AK+1),
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(d) A partir des questions précédentes, décrire 1’algorithme qui permet le calcul de la factorisation
A = QiRy, Q1 € R™" orthonormale, R; € R"*" triangulaire supérieure (Gram—Schmidt modifié).
Le calcul de Q; doit se faire sur place.

(e) Quelle est la complexité de 1’algorithme précédent?

Correction V [002230]

Exercice 3 Rotation de Givens

Soient p,g: 1< p<g<mec,seR:+s>=1.
On considere les matrices

G=Gp4(c,s) =

1. Ecrire G comme perturbée de I par des matrices de rang 1.
2. Montrer que G est inversible, calculer G~!, montrer que G est orthogonale.
3. Quelle est I’action de G sur A € R"*"?

4. Soit A € R™" avec ap,; = &, a,; = . Peut—on trouver G telle que A’ = GA vérifie:

/ !/ / /
.= e [ pu— = ()
a, =0=a, a,;=0=p"
Est—ce que la solution est unique?

Correction V [002231]

Exercice 4

C

Soit Z = ( z ) avec ¢? +s> = 1. On définit p par

1 si c=0
p =1 1/2sign(c)s si |s| <|c|
2sign(s)/c  si |c| < s

1. Comment reconstruire +Z a partir de p?

2. Soit Q une matrice orthogonale produit de » rotations de Givens: Q = J; - - - J,. Comment peut—on stocker
de la facon la plus économique Q sous forme factorisée?

3. Modifier I’algorithme de Givens pour réduire A a la forme triangulaire supérieure (QA = R, Q matrice
produit de rotations de Givens) en stockant sur place ( donc dans A) toute I'information nécessaire a
reconstruire Q.

4. Ecrire I’algorithme qui, a partir des résultats de 1’algorithme précédent permet de reconstruire Q.

[002232]

Exercice 5




Soient x et y deux vecteurs unitaires. Donner un algorithme qui utilise les transformations de Givens pour
calculer une matrice Q telle que Ox = y. [002233]

Exercice 6 Méthode de Givens Rapide

Soit A € R™*. On veut construire une matrice M € R"™*" telle que
* MA = § triangulaire supérieure;
o MM" = D =diag(dy, - ,dy) ,d; >0

et appliquer cette factorisation de A dans la résolution de systemes au sens des moindres carrés.
1. Donner la factorisation QR de A en termes de M, D et S.

2. On considére maintenant m = 2. Soient x = (x,x)7 et D =diag(d,d>) (d; > 0) donnés.

B 1
M, = .
! < 1 04}
Supposons x; # 0. Calculer M;x et M, DMIT.

Comment choisir ¢ et B; de fagon a ce que la deuxieme composante de M;x soit nulle et que
M;DMT soit diagonale?
Pour le choix précédent déterminer 7y, tel que

_ [ 2(l+n) r_ [ d(1+n) 0
M1x-< 0 et M|\DM; = 0 di(147)
1 o
(g )
Choisir et B, de facon a ce que

_( x(1+p) r_{ di(l+7p) 0
M>rx = < 0 > et MoDM, = ( 0 dg(l—i—Yz)

(a) On définit

(b) Supposons x; # 0. On définit

et déterminer >

(c) Montrer que 1’on peut toujours choisir M; (i = 1,2) de facon a ce que le “facteur de croissance”
(1+17) soit inférieur a 2.

3. Soit maintenant m € N quelconque. Définir les matrices M;(p,q) et Ma(p,q) telles que
Gy )= (0 e )= )
= ou =
Myp Mg 1 o B 1
el Mi(p,q)x=0;

* M;DM] matrice diagonale, avec D =diag(dy,-- ,d,),d; >0
Ces matrices M; sont appelées matrice de Givens rapide.

4. Décrire 1I’algorithme qui utilise les transformations de Givens rapides pour réduire A € R™*" a la forme
triangulaire supérieure (méthode de Givens rapide):

MA =R, MM" =diag(d,, - ,dy,).

Les calculs doivent étre faits sur place.

Quel est le cofit de cet algorithme? Comparer avec le cofit de la méthode de Householder pour réduire A
a la forme triangulaire supérieure.



5. Application a la résolution d’un systéme linéaire au sens des moindres carrés.

(a) Comment profiter des résultats fournis par 1’algorithme précédent pour résoudre

m[iRnHAx—sz avecA € R™" (m>n), beR™
xe n

(b) Quelles modifications introduire dans 1’algorithme de la méthode de Givens rapide pour qu’il
résolve le probleme de moindres carrés de la question précédente?

6. Application numérique: résoudre au sens des moindres carrés par la méthode de Givens rapide le systeéme

1 4 7
Ax=bA=\| 2 5 |,b=| 8
36 9
7. Considérons maintenant le probléme de moindres carrés
min [|D(Ax —b)||2 (D

xeR”

avec A € R™" b € R™ , D =diag(d;) (d; > 0). Cela correspond a donner un poids différent & chaque
équation du systeme.

Soit M une matrice produit de matrices de Givens rapide vérifiant

MA = R triangulaire supérieure
MD*MT = D = diag(d;), d; >0

Comment peut—on résoudre le probleme (1)?

Quelles adaptations faire a I’algorithme précédent?

Correction V [002234]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit P I’opérateur de projection dans le sous-espace U de dimension 1 généré par v. Alors Q =1 — P est

T

1’opérateur de projection sur I’hyperplan U~ orthogonal 2 U. On a déja vu que Pw = w!w Vw, et donc

Ow = w — vl w. On obtient
P(H(v)w) = P(w2v"w)v) = (W' w)v = 2vTwwlv = — (V' w)y = —Pw
Q(H(v)w) = H(v)w—P(HW)w) =w — 2wl w+vTwy =w —vTwy = Qw.

La matrice H(v) représente donc une symétrie par rapport a I’hyperplan U~. On conclut que les vecteurs
de U+ sont invariants par H(v).

Vivyw=w VYweU"*, dimU*+=n—1= 1 =1 estvaleur propre de H(v) avec multiplicité n — 1.

H(v)v = —vF A = —1 est valeur propre de multiplicité 1. Donc
n
detH(v) = Hli(H(v)) =-1
i=1

. On sait qu’il exite des matrices de Householder H,Hy,...,H,_ telles que H,_; ---HA = A, matrice
triangulaire supérieure. Comme A est orthogonale on conclut que A, est orthogonale. Mais une matrice
triangulaire supérieure orthogonale est forcément diagonale = A, =diag(+1). On peut s’arranger pour
que (A,);; >0 i=1,...,n—1.Donc soit A, =1 soit A, =diag(1,1,...,1,—1) = H(e,) et finalement la
matrice orthogonale A s’écrit

A= H] . -anlH(é‘n)

Correction de I’exercice 2 A

1. Pourk=1,---.n a = fo: 1 Tikqi Avec riy = qiTak par orthonormalité des g;.

2. Découle immédiatement de la question précédente.

3. Algorithme de Gram-Schmidt:

Pourk=1,--- n faire
re=qlay pouri=1,-- k—1
2 =ar— Y5 raqi
Tkik = (Z]{Zk)l/z
Qk:Zk/rkk
(a)
o 0 - 0 ry o P
Lo ¢ 0 -+ 0 0 rkprksr 0 Tktln
Yoar! =lac-al | | =ax il o . . .
=k 7 SRS : : :
n 0 .. ... 0 1y
Fkk
®) 0
Aer=z=qi---qn] | . = ricge = ik = |12ll2, gk = 2/ ik
0
(b)
7
qZA(k):[ququB]:[170770] :r]{
T
rn
et donc
[Feksts  Tin] = g1 B



(c)
[0) T 70)A(k+1)] = Z qiriT = [07 T 507A(k)} _Qk”kT = [07 Tt 707A(k) - qk(rkk7 T )rkn)]
i=k+1

k1)

[0,-++,0,2— qirik, B— qr(rinsts s 7kn)) = A = B—qu(rean, i)

(d) Données: A € R™*" rank(A) =n
On calcule la factorisation A = Q1 Ry, Q1 € R™*" orthonormale, Ry € R"*" triangulaire supérieure.
Le calcul de Q; se fait sur place.
Pourk=1,---,n
_ 231/2
roc = (Lt ag)
pouri=1,--- 'm
ajg 4 Qi [Tk
pour j=k+1,---.n
Tkj 4 Lisy Qixdij
pouri=1,--- ,m
Qij <= Qij — AikTgj

(e) complexité: mn?® flops.

Correction de I’exercice 3 A

1. Gpyle,s) =1+ (c—1)epe], +seqel, —seqel + (c—1)epel avec e; les vecteurs de la base canonique.

2. On montre que e/ G'Ge; = &;; Vi,j=1,---,netdonc G'G =1 ce qui permet de conclure que G est
inversible d’inverse G’ et donc orthogonale.

3. e GA=elA=al pouri+p,q

TEA — T T ,TA— ofT T .
e,GA = ca, —sa,, e, GA = sa,, +cay, et donc G change seulement les lignes p et ¢

4. On pose ot =apj et B = ay; . On a donc a résoudre dans le premier cas le systéme
cou—spB=0 N c==+B/\/ 02+ B2
+s2=1 s=ta/\/ o2+ p2

ce qui nous donne deux matrices G. Pour le deuxiéme cas et en procédant de la méme facon on obtient

c=+a/\/a?+B?
=B/

Correction de I’exercice 6 A
Meéthode de Givens rapide

1. MMT =diag(d,,--- ,d,) = A* avec A =diag(\/d,--- ,/dy)
A'MMTA™" = (A"'"M)(A~'M)T = I = A~'M est une matrice orthogonale
A=M"'S= (M"'DeltaA™'S = (A~'M)~1(A7'S) = (A"'M)T (A1S) = (MTA=1)(A™1S)

Comme A~!S est triangulaire supérieure ona A = QR avec Q = MTA~' R=A"'S

2. (a)

Bixi +x2 T dy+Bidy  difi+daoy
Mix = M{DM; =
- ( xi+axy )’ = B +droy  di +aid,

Alors



s xitox, =001 =—x1/x2
o difi+dy(—x1/x2) =06 B = —oudy/dy = x1d2 [ (x2d))
Pour le choix précédent on veut déterminer y; tel que
xz(l + }’1) = lel +x2 :xz(ﬁlxl/xz + 1) =>N= (dz/dl)(xl/x2)2 c’est-a-dire

n=—-oup
pour cette valeur on a
dz—l—ﬁlzdl = dz(l —|—0612d2/d1) = dz(l —l—)’l) d) + Otlzdz = dl(l + Ollzdz/dl) = dz(l —I—yl)

(b) le méme type de calcul nous donne
Br=—x2/x1, og=—(d/d2)B2, Vr=—0apr=(di/dr)(x2/x1)’

(c) onremarque que 1%, = 1 et donc soit 7 < 1, s0it P < 1

= ou
Mgp  Mgq 1 o B 1
avec les o, 3; définis comme précédemment.

4. algorithme
di=1lpouri=1,---,m
Pour p=1,--- ,min{n,m— 1}
Pourg=p+1,---,m
si agp # 0 alors
o =—app/ag, P=-—ady/d,, y=-0f
si ¥ < 1 alors
)t )
Agp =+ Ggn I« Agp "+ dgn
échanger d, et d,
dy  (1+vdy)
dy  (1+7d,)
sinon

échanger o et
a=1/a,B=1/B,y=1/y
<app apn><_< 1 (X)(app apn>
Agp **+ Agn B 1 gp - dgn
dy < (1+d))
dy < (1+7dy)
le cofit de cet algorithme est de n?(m —n/3) flops.

S1
0

matrice D~ '/2M est une matrice orthogonale

5. () onaMA=R= ( > avec S triangulaire supérieure et MM! = D =diag(d;,--- ,d,). Donc la

2

2

|Ax—b|j3 = |D~V*MAx— D~ '>Mb|3 = HDI/Z [( Si >x—Mb]
2

o5 (e

2
D,I /2 S 1X—C
d
La solution est obtenue en résolvant le systéme triangulaire supérieure S1x = c de taille n x n.

2



(b)  * mise a jour de b pour le calcul de Mb en méme temps que la mise a jour de A
pour p=1,--- ,min{n,m—1}
pourg=p+1,---,mfaire

()= (F a) (o)
()= (s 5) (%)

* résolution du systéme triangulaire sup. S;x =c
Xp < bn/ann

Pouri=n—1,---,1 faire
xi = (bi = X)_iy aijx;)

6. Application numérique:

L[ 8 16 24
M=_2| 40 10 =20 |, D=diag(14/9,175/48,75/32)
15 -30 15
14/3 32/3 50/3
M[A,b] = 0 15/4 15/2 |, x,=(-1,2)T

0 0 0

7. ona
MD?M" =D < (D'?MD YD PMD Y =1

donc (ﬁfl/ 2MD™1) est une matrice orthogonale et on obtient

ID(Ax = b)|l2 = ||D~"*MD™' D(Ax—b) |2 = | D~"/*(MAx — Mb) ||, =

_|p-1e Sx—c
e

Donc le min est atteint pour Sx = ¢ avec Mb = (C,e)”

2

La modification dans 1’algorithme précédent consiste a initialiser la matrice diagonale D avec D2 (au
lieu de I’'identité).




