Enoncés et corrections : Ana Matos.

Exo7

Méthode de Gauss. Factorisation LU et de Cholesky

Exercice 1 Taille des éléments dans 1’élimination de Gauss

Notons A; la matrice carrée d’ordre (n — k4 1) formée des éléments ai-‘j,k < i,j < n de la matrice Ay = (ai-‘j)
obtenue come résultat de la (k — 1)-&me étape de 1’élimination de Gauss. On suppose A = A; symétrique

définie positive.

1. Notant (.,.) le produit scalaire euclidien et v/ € R"~* le vecteur formé par les (n— k) derniéres composantes
d’un vecteur v = (v;)"_, € R"**! quelconque, établir I’identité
2

- ~ 1 1
(Agv,v) = (A V' V) + — v+ Z i
Ak i=k+1

2. Montrer que chaque matrice A; est symétrique définie positive.

3. Etablir les inégalités suivantes:
0<d <dl, k+1<i<n

ii i’

k-1 /_<.+1)

max a; = max

i < max ‘aé‘j = max af‘i
k+1<i<n k+1<i,j<n

k<i,j<n k<isn

au

Correction V [002222]

Exercice 2 Stratégie de pivotage

1. Montrer que pour une matrice quelconque A = (a;;) de type (2x2) ona

Y7 e lai?

condy(A) = o + (62— 1)"/? avec 0 = 2| det(A)]

2. Calculer les conditionnements cond,(.) pour p = 1,2,e0 des matrices exactes obtenues a la premiere
étape de la procédure d’élimination de Gauss pour résoudre le systéme linéaire

10 % +ur =1
upt+u =2

selon que I’on commence, ou non, par échanger les deux équations. Conclusion?

[002223]
Exercice 3 Factorisation LU d’une matrice bande
Montrer que la factorisation LU préserve la structure des matrices bande au sens suivant :
. l;;j=0 ouri—j>
aj=0pour|i—jl=p=1 A
u;j=0 pourj—i=>p
Correction ¥ [002224]

Exercice 4 Factorisation d’une matrice symétrique

Soit A une matrice symétrique inversible admettant une factorisation LU. Montrer que I’on peut écrire A sous
la forme
A=BB" ou


http://exo7.emath.fr

* B est une matrice triangulaire inférieure ;

* B est une matrice oll chaque colonne est soit égale 2 la colonne correspondante de B, soit égale 2 la
colonne correspondante de B changée de signe.

Application numérique

1 2 1 1
2 3 4 3
A=11 4 —4 0
1 3 0 O
Correction V [002225]

Exercice 5 Quelques factorisations LU

1. Soit A = LU la décomposition LU d’une matrice A € R"*" avec |/;;| < 1. Soient a! et u! les lignes i de
A et U respectivement. Montrer que

i—1
T _ T T
u; =a; —Zl,]uj
j=1

et que
U]l <271 [1A]l

2. Soit A € R™" définie par

1 sii=jouj=n
ajj = —1 sii>j
0 sinon

Montrer que A a une décomposition LU avec |/;;| < 1 et u,, = o1

[002226]

Exercice 6

On suppose A € R™" inversible. Montrer que si PAI1 = LU est obtenue par la méthode de Gauss avec pivotage
total, alors

Vi,j: 1, ,n |lij| < 1

Vi= 1,"' ,I’l,Vj = i,"' ,n, \uij] g ]uii]

[002227]

Exercice 7

Soit A € R™" telle que A soit 4 diagonale strictement dominante. Montrer que A admet une décomposition
LU avec LT a diagonale strictement dominante.
Correction ¥ [002228]




Correction de ’exercice 1 A

1. Alak-eme étape de I’élimination de Gauss, 1’élément af;rl est donné par

k k

a; .d.
k+1 _ k kj” ik .
a;; =daj;— —% k+1<i,j<n
Qe

et on remarque immédiatement par récurrence que toutes les matrices A; sont symétriques. On a

i _ (k) 1 k)2
(A1 V) = X vi(Ej g a3 vi) — & (Xt 1 @vi)

i _ k k |k k 2
(Akv,v) = Yoy Vil Yok @ijv)) + K (@ + ajg)vivie+ agg v
Par symétrie ai.‘k = a’,;. et donc

(Akva V) = (AkHV'a V) + i [(Z?:k—l—l afk"t‘)z +2vie X g afk"t’“’/ﬁk + (“]/ik)%%] =

-~ 1 1
AV V) + —lak v+ Y agvi]®
Dk i=k+1

2. Faisons un raisonnement par récurrence

* A; est symétrique définie positive;
« Par hypothése supposons que Ay est définie positive;

* Supposons par absurde que A; | ne soit pas définie positive: alors 3/ #0: (A 1v',v) < 0. On
définit le vecteur v € R**+1 par:

—vi=Vv,, k+1<i<n
— v est solution de af, + Y7, d¥v;=0

Alors (Agv,v) =0 et v # 0; donc A; n’est pas définie positive, ce qui contredit I’hypothése de

récurrence.
o : o . P . il ok a
3. Premiere inégalité: en utilisant la relation d’élimination on obtient: a;; ' = af. — -
kk

* une matrice définie positive a tous ses éléments diagonaux strictement positifs, donc a™' > 0

i1
d|* /a5 )} =0, k+1<i<n

donc ' <ak k+1>i

il i’

Deuxieme inégalité: supposons qu’il existe un élément af.‘j, i<Jtelque

k
a;;

= maxigi<n a’fl. On considere
le vecteur v # 0 défini par

vi=1,v;= —sign(af‘j),vl =0 [#i,j
Alors

(Av,v) = (a = |agj|) = (|aij| — ;) <O
ce qui est impossible. Donc
max |a};| = max |a}
1<i,j<n 1<i<n

Correction de I’exercice 3 A

Montrons par récurrence que A, = U est une matrice bande.

A1:A, Ak-i-l:LkAk:LkLk—l"'LlAa k:1,'~',l’l—1.

Supposons que A est une matrice bande i.e., ai?j = 0 pour |i — j| > p et montrons que Aj;| est une matrice
bande.

k k
S S
ij T ak

kk

Soit |i — j| > p< |(i—k) — (j—k)| = p. On considere deux cas:



ck+1<i<netk<j<n Alorsi—k>pouj—k> pialkak]—O:>ak+1 ai-‘,-zO

. iﬁkoujék—lalorsaﬁ'l:aiﬁjzo

donc Ay est une matrice bande et U est une matrice bande. Ona A = LU et la matrice trlangulalre inférieure
L a pour éléments [;; = a; i Ja i J < i< n. Toutes les matrices A; étant des matrices bandes on a al. = ;= 0 pour
i—j=zp=1j=0pouri—j=p.

Correction de I’exercice 4 A

Soit LU la factorisation LU de A. On va intercaler dans cette factorisation la matrice réelle A :diag(\/w ).
= (LA)(A~'U) = BC. La symétrie de A entraine BC = C"BT. On a

C(BT)~! matrice triangulaire supérieure, B~'C” matrice triangulaire inférieure et C(BT)~! = B~!CT et donc

C(BT)~! = B~'C=diag(sign(u;;) =S = C(BT) 'S ! =1 =85"'B~!CT < CT = BS = B. Donc A peut étre mise

sous la forme

A = BB” avec B=BS

i.e. la i-eme colonne de B est égale a la i-me colonne de B affectée du signe de u;;
Application numérique:

1 2 1 1

~ -1 2 1
B= -1 -1

1

Correction de I’exercice 7 A

o u e
A:Al:<v Bl>’ Bl:(bf)Jll

AT étant a diagonale strictement dominante on a:
n—1
o] > Y vil, [l + Y |Bil < |bi
i=1 i
11 suffit de montrer que
* la premicre colonne de L vérifie |I11] > Y2y [li1]

* B est telle que

T
o u I 7
Az—_<0 Bz)’ C—_Bz—_Bl—*Vu

vérifie |c;i| > Y ;4i|cji| avec Cij = Bjj — v iuj et itérer.

n l\V

11(X<1

e premiere colonne de L: I;; = v;/o = Y} 5 |lh| =Y
o Yisjleijl =Xz, |bij— Lviwj| < Zi;éj|bij|+|}7||wj|2i7éj|vi|

1

1
< byl — uj| + W\Mﬂ(lal —v;l) < |bjj— 2

= [cjj

donc B est de diagonale strictement dominante. La démonstration se finit par récurrence.




