Enoncés et corrections : Ana Matos.

Exo7

Quelques compléments d’algebre matricielle

Exercice 1 Matrices triangulaires élémentaires

Soit n € N et on définit les matrices suivantes dans R *":
* E;; matrice avec un 1 dans la position (i, j) et O partout ailleurs;
* Vii(A) =I+AE;;j , A €Ri>j;
o L(I) =1+ lieiT, l; € R" tel que ses premieres i composantes sont nulles.
1. Quels sont les résultats des opérations suivantes sur la matrice A:
B=V;j(1)A,C =AV;;(1)?
2. Quelle est la forme de la matrice
Vii(A)Vij(A)), k> i?
3. Représenter L(1;) et montrer que L(;) ™! = L(—1;).
4. Décomposer L(l;) comme produit de matrices de la forme Vj,,(1).
5. Calculer L =JT7=' L(I;) et son inverse L™

6. On suppose les /; stockés dans un tableau bidimensionnel Z et b € R" stocké dans un tableau unidimensionnel
B. Donner un algorithme permettant de calculer dans B la solution de Lx = b:

(a) en utilisant ’expression de L™!;

(b) en résolvant le systeme triangulaire.

Quelle est la conclusion?

Correction V [002210]

Exercice 2 Quelques identités pour le calcul d’inverses

Démontrer 1’identité
(A+UBV) ' =A"'—A'U(r+BvA~'U) 'BVA~!

en précisant:

¢ son domaine de validité;

* les types des matrices A,U,B,V.
Quelques cas particuliers:

1. Supposons B = 8 scalaire, U = u € R", V =T € R". Retrouver la formule de Shermann-Morrison qui
permet le calcul de I’inverse d’une matrice qui apparait comme perturbation de rang 1 d’une matrice dont
on connait I’inverse.
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2. Soient A € R™" réguliere et u,v € R" tels que 1 + v’ A~'u = 0. Montrer que

A+u” .
B= ( t}‘ Y ?) > est réguliere.

Calculer B! en remarquant que

3. Soit

D= [ 2 g } matrice inversible avec P € RP*P Q € RP*1,§ € R?*4

Calculer D~! en remarquant que

D:[z (I)]JF[SQIMO 7]

4. Calcul récursif de I’inverse: on pose

A, = [A;’;l ‘s} } avec A,_; € RU-Dx=1y, e Rl s e R

Utiliser la formule précédente pour calculer A, ! en fonction de A,;l |- En déduire un algorithme récursif
pour le calcul de I’inverse d’une matrice carrée de taille n.
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Exercice 3 Quelques propriétés des normes matricielles

1. Soit A une matrice d’ordre (m,n). Démontrer les inégalités suivantes pour les normes p, p = 1,2, et la
norme de Frobenius:

@ [All2 <[1AlF < v/nllAl2
(b) max|a;j| < ||Al|2 < /mnmax |a;;]

1
©) %HAHOO < [lAll2 < Vm||All-

1
d) —||All1 <Az < A
@ Al <41k < VAl

2. Soitu € R™, v € R" et E = uv’. Montrer que
1ElF = [1Ell2 = llull2llvi2
1E oo = [luelleo][VI]1
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Exercice 4
Montrer que si p(A) < 1 alors

e | — A est réguliere;

o I—A)"'=1limy_,o.Cy avec Cp =T +A +--- +AF,



Correction V [002213]

Exercice 5 Estimation de 1’erreur dans le calcul de I’inverse

Soit A une matrice carrée d’ordre 7 inversible et B une approximation de A~! On pose X = I — AB et on suppose
que || X|| < 1. Montrer que
1 IBX]]
|4~ —B| < .
=[x
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Exercice 6 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de R”

Soient
* H =span{vy,---,v,} le sous—espace vectoriel de R” engendré par les vecteurs {v; } supposés indépendants;
e V= [ Vi V2 e ] la matrice de type n x r dont les colonnes sont les composantes des v; dans la
base canonique € = (eq,--- ,e,)

Pour tout x € R” on désigne par y sa projection orthogonale sur H et par X et Y les matrices colonnnes des
composantes de x et y dans la base €. On pose

’
y= Z o;v;.
i=1

1. Montrer que la matrice G = G(vy, -+ ,v,) = VTV est inversible.
2. Montrer que les ¢; vérifient le systeme
o
G| : |=Vvx
o

3. Endéduire que Y = VG~ 'VTX = PX avec P=V G~ 'V (P est donc la matrice de la projection orthogonale
de R" sur H

4. Application: on considére n =3,v| = ey, v, = e] +e3 + e3. Déterminer la projection orthogonale sur H =
span {vi,v2} de x = 2e; —e) +e3.

5. Quelle est la matrice de la projection orthogonale sur H =span {v}?

6. Montrer que, pour x € R”
_ detG(x,vy, -+ ,vy)

d*(x,H) =
(x, H) detG(vy,---,v,)

[002215]




Correction de ’exercice 1 A

1. VA remplace la ligne i par sa somme avec la ligne j multipliée par A.

AV remplace la colonne j par sa somme avec la colonne i multipliée par A.
2. Vij(A)Vij) =1+ AE;j+A'Ey;
3. I suffit de montrer que (I + el )(I —Lel ) =1.
4. L(Li) = Vigrilliv1,i) -+ Vi (lni)
5. L7V =L(~ly1)L(~ly—a) - L(=l1) #1—Liel — —1,_yel_|
6. (a) algorithme en utilisant I’expression de L~!
Pouri=1lan—1
calcul de L(—[;)b
Pour j=i+1an
bj<b;—1;b;
(b) algorithme en résolvant le systeme triangulaire
X1 = b
Pouri=2an
X;=b;i— 23_:11 lijx;

conclusion: le nombre de calculs et I’espace mémoire utilisés sont les mémes.

Correction de I’exercice 2 A

Pour démontrer I’égalité il suffit de multiplier le membre de droite par SA + UBV) et montrer que 1’on obtient
I’identité.

Domaine de validité:A € .#),, inversible, U € My, B € Mpxq, V € Myxn, I+ BVA~'U inversible.

1. On obtient la formule de Shermann-Morrisson:

B

A71 TAfl
1+ pra-tu” "

(A4 BuwT)™! A" -

qui permet le calcul de I’inverse d’une matrice qui apparait comme perturbation de rang 1 d’une matrice
dont on connait I’inverse.

X\ A+w!)x+yu=0 x=—yA~lu
B<y>_0@{vTx:0 < vVix=—wlA"lu=0

ce qui donne x = 0,y = 0 et donc B est inversible.

3. En appliquant la formule générale on obtient

Bl AT —ATT AT ATy
- viA! 0

4. En appliquant la méme formule on obtient

ot [ PTIHPTIOATIRPTL —pTloA™
- —A'RP! Al

avec A=S—RP™'Q.



5. Calcul récursif de I'inverse : on dispose de A, ', de taille (n— 1) x (n— 1) et on veut calculer I'inverse
de

A1 v _
An:( ZTI S)avecu,vE]R" lseR

en utilisant la formule précédente on obtient

1
Al An 1 T35 A lvu A o AL
! —MTAn_1/5 5

=

_

avec 6 = s—uTA,;llv

et on en déduit facilement I’algorithme.

Correction de ’exercice 3 A

1. ||A]j3 = p(A*A) rayon spectral de la matrice A*A. D’un autre coté on a:

2 A¥ _ - >p(A*A)
Al =wiaa) = Y aarn { 2000

i=1

ol tr est la trace de la matrice et A; ses valeurs propres.

1/2
[All2 < [|AllF = (Zlaiﬁ) < (mnﬁl!_?;l.ﬂaij\z)l/z = vmnH}?}X\aul

l'-] ’

Soit x tel que : si max|a;;| = |ajyj,| alors on pose x = e, ||x||» = 1. Alors

1Ax[13 = XL, lai,jo|* > max |a;;|* = supl|Ax]3 > max|a;;|?
3. On rappelle que [|A|l = ¥}_; |aiy;| pour un certain io. Alors
2
A5 < [|AllF = X7y Yoy laij|* < mxmax; Yy |aij]* < mmax (X aij|)” = ml|A]l

Choisissons maintenant x = (x;) avec x; =signe(a,,;). Alors

Z QigjXj = Z |aioj| = |A]lo

2
(v [Axll2  [[A]l-
el = v = || Ax]3 = aijxj | = IAllZ = >
,; ,;1 )T Il = vn

ce qui implique [|A]|> > [[A]l/ v/

4. Méme démonstration que précédemment ou alors constater que [|A]|; = [|AT ||..

5. ”EHF—):z]u Z”HZ” 1“ :H“”%HVH%
n n
IE [l = max | Y Juv;] | =max [ |w] Y [v;| | = [[v][1]jull
1 _]:1 l _]:1
2

1Ex||3 = Xty (wiXioyvixg)” = X uf x (x,0)% = [Jufl53(x,v)?

[Ex]2 _ (x,v) | Ex|]2
[Jull2 = sup = [[vll2|ul2
Ixll2 lxll2 2



Correction de ’exercice 4 A

p(A) < 1=-1n’est pas valeur propre de A = 0 n’est pas valeur propre de I —A = [ — A inversible
(I-A)Cy=(I—-A)I+A+-- +A%) =1 A
Ci=I-A)"1I-A) = (T-A)""'—C, = (1—A)"'AF et conc
1 =A) " =Gl < [l =A) A < [ —a) Al
Comme ||A|| < 1 pour au moins une norme subordonnée on obtient finalement

lim [|[(I—A)"' =G| =0
k—oo

Correction de I’exercice 5 A

AB=1-X=B'"A""=(1-X)"=A""=BI-X)""=BI+X+X*+-)

) 29
47" =B < [BX X | < BRI+ X I +) < e

pour || X <1




