Exo7

Fractions rationnelles

Corrections de Léa Blanc-Centi.

1 Fractions rationnelles

Exercice 1
Existe-t-il une fraction rationnelle F' telle que

(F(X))* = (x*>+1)* 2

Indication V Correction V¥ Vidéo W [006964]

Exercice 2

Soit F = 5 une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. On suppose qu’il existe une fraction

rationnelle G telle que
P(X
o(20) x
o(X)

1. Si G = @Xt-taXta monrer que P divise (ag — boX) et que Q divise (a, — b, X).

bu X"+ b1 X+by’

2. En déduire que F = g est de la forme F(X) = %.

3. PourY = ggig exprimer X en fonction de Y. En déduire I’expression de G.

Indication Vv Correction V¥ Vidéo N [006965]

Exercice 3
Soitn e N* et P(X) =c(X —ay)--- (X —ay,) (ou les g; sont des nombres complexes et ol ¢ # 0).

1. Exprimer a I’aide de P et de ses dérivées les sommes suivantes:

Y i Yo Y 5
k=1 X — ag k=1 (X —ak)2 1<k, t<n (X —ak)(X —Clg)
kA
2. Montrer que si z est racine de P’ mais pas de P, alors il existe Ay,...,A, des réels positifs ou nuls tels

que Y A =1etz=Y}_ , Aai. Sitoutes les racines de P sont réelles, que peut-on en déduire sur les
racines de P’ ?

Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [006966]

2 Décompositions en éléments simples

Exercice 4
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, par identification des coefficients.

__X
I F =3


http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=f93zdMxazWw
http://www.youtube.com/watch?v=7jn7oh2DdnQ
http://www.youtube.com/watch?v=BDJWi5Od7uA

2 G = X3X4X-4

X—1
_ 2X34X2-X+1
3. H= X2-2X+1
_ X+l
4. K = X
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [006967]

Exercice 5
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, en raisonnant par substitution pour obtenir les
coefficients.

1. F = X+Xx*+1

X3-X
2 6=t
3. H = grgnoersa)
4 K — 2X4+X23’;33(;;6X+1
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo W [006968]

Exercice 6
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R.

1. A l’aide de divisions euclidiennes successives :

4X0 —2X5 + 11X — X3+ 11X%+2X +3
X(X2+1)3

F=

2. A Taide d’une division selon les puissances croissantes :

4X* — 10X +8X% —4X + 1
X3(X—1)?

G=

3. Idem pour :
X4 +2x%+1
= X5 —Xx3
4. Al’aide du changement d’indéterminée X =Y 41 :
XS +X*+1
K= A7+a+1
X(X—1)*

Indication Vv Correction V¥ Vidéo B [006969]

Exercice 7

1. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur C.

(3—-2i)X —5+3i X+i 2X
X2+iX +2 X2+i (X +1i)?

2. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, puis sur C.

X +X+1 X2-3 X?+1
X4—-1 (X24+1)(X2+4) X*+1

Correction V Vidéo W [006970]



http://www.youtube.com/watch?v=KHEyahxXAKk
http://www.youtube.com/watch?v=cMc2VRPKaKI
http://www.youtube.com/watch?v=S53f12bRBhE
http://www.youtube.com/watch?v=ocbw3l8Wwl0

3 Applications

Exercice 8

On pose Qp = (X —1)(X —2)%, 01 = X(X —2)? et O = X(X — 1). A I’aide de la décomposition en éléments
simples de m, trouver des polyndmes Ag, Ay, A tels que AgQo+A101 +A207 = 1. Que peut-on en
déduire sur Qy, O, et Q3?

Correction V Vidéo H [006971]

Exercice 9

Soit 7,,(x) = cos (narccos(x)) pour x € [—1,1].

1. (a) Montrer que pour tout 6 € [0, 7], 7,,(cos 0) = cos(n0).
(b) Calculer Ty et T7.
(c) Montrer la relation de récurrence 7,42 (x) = 2xT,,41(x) — T, (x), pour tout n > 0.
(d) En déduire que T, une fonction polynomiale de degré n.

2. Soit P(X) =A(X —a1)--- (X —ay,) un polyndme, ot les a; sont deux a deux distincts et A # 0. Montrer
que

1 Pla)

- = Ak

P(X) k; X—a

k

3. Décomposer Ti en éléments simples.
n

Indication V¥ Correction V¥ [006972]



http://www.youtube.com/watch?v=FPyfOQL32Hg

Indication pour P’exercice 1 A

Ecrire F = sous forme irréductible.

Indication pour I’exercice 2 A

Ecrire G = 4 sous forme irréductible (on pourra choisir par exemple n = max(degA,degB)).

Indication pour I’exercice 3 A
Considérer P'/P et sa dérivée, et enfin P”/P.

Indication pour I’exercice 4 A

Pour G et H, commencer par faire une division euclidienne pour trouver la partie polynomiale.

Indication pour I’exercice 5 A

Les fractions F, K ont une partie polynomiale, elles s’écrivent
F=X>+X+14X4X41

— 4x? 6X+l
K—X+1+W

Indication pour I’exercice 6 A

Pour F', commencer par écrire F = ¢ + Fj ou Fj = ; puis diviser N par X> -+ 1. Pour K, commencer par

N
X2+1)?
obtenir K =1+ % + K7, puis faire le changement d’indéterminée dans K.

Indication pour ’exercice 9 A

Pour 1. exprimer cos ((n+ 2)9) et cos(n6) en fonction de cos ((n+1)6). Pour 3. chercher les racines de 7, :
B (2k+1)
Wy =cos | ~——= | pourk=0,...,n—1.




Correction de I’exercice 1 A

Ecrivons F(X) = % avec P et Q deux polyndmes premiers entre eux, avec Q unitaire. La condition (F (X ))2 =
(X2 4+ 1) devient P2 = (X2 4 1)3Q?. Ainsi Q? divise P?. D’ol1 Q> = 1, puisque P? et Q° sont premiers entre
eux. Donc Q = 1 (ou —1). Ainsi F = P est un polyndme et P> = (X2 +1)3.

En particulier P? est de degré 6, donc P doit étre de degré 3. Ecrivons P = aX> + bX? 4 cX +d, on développe

Iidentité P? = (X2 41)3

XO43X4+3X2+1 =
a’X% +2abX> + (2ac + b*)X* + (2ad + 2bc) X + (2bd + ¢*)X? + 2cdX +d?

On identifie les coefficients : pour le coefficient de X6, on a a = 41, puis pour le coefficient de X, ona b =0
; pour le coefficient de 1, on a d = %1, puis pour le coefficient de X, on a ¢ = 0. Mais alors le coefficient de X 3
doit vérifier 2ad +2bc = 0, ce qui est faux.

Ainsi aucun polyndme ne vérifie I’équation P> = (X2 + 1), et par le raisonnement du début, aucune fraction
non plus.

Correction de I’exercice 2 A

1. Posons G=% et F = S (avec A, B, P,Q des polynémes). On réécrit I’identité G(F (X)) = X sous la forme
A(F(X)) =XB(F(X)). Posons n = max(degA,degB). Alors n > 1 car sinon, A et B seraient constants et

G(g) = X aussi.

Onadonc A =Y} aX* et B=Y7_,biX*, ot (ay,b,) # (0,0), et I'identité devient

n P k n P k
“(o) 75 (o)
Lole) =¥ "o
En multipliant par Q", cela donne

n n
Z akPan—k — Z kaPan_k.
k=0 k=0

Donc
(@=boX)Q" + (ot (a—bXPQ ™ )+ (an—baX)P =0

ou les termes dans la parenthése centrale sont tous divisibles par P et par 0. Comme Q divise aussi le
premier terme, alors Q divise (a, — b,X)P". D’apres le lemme de Gauss, puisque P et Q sont premiers
entre eux, alors Q divise (a, — b,X). De méme, P divise tous les termes de la parenthese centrale et le
dernier, donc P divise aussi (ap — boX)Q", donc P divise (ap — boX).

2. Supposons de plus qu’on a écrit G = % sous forme irréductible, c’est-a-dire avec pged(A,B) = 1. Vu
que a, et b, ne sont pas tous les deux nuls, alors a,, — b, X n’est pas le polyndme nul. Comme Q divise
a, — b,X alors nécessairement Q est de degré au plus 1 ; on écrit Q(X) = c¢X +d. Par ailleurs, ag — bpX
n’est pas non plus le polyndme nul, car sinon on aurait ay = by = 0 et donc A et B seraient tous les deux
sans terme constant, donc divisibles par X (ce qui est impossible puisqu’ils sont premiers entre eux).

Donc P est aussi de degré au plus 1 et on écrit P(X) = aX + b. Conclusion : F(X) = gi’g . Notez que a
et b ne sont pas tous les deux nuls en méme temps (de méme pour b et d).
3.SiY = giﬁ avec (a,b) # (0,0), algrs j( = —%. Autrement dit si on note ¢(X) = gig, alors sa
.. . L . 1 o Y —
bijection réciproque est ¢ ' (Y) = — 5=,

Nous avons prouvé que G (45) = X. Cette identité s’écrit G(¢(X)) = X. Appliquée en X = ¢~ (Y)

elle devient G(¢(¢*1(Y))) = ¢~ 1(Y), c’est-a-dire G(Y) = ¢~ (Y). Ainsi G(Y) = _dYy—b

cY—a-

Correction de ’exercice 3 A




1. (a) Puisque PX)=c(X—a;) - (X —ay):

PX)= c(X—ay) - (X—ay)+cX—a))(X—a3) - (X —ay)

+decX—ay) - X—ar1) X —aps1) - (X —ayp)

_{_..._|-C(X—a1)"'(X_an71)

c(X—ay)(X—an) P(X)

La dérivée est donc la somme des termes de la forme : =

Xfak Xfak :
A PO PX) L PX)
P (X) =
(X) X—a1+ +X—ak+ +X—an
Donc :
z”: 1
k=1 X—
(b) Puisque Y7 17 )2 est la dérivée de —Y ], X%ak on obtient par dérivation de —% :

P2 —PpP" PP”

n
;X ak

(c) On a remarqué que la dérivée de P’ est la somme de facteurs ¢(X —ay)- -

(X —ay,) avec un des

facteurs en moins, donc de la forme <& 7“)‘()761(:( —an) _ 7= o~ De méme P" est la somme de facteurs
: s NPT c(X—ay)(X—an) _ P
'c(X —ay) -+ (X —ay) avec deux facteurs en moins, ¢’est-a-dire de la forme (Xfalk)(Xfag) = Ta) =)
P P’ 1
P’ = Z donc — =
1<T<n (X —ar)(X —ay) P 1<tT<n (X —ar)(X —ay)
k#t k£l
2. On applique I’ 1dent1te = Y- X en z avec les hypotheses P(z) # 0 et P'(z) = 0. On en déduit
n
1
=0. L’expression conjuguée est aussi nulle :
k=1% " Gk
o] " z—a
Z - Z kz =0
k=127 =i le—ad
Posons y; = i |2 Alors

f (c—a) =0 done <Z >:):,,Lkak

Posons Ay = ./ (XF_; Mk), alors
» Les A sont des réels positifs.
s Yo k=1
e Etz= ZZ:I Aag.

En particulier si les a; sont tous des nombres réels, alors z est aussi un nombre réel. On vient de prouver
que si un polyndme P a toutes ses racines réelles, alors P’ a aussi toutes ses racines réelles. On a méme
plus : si on ordonne les racines réelles de P en a; < ap < --- < a, alors une racine z de P’ est réelle et

vérifie a; <z < ay.

Plus généralement, I’interprétation géométrique de ce que 1’on vient de prouver s’appelle le théoréme de
Gauss-Lucas : «Les racines de P’ sont dans 1’enveloppe convexe des racines (réelles ou complexes) de

P.»



Correction de ’exercice 4 A

_ X
I F =3

Commencons par factoriser le dénominateur : X2 —4 = (X —2)(X +2), d’ott une décomposition en
éléments simples du type F' = %5 + XLJFZ. En réduisant au méme dénominateur, il vient XZX_ 1= (a+h)XX2t24(a_b)
a+b=1

2(a—b)=0

et en identifiant les coefficients, on obtient le systeme { .Ainsia=0b= % et

1 1
X _ 3 2
X2—4 X-2 X+2

_ X3-3x*4X-4
2. G —_— T.

Lorsque le degré du numérateur (ici 3) est supérieur ou égal au degré du dénominateur (ici 1), il faut
effectuer la division euclidienne du numérateur par le dénominateur pour faire apparaitre la partie polynomiale
(ou partie entigre). Ici la division euclidienne s’écrit X> —3X%+X —4 = (X — 1)(X?>—2X — 1) —5. Ainsi
en divisant les deux membres par X — 1 on obtient

5

X3 -3X2+X -4
i =X?_2X-1-—o
X—1 X—-1
La fraction est alors déja décomposée en éléments simples.

_ 2X34 X% X+1
3. H= X2-2X+1

Commencons par faire la division euclidienne du numérateur par le dénominateur : 2X°> +X> - X + 1 =
(X% —2X +1)(2X +5) +7X — 4, ce qui donne H = 2X + 5+ X4 Tl reste 4 décomposer en éléments

X2 2X+1°
simples la fraction rationnelle H; = #}“H. Puisque le dénominateur se factorise en (X — 1)?, elle sera
_ _a b <A A 5 : 9o IX—4  _ bX+ta—b
de la forme H; = X1 + x~7- En réduisant au méme dénominateur, il vient Yool = X—axii eten
identifiant les coefficients, on obtient » = 7 et a = 3. Finalement,
2X3+X*-X+1 3 7
3 =2X+5+ 5+
X2-2X+1 X-12 X-1
_ X+l
4. K=z
Ici, il n’y a pas de partie polynomiale puisque le degré du numérateur est strictement inférieur au degré

3in Sim 3in

du dénominateur. Le dénominateur admet quatre racines complexes e, et , et =e 7 et et =e 7.
En regroupant les racines complexes conjuguées, on obtient sa factorisation sur R:
Xl = (X—ef)X—e D)) (X—eF)(X—e 1))
= (X*—2cosT+1)(X*—2cos 3 +1)
(X2 = V2X + 1) (X*+V2X +1)
Puisque les deux facteurs (X% —v/2X + 1) et (X2 ++/2X + 1) sont irréductibles sur R, la décomposition
en éléments simples de K est de la forme K = —4Xtb | __cXd

X2—\2X+1 ' X242X+1°
En réduisant au méme dénominateur et en identifiant les coefficients avec ceux de K = )?4111 , on obtient

le systeme
a+c=0
V2a+b—\2c+d=0
a+V2b+c—2d=1
b+d=1

Systeme que I’on résout en a = 7‘/5, c= %, b= 2+Tﬁ etd = %ﬁ. Ainsi
V2 2+v2 V2 2-V2
X+1_—TX+T TX+T
X1 X2-V2X+1  X24+V2X+1

7



Correction de ’exercice 5 A

XO4+X4+1
L F=235.
Pour obtenir la partie polynomiale, on fait une division euclidienne : X +X*+1 = (X> - X)(X>+X +
1)+X2+X+1. Cequidonne F = X2+ X+ 1+F,on F, = X AL Puisque X2 —X =X(X —1)(X+1),
la décomposition en éléments simples est de la forme
X2 +X+1 a b c

F: = — _
TXX—DX+D) X T X—1X+41

Pour obtenir a :

X(X24X+1) b
ey =X (% T 221 T x5)

* on multiplie I’égalité par X :

implifie XX+l gy BX | X
e on simplifie TnE+n 4t x—1 T

* on remplace X par O et on obtient —1 =a+0+0, donc a = —1.

De méme, en multipliant par X — 1 et en remplacant X par 1, il vient b = % Puis en multipliant par X + 1

et en remplagant X par —1, on trouve ¢ = %

Do C 1 \
X+xt+1 14 3

2 XX+l —
X3—X ATy T Yy Tx

_ X34X+1
2. G= FEErent

La partie polynomiale est nulle. La décomposition en éléments simples est de la forme G = ﬁ +
b d
o T xor T re

* En multipliant les deux membres de 1’égalité par (X — 1), en simplifiant puis en remplagant X par
1, on obtient a = %
* De méme, en multipliant par X + 1, en simplifiant puis en remplacant X par —1, on obtient d = ¢

[e=]EN]

* En multipliant par X et en regardant la limite quand X — +oo, on obtient 1 = c+d. Donc ¢ =
* En remplagant X par 0, il vient —1 = —a+b—c+d. Donc b = 3
Ainsi :
X3 +X+1

CERCIET) &

‘ [NS1[O¥]

_ X
3. H = iy

Puisque X2+ 1 et X +4 sont irréductibles sur R, la décomposition en éléments simples sera de la forme

X _aX+b+cX+d
(X2+1)(X2+4) X241 X2+4

* En remplagant X par 0, on obtient 0 = b+ %d .

. g . 2
* En multipliant les deux membres par X, on obtient X7F 1)(X2 ey izfrblx + Cﬁﬁix En calculant
la limite quand X — 40, ona 0 =a+c.
* Enfin, en évaluant les fractionsen X = 1 et X = —1, on obtient % = %” + ng et 35 = 7“2”’ + %“I.
La résolution du systéme donne b =d =0, a = %, c= —% et donc
1 1
X B 3X 3X

(X24+1)(X2+4) X241 X2+4

8



2X4+X*+3X2 0X+1
4. K = e

Pour la partie polynomiale, on fait la division euclidienne:

XY+ X3 43X% —6X +1=(2X° —XH) (X + 1)+ (4X> —6X +1)

cequidonne K=X+1+K;ou K| = %ﬁ Pour trouver la décomposition en éléments simples de

K1, on factorise son numérateur: 2X° — X2 = 2X?(X — ) ce qui donne une décomposition de la forme
K=+

On obtient alors ¢ en multipliant les deux membres de 1’égalité par X2 puis en remplagant X par O:
a = —1. On obtient de méme ¢ en multipliant par X — % et en remplacant X par %: ¢ = —2. Enfin on
trouve b en identifiant pour une valeur particulieére non encore utilisée, par exemple X = 1, ou mieux en
multipliant les deux membres par X et en passant a la limite pour X — +oc0: b = 4. Finalement:

2XP 4 X3 43X2—6X+1 1

4 2
=X Al— st —
2X3 — X2 ety T xo

1
2

Correction de I’exercice 6 A

1 F = 4X6—2x5+11x* X3+11X2+2X+3
: X(X2+1)3

(a) La décomposition en €léments simples de F est de la forme F = ¢ + (bx e 4 (dX te | Xtg )

X2+1) X2+1) X2+1°
est difficile d’obtenir les coefficients par substitution.

(b) On va ici se contenter de trouver a : on multiplie F par X, puis on remplace X par 0, on obtient
a=73.

(c) On fait la soustraction F; = F — ¢. On sait que la fraction F; doit se simplifier par X. On trouve

F = X —2X*4+2X3 X2 42X 42
(X2+1)3

(d) La fin de la décomposition se fait par divisions euclidiennes successives. Tout d’abord la division
du numérateur X — 2X* +2X3 — X2 42X + 2 par X2+ 1:

X5 2X* 42X X2 2X 2= (X2 + )(XP —2X? 4 X + 1)+ X +1
puis on recommence en divisant le quotient obtenu par X2 + 1, pour obtenir
XP—2x*42x? X2 42X 42 = (X2 4+ D)((XP+ D)X —2)+3) +X +1

On divise cette identité par (X> +1)?

() ((CHD)(X=2)13) +X+1 _ yy X2

Fl - (X2+l)3 - (X2+1)3 + (X2+l)2 + X2+l

Ainsi

i—i— X+1 n 3 +X—2
X (X241 (X2+1)2 X?+1

F =

Remarque : cette méthode des divisions successives est tres pratique quand la fraction a décomposer a
un dénominateur simple, c’est a dire comportant un dénominateur du type Q" ou Q est du premier degré,
ou du second degré sans racine réelle.

4X4—10X34-8X2— 4X+1
2.G=1% X1

La décomposition en €léments simples de G est de la forme 5 + % +5+ ﬁ + y—7- La méthode la

plus efficace pour déterminer les coefficients est d’effectuer une division suivant les puissances croissantes,
ici 2 I’ordre 2 (de sorte que le reste soit divisible par X* comme le dénominateur). On calcule la division



suivant les puissances croissantes, a I’ordre 2 du numérateur 1 —4X + 8X? — 10X> +4X* par (X — 1),
ou plutdt par 1 —2X + X2 :

14X +8X% — 10X° +4X* = (1 —2X + X?)(1 —2X +3X?) + (—2X° +x*)

Remarquer que le reste —2X> -+ X* est divisible par X3.

En divisant les deux membres de cette identité par X3(X — 1)2, on obtient a, b et ¢ d’un seul coup:

G — 4X'-10X°48X2-4X+1
X3(X—1)2
_ (X=DXA-2X+3XD)+H(2X3+XY)
X3(X—1)2

1 2 3 X2
o TX T o

Il reste a trouver d et e: par exemple en faisant la division euclidienne de X —2 par X —1: X —2 =
X-1)—1.
1 2 3 1 1

Gzi—i —_—
¥ oxtx T o Tx=i

H o= X'2X2+1 . XT42XP+4]
: X°-x3 X3(X-1)(X+1)"

4 it —a 4 b, c d e
La décomposition serade laforme H = 35+ 5+ xy + x5 T 1 T

du numérateur par (X — 1)(X + 1) = X — 1 selon les puissances croissantes,  I’ordre 2 (de sorte que le

reste soit divisible par X> qui est la puissance de X au dénominateur de H, en fait on 1’obtient a I’ordre
3):

Pour obtenir a, b, ¢, on fait la division

142X2 +X* = (=1 4+X?)(=1 —-3X?) +-4x*

ce qui donne directement
H = X440X2+1
XX -D(X+ID)
(X>—1)(—1-3X%)+4x*

_ L FEDy
= —x " xTxo
Il reste a décomposer Xﬁ{l:%+Xil.0ntrouved:e:2, d’ou
X4 42X2+1 1 3 2 2
H=—m— "% xTx-1 x+1
X —-X X X X—-1 X+1

Remarque : la méthode de division selon les puissances croissantes est efficace pour un exposant assez

grand (en gros a partir de 3) dans une fraction du type ngg(). Elle peut étre utilisée pour une fraction
du type %, mais il faut commencer par le changement de variable Y = X — @ avant de faire la

division, puis bien entendu revenir a la variable X.
_ XX+
- K=Y
Puisque le degré du numérateur N est supérieur ou égal a celui du dénominateur D, il y a une partie
polynomiale. N et D étant de méme degré, avec le méme coefficient dominant, la partie polynomiale
. o a b c d _e i
vaut 1 et K se décompose sous la forme K =1+ 5 + X1 + TESIE + X1 + x57- Le coefficient a

s’obtient facilement en multipliant K par X puis en remplacant X par0: a = 1.
4(Y+1)>3—2(Y+1)2-2(Y+1)+3

SoitK1=K—1— % = %. Le changement d’indéterminée X =Y + 1 donne K| =

En développant, on obtient directement

Y4

_4YP+10Y2+6Y+3 3 6 10 4

K 4
! iz vty
3_ 2_ .
etdonc (avecY =X —1): K; = & &X_I)fXH = (X_31)4 + (X_61)3 + (Xl_ol)z + % . Finalement,
K_x5+x4+1_1+1+ 3 . 6 10 4
XX -Df X (X=1D)* (X—-1)3 (Xx-1)2 X-1
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Correction de ’exercice 7 A

1.
(3—20)X—5+3i _  24i 4 L3
X24iX+2 - X—i " X+2i
X+i 274\/5'*'%"_'_ Hzﬁ‘%’
X2+ - X— \/i—zﬁt X-‘r\/i_ 2i
X = L4 i
(X+i)2 T X+ (X+0)?
2. 3 1 1
XX+l _ 3 i Xty
X -1 = X+ S + X+ 7 X240 1
3 1 Y S v,
J— 4 4 2'4 2 4
X+ % tya Ty Ty
X2-3 _ % + %
(X2+1)(X2+4)  — 2X2+1 , X244
. . 7 .
_ 3! —3! VL !
STy Tx—a txa
X241 1 3
= + 2
X4+1 X2—V2X+1 ' X24/2X+1
_V3; V2,
= 4 a Ty an
2 2. 2 2
X—5 =50 ZXfT+ 51 ;

Correction de I’exercice 8 A
La décomposition en élément simple s’écrit :

En multipliant cette identité par le dénominateur X (X — 1)(X —2)?, il vient :
1=—100+ 01+ (3 —3(X-2)) 0.

Ainsi Ag = —%, Aj=letA =(2— %X ) conviennent. On a obtenu une relation de Bézout entre Q;, Q> et O3
qui prouve que ces trois polyndmes sont premiers dans leur ensemble : pged(Q;,0>,03) = 1.

Correction de I’exercice 9 A

1. (a) Si on pose x = cos alors I’égalité 7;,(x) = cos (narccos(x)) devient 7,(cos6) = cos(n@), car
arccos(cos0) = 6 pour 6 € [0, 7].

(b) To(x) =1,Ti(x) =x.
(c) Enécrivant (n+2)0 = (n+1)0+ 0 et n6 = (n+1)6 — 6 on obtient :

cos ((n+2)0) =cos ((n+1)60) cos @ —sin ((n+1)0) sin6
cos (n@) =cos ((n+1)0)cos6 +sin ((n+1)6) sin @

Lorsque I’on fait la somme de ces deux égalités on obtient :
cos ((n+2)0) +cos (n6) = cos ((n+1)6) cos @

Avec x = cos 0 cela donne :
Tn+2 (.X) + Tn (X) = ZXT;/H_] (X)

(d) Ty et T; étant des polyndmes alors, par récurrence, T,(x) est un polyndme. De plus, toujours par la
formule de récurrence, il est facile de voir que le degré de T, est n.
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2. Puisque les racines de P=A(X-— al) (X —ayp) sont deux a deux distinctes, la décomposition en

éléments simples de 1 p est de la forme - ik e

Expliquons comment calculer le coefﬁ01ent c1. On multlplie la fraction % par (X —a;) ce qui donne

X—a; __ —ay X—a X— a1 _ 1
P CI+CZX a2+ ko a et T AX—az)-(X—an)

On évalue ces égalités en X = a; ce qui donne
1 B 1
Aay—az)---(a1 —an)  Alljzi(ar —aj)

cl —

On obtiendrait de méme le coefficient c; en multlphant par (X — ay), puis en remplacant X par a, ce

1
qu1 donne: Cy = W .

Or la dérivée de P est
PX)= AMX—-a) - X—a)+AX—a))(X—a3) (X —ay,)
+otAX —ar) - (X —a-1)(X —agg1) - (X —an)
ot AKX —an) (X —an )

et donc P'(a1) = Al (a1 —aj) et plus généralement P'(ax) = A[];(ax —a;). On a bien prouvé
k= % et ainsi la décomposition en éléments simple de 1/P est :

n 1
_ P'(ay)
Lx-

(a) Cherchons d’abord les racines de T,,(x). Soitx € [—1,1] :

T,(x) =0 <= cos(narccos(x)) =

= narccos(x)zg (mod 7)

T km
< Jk€Z arccos(x) = —+ —
2n  n
Comme par définition arccos(x) € [0, 7], les entiers k possibles sont k =0,...,n— 1. Ainsi
T km T km
arccosx = — + — = xX=cos| —+—
2n  n 2n  n

Posons donc wy = cos ((2]‘“) ) pour k =0,...,n— 1. Les wy sont les racines de 7,,. Finalement

Tu(x) = ATT; = (x ).
(b) Ainsi 7,,(x) = A TI{Z) (x — ax) et les @y sont deux a deux distincts. On sait par la question précédente
que la décomposition en éléments simple de 1/7,, s’écrit

I VG

T,(X) X — o

k=0

Repartant de 7, (x) = cos (narccos(x)), on calcule 7, (x) = \/]"_7 sin (narccos(x)). En utilisant que

sin (narccos(ay)) = sin <n <(2"2+nl)”>> — sin (g i) = (~1)F

V1 —cos20 = V/sin? = sin O pour 6 € [0, 7]

—1)k
on trouve que 7, (@) = sz((z“)l)”)

et

Ainsi .
1 _n—l (7}11) sin ((Zk;)”)
T(X) & x—cos <(2k2+1)”)
n
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