Exo7

Nombres complexes

1 Forme cartésienne, forme polaire

Exercice 1

Mettre sous la forme a + ib (a,b € R) les nombres :

346i  (14+i\* 3460 2450 2-5i
3-4i 0 \2-i) "3-4  1-i  1+i

Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [000001]

Exercice 2

Ecrire sous la forme a + ib les nombres complexes suivants :
1. Nombre de module 2 et d’argument 7 /3.
2. Nombre de module 3 et d’argument —7 /8.

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [000003]

Exercice 3

Calculer le module et I’argument de u = @ etv=1—i. En déduire le module et I’argument de w = .

Indication V¥ Correction V Vidéo A [000011]

Exercice 4

Déterminer le module et I’argument des nombres complexes :
io

& ot 619 —|—€219.

Indication Vv Correction V¥ Vidéo N [000013]

2 Racines carrées, équation du second degré

Exercice 5

Calculer les racines carrées de 1, i, 3+4i, 8 — 61, et 7+ 24i.

Indication V¥ Correction Vv Vidéo W [000027]
Exercice 6

1. Calculer les racines carrées de I—\E En déduire les valeurs de cos(m/8) et sin(x/8).

2. Calculer les valeurs de cos(7/12) et sin(7/12).


http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=g5vcj-DIa2M
http://www.youtube.com/watch?v=2kur52c78pA
http://www.youtube.com/watch?v=XzALEyZLQYc
http://www.youtube.com/watch?v=-Kjd4SKjwEo
http://www.youtube.com/watch?v=BPzsFnvZypQ

Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [000029]

Exercice 7
Résoudre dans C les équations suivantes :

ZHz+1=0 ; Z—(1+2)z+i-1=0 ; Z2—V3z-i=0 ;
P2 —(5—14i)z—2(5i+12) =0; 2 — (34+4i)z—1+5i=0; 4> —2z4+1=0;
102 4169=0 ; *4+277+4=0.

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [000031]

3 Racine n-iéme

Exercice 8

Calculer lasomme S, = 1 +z+72+--- + 7"
Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [000047]

Exercice 9

1. Résoudre z°> = 1 et montrer que les racines s’écrivent 1, j, j2. Calculer 1+ j+ ;2 et en déduire les racines
de 1+z+2>=0.

2. Résoudre 7" = 1 et montrer que les racines s’écrivent 1,€,...,£"~!. En déduire les racines de 14z + 2> +
.- 471 =0. Calculer, pour p € N, 1 + &P+ 4 ... 4+ eln=p,

Correction V¥ Vidéo A [000048]

Exercice 10
Trouver les racines cubiques de 2 —2i et de 11 4 2i.
Correction V Vidéo W [000043]

Exercice 11

1. Soient z1, zp, z3 trois nombres complexes distincts ayant le méme cube.

Exprimer z et z3 en fonction de z;.

2. Donner, sous forme polaire, les solutions dans C de :
L+ (T-)—8—8i=0.
(Indication : poser Z = z3 ; calculer (9 +i)?)

Correction V Vidéo H [000056]



http://www.youtube.com/watch?v=Q5kK2BZBffI
http://www.youtube.com/watch?v=TC-3du7GQAQ
http://www.youtube.com/watch?v=MJT-lI-lt-M
http://www.youtube.com/watch?v=b63m6T3TlsY
http://www.youtube.com/watch?v=6B7bztuiRh8
http://www.youtube.com/watch?v=sVzO_9JjHTM

4 Géométrie

Exercice 12

Déterminer 1’ensemble des nombres complexes z tels que :

z—3
1|2 =1,
z—5
z—3 V2
z—5| 2°
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [000060]

Exercice 13

Montrer que pour u,v € C, on a |[u+v|* + |u —v|?> = 2(|u|> + |v|?). Donner une interprétation géométrique.

Indication Vv Correction V Vidéo A

[000069]

Exercice 14

Soit (Ag,A1,A2,A3,A4) un pentagone régulier. On note O son centre et on choisit un repére orthonormé

(0, 7, 7) avec i = OAy, qui nous permet d’identifier le plan avec 1I’ensemble des nombres complexes C.

7o\

1. Donner les affixes @, . .., @4 des points Ao, ... ,A4. Montrer que @y, = o~ pour k € {0,1,2,3,4}. Montrer

que 1+ @) + ©? + @} + @} = 0.

. En déduire que cos(%”) est I’une des solutions de I’équation 4z> +2z — 1 = 0. En déduire la valeur de
2
cos( ).

. On considere le point B d’affixe —1. Calculer la longueur BA; en fonction de sin {; puis de V/5 (on
remarquera que sin {5 = cos 2?”).

. On considere le point I d’affixe é le cercle € de centre I de rayon % et enfin le point J d’intersection de
% avec le segment [BI|. Calculer la longueur BI puis la longueur BJ.

. Application: Dessiner un pentagone régulier a la régle et au compas. Expliquer.

Correction V Vidéo H [000077]



http://www.youtube.com/watch?v=iiReM2y_jKk
http://www.youtube.com/watch?v=MNGaSR9bknI
http://www.youtube.com/watch?v=wHlb0IsMB7Q

5 Trigonométrie

Exercice 15

Soit z un nombre complexe de module p, d’argument 8, et soit 7 son conjugué. Calculer (z+2)(z>+7%)... (" +
7") en fonction de p et 6.
Indication V Correction ¥ Vidéo W [000020]

Exercice 16
En utilisant les nombres complexes, calculer cos 560 et sin56 en fonction de cos 0 et sin 6.
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [000080]

6 Divers

Exercice 17
Soit Z[i] = {a+ib ; a,b € Z}.

1. Montrer que si o et 3 sont dans Z[i] alors &t + 3 et o3 le sont aussi.

2. Trouver les élements inversibles de Z[i], ¢’est-a-dire les éléments o € Z[i] tels qu’il existe B € Z[i] avec
af =1.

3. Vérifier que quel que soit @ € C il existe a € Z[i] tel que | — | < 1.

4. Montrer qu’il existe sur Z[i] une division euclidienne, c’est-a-dire que, quels que soient & et 3 dans Z[i]
il existe g et r dans Z[i] vérifiant :

o=PBqg+r avec |r| < |B]-
(Indication : on pourra considérer le complexe %)

Correction ¥ Vidéo H [000096]



http://www.youtube.com/watch?v=8nXKgqMsucU
http://www.youtube.com/watch?v=yE-CGGcOrYA
http://www.youtube.com/watch?v=JdTvqdw6lRE

Indication pour ’exercice 1 A

Pour se “débarrasser” d’un dénominateur écrivez % = 4.2 — <

Indication pour I’exercice 2 A

11 faut bien connaitre ses formules trigonométriques. En particulier si ’on connait cos(26) ou sin(26) on sait
calculer cos 0 et sin 6.

Indication pour I’exercice 3 A

Passez a la forme trigonométrique. Souvenez-vous des formules sur les produits de puissances :

eldoil — ei(a+b) et eia/eib _ ei(afb)'

Indication pour I’exercice 4 A

Pour calculer un somme du type e + €' il est souvent utile de factoriser par €' 2 .

Indication pour I’exercice 5 A

Pour z = a+ ib on cherche ® = o +if3 tel que (o +iB)? = a+ ib. Développez et indentifiez. Utilisez aussi que
o] = |z|.

Indication pour I’exercice 6 A

Il s’agit de calculer les racines carrées de 1—\;%’ = ¢'% de deux facons différentes.

Indication pour I’exercice 7 A

Pour les équation du type az* + bz +c¢ = 0, poser Z = z°.

Indication pour I’exercice 8 A
Calculer (1 —z)S,.

Indication pour ’exercice 12 A

Le premier ensemble est une droite le second est un cercle.

Indication pour I’exercice 13 A

Pour I’interprétation géométrique cherchez le parallélogramme.

Indication pour ’exercice 15 A

Utiliser la formule d’Euler pour faire apparaitre des cosinus.

Indication pour I’exercice 16 A

Appliquer deux fois la formule de Moivre en remarquant 9 = (¢/9)3.




Correction de I’exercice 1 A
Remarquons d’abord que pour z € C, zZ = |z|* est un nombre réel, ce qui fait qu’en multipliant le dénominateur
par son conjugué nous obtenons un nombre réel.

346 _ (3+6)(3+4i) _9-24+12i+18i _ —15+300 _ 3 6,

3—4i  (3—-4i)(3+4i) 9+16 25 5
Calculons
I+i  (1+i)(2+i)  1+3i
2—i 5 5
et
14+i\>  (143)\> -8+6i §+6,
2—i) 5 25 25
Donc
14+i\> 3+6i 8+6 3.6, 23 36,
=— —i——Fi=——4 =i
2—i 3—4i 25 25 55 25 25
Soit z = 2+5’ . Calculons z 4z, nous savons déja que c’est un nombre réel, plus précisément : z = —% + %i et
doncz+z——3.

Correction de ’exercice 2 A

1. z1 =2¢'3 :2(cos§+isin§):2( +iy )— 14iV/3.

2. 70 =3¢~ ’8—30057—31sm8 3 2;”5—31 227\5.

Il nous reste a expliquer comment nous avons calculé cos % et sin %: posons 6 = %, alors 26 = % et donc

cos(26) ‘[ = s1n(29). Mais cos(26) = 2cos* 0 — 1. Donc cos’ 0 = COS(ZG)H 1(24+V/2). Btensuite

sin@ =1 —cos? 0 = %(2 —+/2). Comme 0 < 6 = g < Z.cosBetsinb sont des nombres positifs. Donc

T 1/ T 1/
cosg—i 242 , smg—i 2-V2.

Correction de ’exercice 3 A

Nous avons
6—v2i 3 i b4
:Q:\/ﬁ i_i :\/§<COS*—ISIH ) \/>€716
2 2 2 6
puis 4
v=1-i=1+2e""1.
Il ne reste plus qu’a calculer le quotient :
iz
w_ V2T i g
% \ﬁe_’I

Correction de I’exercice 4 A

D’apres la formule de Moivre pour e/* nous avons :

el cos Q+isino cosq isina
e =e + =e e .

Or €% > ( donc I’écriture précédente est bien de la forme “module-argument”.



juty
2

De facon générale pour calculer une somme du type e™ + e” il est souvent utile de factoriser par ¢’ z . En effet

jutv

. . cu—v _su—v
elu+elV:elz(elz+elz>

utv u—
=é' 2 2cos
2
—V jutv
= 2cos e,
2

Ce qui est proche de I’écriture en coordonées polaires.
Pour le cas qui nous concerne :

; ; 30 [ _io i0 0 e
7= 4640 = ¢ [e 2+ez}:2cos§e2.

Attention le module dans une décomposion en forme polaire doit €tre positif ! Donc si cosg > 0 alors 2cosg
est le module de z et 36/2 est son argument ; par contre si cosg < 0 le module est 2| cosg| et ’argument
30/2+ & (le +m compense le changement de signe car ¢ = —1).

Correction de I’exercice 5 A
Racines carrées. Soit z = a+ ib un nombre complexe avec a,b € R ; nous cherchons les complexes @ € C tels
que @? = z. Ecrivons @ = & + if3. Nous raisonnons par équivalence :

0’ =z (a+iB)? =a+ib
s o?—p2+2iaf =a+ib

Soit en identifiant les parties réelles entre elles ainsi que les parties imaginaires :

Sans changer 1’équivalence nous rajoutons la condition |@|* = |z].

o+ B2 =Var+ b2
Sat-p%=a
208 =b

Par somme et différence des deux premieres lignes :

2
o ‘32 _ fa+\/2a2+b2
28 =b

_ a+Va*+b?
o= £/ 5

& ﬁZ:I: —a+\/2a2+b2

L af} est du méme signe que b

[OCZ_avLivabrb2

Cela donne deux couples (a, B) de solutions et donc deux racines carrées (opposées) @ = a +if} de z.



En pratique on répéte facilement ce raisonnement, par exemple pour z = 8 — 6i,

w'=zs (a+iB)? =8—6i
& o — B>+ 2iaf =8—6i

@{az—[V:S
20 =—6

o’ +B% = /8 +(—6)2 = 10 le module de z
= a2_ﬁ2:8

203 =—6

202 =18
Spr=1

2aB = -6
S p==+1

o et B de signes opposés

a=3etf=-1

S < ou

o=-3etf=+I

Les racinesde z =8 —6isontdonc w; =3 —ietwn = —w; = —3+1.
Pour les autres :

e Lesracines carrées de 1 sont: +1 et —1.
* Les racines carrées de i sont : @(1 +i) et —@(1 +1i).
e Lesracines carréesde 3+4isont: 2+iet —2 —1i.

* Les racines carrées de 7 +24i sont : 4+ 3i et —4 — 3i.

Correction de ’exercice 6 A

Par la méthode usuelle nous calculons les racines carrées @, —® de z = I—\E, nous obtenons

w_\/\@+1+i\/ﬂ—1
\ 2v2 272

1 1
w_z\/2+ﬁ+i2\/2—ﬁ.

Mais nous remarquons que z s’écrit également

qui peut aussi s’ écrire :

Z:elz

iz\?_
e’ —=e8 =e 4.

. . i . A i T . . P N
Cela signifie que e's est une racine carrée de z, donc e's = cos § +isin § est égal 2 ® ou —@. Comme cos § >0

P
et e's vérifie

A

alors ¢'s = o et donc par identification des parties réelles et imaginaires :

T 1 .1
cosg—E\/Z—i-\[Z et smg_i 2-2.



Correction de I’exercice 7 A

Equations du second degré. La méthode génerale pour résoudre les équations du second degré az” +bz+c =0
(avec a,b,c € C et a # 0) est la suivante : soit A = b* — 4ac le discriminant complexe et § une racine carrée de
A (8% = A) alors les solutions sont :

_ —b+0 —b—90

71 = et o=
! 2a 2 2a

Dans le cas ou les coefficients sont réels, on retrouve la méthode bien connue. Le seul travail dans le cas
complexe est de calculer une racine 6 de A.
Exemple : pour 22 —+/3z—i=0, A=3+4i, dont une racine carrée est 8 = 2+ i, les solutions sont donc :

V34240 V3-2—i

<1 D) )

Les solutions des autres équations sont :
« L’équation z> 4+ z+ 1 = 0 a pour solutions : 3(—1+iv/3), 1(—1—iV3).
* L’équation z2 — (1 +2i)z+i— 1 =0 a pour solutions : 1 +1, i.
« L’équation z> —/3z—i =0 a pour solutions : (2 —+v/3+i), 1(—2—+/3—1)
» L’équation z2 — (5 — 14i)z — 2(5i +12) = 0 a pour solutions : 5 — 12i, —2i.
» L’équation 72 — (3+4i)z— 1+ 5i = 0 a pour solutions : 2+ 37, 1 +i.
« L’équation 4z> —2z+ 1 = 0 a pour solutions : }(14iv/3), +(1—iv/3).
* L’équation 2 +102+169=0a pour solutions : 2+ 3i, —2 —3i, 2 —3i, —2+ 3i.

* L’équation z* +27z% +4 = 0 a pour solutions : @(1 +iv/3), %(l —iv/3), @(—l—i—i\@), @(—1 —iV3).

Correction de I’exercice 8 A

n
Sp=1+z+2+-+2"=Y
k=0

z _ntl . z 2ot N
Nous devons retrouver le résultat sur la somme S, = =—d’une suite géométrique dans le cas o z # 1 est un

réel. Soit maintenant z # 1 un nombre complexe. Calculons S, (1 —z).

Su(1—2) = (14+z+2*+---+2")(1 —z) développons
=14z4+2+ -+ —z7—72— - — 7" les termes intermédiaires s’annulent

=1 _Zl’l+1

Donc
l_Zn-H
S, =———, pourz#1.
1—z

Correction de I’exercice 9 A

Calcul de racine n-iétme. Soit z € C tel que 7" = 1, déja |z|" = 1 et donc |z| = 1. Ecrivons z = ¢/®. L’équation

devient ok
: V3
=" =1on0=0+2kn, kcZ<=0="" kel
n



Les solution sont donc

7= (e kez).

Comme le polyndme z* — 1 est de degré n il a au plus # racines. Nous choisissons pour représentants :
2ik:
P = {eT”, kzo,...,n—l}.

De plus si € = e’ alors . = {sk, k=0,...,n— 1} . Ces racines sont les sommets d’un polygone régulier a n
cOtés inscrit dans le cercle unité.

Soit P(z) = Yj_, & = =% —% pour z # 1. Donc quelque soit z € %\ {1} P(z) = 0, nous avons ainsi trouver n — |
racines pour P de degré n — 1, donc I’ensemble des racines de P est exactement .\ {1}.

Pour conclure soit Q,(z) = Zk 0 gkp

Sip=0+/{n,{cZalors e’ = gktn _ (e =1 =1. Donc Q,(z) = X}-) 1 =n.

Sinon Q,(z) est la somme d’une suite géométrique de raison €7 :

0,(z) = L) _ 1= 1-1

1—¢pP l—ep  1—¢gpP

Correction de ’exercice 10 A

1. Les trois racines cubiques ont méme module v/2, et leurs arguments sont —/12, 77/12 et 5w/4. Des
valeurs approchées sont 1,36603 — 0,36603i, —0,36603 4 1,36603i et —1 —i.

2. —1-2i, (—=1—2i)jet (—=1—2i);% ot j = =52 (racine cubique de 1).

Correction de I’exercice 11 A
Soient 71,22, z3 trois nombres complexes distincts ayant le méme cube.

1. z1 # 0 car sinon on aurait z; = zp = z3 = 0. Ainsi (2)? = (£)3 = 1. Comme les trois nombres 1, et
21 21

(g—?) sont distincts on en déduit que ce sont les trois racines cubiques de 1. Ces racines sont 1, j = e 5 et
2im

j2>=e~ 5 . A une permutation prés des indices 2 et 3 on a donc :
22 =)z et B=J12-
2. Soit z € C. On a les équivalences suivantes :
L4 (7-i)7’ —8—8i=0« 7’ est solution de Z> + (7 —i)Z—-8—8i=0

Etudions I’équation Z> + (7 —i)Z—8 —8i =0. A= (7—i)*> +4(8+8i) = 80+ 18i = (9+1i)>. Les
solutions sont donc —8 et 1+ i. Nous pouvons reprendre notre suite d’équivalences :
LH(T-)2-8-8i=0s7 € {-8,1+i}
s2=(-27 ou £=V20)
sze{-2, 2T ,—2e i }ouze{\[e12 V2611 /2e" 12}
sze{- 2,2¢% 207 % V26T V26 \felr’f}

L’ensemble des solutions est donc :

{— 2263 23 \[612 V2e' T \felg}

10



Correction de I’exercice 12 A
Nous identifions C au plan affine et z =x+iy a (x,y) € R x R.
Remarquons que pour les deux ensembles z = 5 n’est pas solution, donc

z—3

o l=1ez-3]=z-5|.
- lz=3|=lz-5]

Ce qui signifie préciSement que les points d’affixe z sont situés a égale distance des points A,B d’affixes
respectives 3 = (3,0) et 5 = (5,0). L’ensemble solution est la médiatrice du segment [A, B].

Ensuite pour

Siiad [ PP e P
z—S’ 5 =3 =5k-l

< (z—-3)(z-3) = %(z—S)(z—S)
S zZ—(z+2) =7
Slz-17=8

Sli—1]=2v2

L’ensemble solution est donc le cercle de centre le point d’affixe 1 = (1,0) et de rayon 2+/2.

Correction de ’exercice 13 A

lu+ v+ |u—v|> = (u4v)(@+79) + (u—v)(d—v) = 2ui 4 2vv = 2|ul> + 2|v|*.

Géométriquement il s’agit de I'identité du parallélogramme. Les points d’affixes O,u,v,u + v forment un
parallélogramme. |u| et |v| sont les longueurs des cotés, et |u+ v|,|u — v| sont les longueurs des diagonales. 1l
n’est pas évident de montrer ceci sans les nombres complexes !!

Correction de ’exercice 14 A

1. Comme (Ao, A4) estun pentiggne‘riguher ona OAO = 0A1 OAy =0A3=0A4=1¢et (O—Ag, 07;) =
Z[2n], OAO,OAZ) Z2x],(0Ao, OA3) = —*Z[2x], (OAy, OA}) = —22[27],. Onen déduit: wp =1, =

Zm: 4in 6im 2in 8im

es,a)z—ei,w;—e 5 =es,p=¢€ 5 =e>,. Onablena)i:a){. Enfin, comme @; # 0,
- _
1+ +...+of=—a =1L 0

1—m; 1—o;

2. Re(1+ @ +...+ @}) = 1 +2cos(%) +2cos(*E). Comme cos(*E) = 2cos?(2) — 1 on en déduit:
4cos? () +2cos(Z) -1 =0. COS(ZS”) est donc bien une solution de I’équation 4z> +2z — 1 = 0.

Etudions cette équation: A = 20 = 22.5. Les solutions sont donc _1%‘/‘?’ =15 Comme cos( 2)>0,

4
on en déduit que cos(2Z =) = f L.

3. BA} =|w+ 1> = |cos(E) +isin(*E) + 1> = 1 +2cos(*E) + cos? (F ) + sin*(*Z) = 4 cos?(3F). Donc
BA, = Y31,
4 BI=i/2+1| =3 BI=BI—1/2 =1

5. Pour tracer un pentagone régulier, on commence par tracer un cercle C; et deux diametres orthogonaux,
qui jouent le role du cercle passant par les sommets et des axes de coordonnées. On trace ensuite le
milieu d’un des rayons: on obtient le point I de la question 4. On trace le cercle de centre / passant par

11



le centre de Cy: c’est le cercle €. On trace le segment BI pour obtenir son point J d’intersection avec % .
On trace enfin le cercle de centre B passant par J: il coupe C; en A, et Az, deux sommets du pentagone.
11 suffit pour obtenir tous les sommets de reporter la distance A»A3 sur Cy, une fois depuis A;, une fois
depuis A3. (en fait le cercle de centre B et passant par J', le point de 4 diamétralement opposé a J, coupe
Ci en A| et A4, mais nous ne I’avons pas justifié par le calcul : c’est un exercice !)

Correction de ’exercice 15 A

Ecrivons z = pe'®, alors 7= pe~%. Donc

Correction de I’exercice 16 A
Nous avons par la formule de Moivre

08560 4 isin50 = "% = (¢!%)° = (cos 0 +isin 6)°.
On développe ce dernier produit, puis on identifie parties réelles et parties imaginaires. On obtient :

cos50 = cos’ @ — 10cos® Osin® O +5cosOsin* O
sin50 = 5cos*@sin® —10cos> O sin’ O +sin’ O

Remarque : Gréice a la formule cos? 6 +sin” 6 = 1, on pourrait continuer les calculs et exprimer cos56 en
fonction de cos 6, et sin560 en fonction de sin 6.

Correction de ’exercice 17 A

1. Soit a, B € Z]i]. Notons & = a+ib et B = c+id avec a,b,c,d € Z. Alors a+f3 = (a+c)+i(b+d)
etat+c€Z,b+deZdonc a+p € Zli]. De méme, aff = (ac —bd) +i(ad + bc) et ac — bd € Z,
ad +bc € Z donc aff € ZJi].

2. Soit o € Z[i] inversible. Il existe donc 8 € Z[i] tel que a8 = 1. Ainsi, &t # 0 et L € Z[i]. Remarquons que
tout élément non nul de Z[i] est de module supérieur ou égal a 1: en effet Vz € C, |z| > sup(|Re(z)|, | Im(z)])
etsiz € Z[i]\ {0}, sup(|Re(z)|,|Im(z)|) > 1. Si |a| # 1 alors || > 1 et|1/a| < 1. Onen déduit 1 /ot =0
ce qui est impossible. Ainsi |ot| = 1, ce qui implique & € {1,—1,i,—i}.

Réciproquement, 17! =1 € Z[i],(—1)"' = —1 € Z][i],i "' = —i € Z[i],(—i)~' =i € Z[i]. Les éléments
inversibles de Z[i] sont donc 1,—1,i et —i.
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3. Soit w € C. Notons @ = x+ iy avec x,y € R. soit E(x) la partie entiere de x, i.e. le plus grand entier
inférieur ou égal a x: E(x) <x < E(x)+ 1. Six < E(x)+ 1/2, notons n, = E(x), et si x > E(x) +1/2,
notons n, = E(x) + 1. n, est le, ou I'un des s’il y en a deux, nombre entier le plus proche de x: |x —
n.| < 1/2. Notons n, I’entier associé de la méme maniére a y. Soit alors @ = n,+i-n,. z € Z[i] et
lo— o> = (x—n)?+(y—ny)?> <1/4+1/4=1/2. Donc |® — | < 1.

4. Soit o, B € Z[i], avec B # 0. Soit alors g € Zi| tel que ]% —q| < 1. Soit r = a — Bg. Comme « € Z[i] et
Bq € Z[i], r € Z[i]. De plus 15l= |% —gq| < 1.donc |r| < |B].
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