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Premiere partie

Algebre

Systemes d’équations linéaires

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

1 Systemes d’équations linéaires

1.1 Systemes d’équations linéaires | Niveau 1

Question 1
On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R? :

x—y+z = 0
(S) X—y—2 0
3x+2y+z = 0.

Quelles sont les assertions vraies ?

x—y+z = 0
O @®)e S5y—2z = 0
z = 0.

O (S) admet une infinité de solutions.
O (S) nadmet pas de solution.

0 (S) admet une unique solution.

Question 2
On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® :

x+2y+z = 0
(S) —x+z = 0
x+y = 0.

Quelles sont les assertions vraies ?
y —Xx
O (S) e { . M
[0 L’ensemble des solutions de (S) est une droite.
O (S) n’admet pas de solution.

0 (S) admet une unique solution.



Question 3
On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R? :

x—y+2z = 1
() {4 —2x+2y—4z = —2
3x—3y+6z = 3.

Quelles sont les assertions vraies ?
O S)ex—y+2z=1.
[0 L'ensemble des solutions de (S) est un plan.
O (S) n’admet pas de solution.

[0 (S) admet une unique solution.

Question 4
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R :

xX+y—z = 2
8)y —x+y+z = 0
2x+z = —1.

Quelles sont les assertions vraies ?

XxX+y—z = 2
O 0S)e y = 1
z = —1.

O (S) admet une infinité de solutions.
O (S) n’admet pas de solution.

[0 (S) admet une unique solution.

Question 5
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R3 :

x—y+z = 1
(8){ 2x—3y+4z = 1
y+z = 1.

Quelles sont les assertions vraies ?

x—y+z = 1
O @®)e y—2z = 1
z = 0.



[0 Les équations de (S) sont celles de trois plans.
[0 (S) admet une unique solution.
O (S) n’admet pas de solution.

Question 6
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R :

x—y+z = 1

(8){ 2x—3y+4z = 1

x—2y+3z = 1.
Quelles sont les assertions vraies ?
x—y+z = 1
= (S)(:){ y—2z = 1

0 (S) admet une infinité de solutions.
O (S) admet une unique solution.
O (S) nadmet pas de solution.

1.2 Systemes d’équations linéaires | Niveau 2

Question 7
On consideére le systéme d’équations, d’'inconnue (x, y,z) € R :

x+y+z = 1
(S) xy+z = 0
x—y = —L

Quelles sont les assertions vraies ?
O (S) est un systeme d’équations linéaires.

z = —2x
O (S)e y = 1+x
xy+z = 0.

0 (S) admet une unique solution.
O (S) admet deux solutions distinctes.

Question 8
On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R? :

x+y+z = 1
2x+y—2z = —1

(5) 3x+y—3z = -3
X—2z = 2.

Quelles sont les assertions vraies ?



x+y+z = 1
y+3z = 3.

[0 L’ensemble des solutions de (S) est une droite.

D(S)(:{

O (S) n’admet pas de solution.

O (S) admet une unique solution.

1.3 Systemes d’équations linéaires | Niveau 3

Question 9

On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y, z,t) € R* et de parameétres des réels
a,b,cetd:

x+y =
y+z
z+t
t+x =

(S)

Il
QLo ona

Quelles sont les assertions vraies ?

xX+y = a
O)ey{ y+z = b
z+t = c.

O (S) admet une solution si et seulementsia+c=b +d.
[0 (S) admet une solution si et seulement sia+ b =c +d.
[0 Le rang de (S) est 3.

Question 10
On considére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® et de parametres des réels

non nuls et distincts a,b et c :

ax+ay+bz = b
(S){ bx+by+cz = c
cx+cy+az = a
Quelles sont les assertions vraies ?
ax+ay+bz = b
O ) (ac—b?*)z = ac—b?
(a®>—bc)z = a®—bc.

O (S) nadmet pas de solution.
O (S) admet une solution si et seulement si a® # bc.

O (S) admet une infinité de solutions.



Question 11
On consideére le systéme d’équations, d’'inconnue (x, y,z) € R® et de parameétre un réel m :

x+y+z = —1
(S) x+2y+3z = 1
2x+3y +4z = m.

Quelles sont les assertions vraies ?
x+y+z = —1
D(S)C}{ y+2z = m.
O Pour tout réel m, (S) admet une solution.
O Sim =1, (S) nadmet pas de solution.

O Sim =0, 'ensemble des solutions de (S) est une droite.

Question 12
On consideére le systéme d’équations, d’'inconnue (x, y,z) € R® et de parameétre un réel m :

X—y—gz = 1
(S) —X+2y—mz -3
2x—y+(m—1)z = 2m+2.

Quelles sont les assertions vraies ?

X—y—z = 1
OBy y—(m+1)z = =2
(m+1)2z = m+1.

[0 Pour tout réel m, (S) admet une infinité de solutions.
0 Sim=—1, (S) nadmet pas de solution.

O Si m # —1, (S) admet une unique solution.

Question 13
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y, z,t) € R* et de parameétres des réels
aetm:

x—z—t = 0
—Xx+y+z = a
(8) 2x+y—2z = m
xX—mg—t = a
xX+y+t = m
Quelles sont les assertions vraies ?
X—z—t = 0
y—t = a
O® e z+3t = m—a
1-m)z = a.



O Sim=1eta=0, (S) admet une unique solution.
O Sim # 1 et a un réel quelconque, (S) admet une unique solution.
O Sim#1 eta#0, (S) admet une infinité de solutions.

Question 14
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® et de paramétre un réel m :

xX+y+mz = 1
(S)y x+my+z = 1
mx+y+z = 1.
Quelles sont les assertions vraies ?
x+y+mz = 1
OB (m—D)y+(Q—m)z = 0

(1-m)z = 1—m.
0 Sim=1, (S) admet une infinité de solutions.
O Sim=—2, (S) nadmet pas de solution.
O Sim # 1, (S) admet une unique solution.

Question 15
On considére le systéme d’équations, d’inconnue (x,y,z,t) € R* et de paramétre un réel

m:
XxX+y+z+mt =

X+y+mz+t
x+my+z+t
mx+y+z+t =

(8)

Il
H R R R

Quelles sont les assertions vraies ?

x+y+z+mt = 1
(m—1Dy+(0—m)t = 0
DG mez+(=m) = o0

1-m)B+m)t = 1—m.
O Sim =1, (S) admet une infinité de solutions.
0 Si m =—3, (S) admet une unique solution.
O Sim # 1, (S) admet une unique solution.

Question 16
On considére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® et de paramétres des réels
a,betc:

x+ay+ada’z = 0
(S){ x+by+b* = 0
x+cy+c*z = 0.

Quelles sont les assertions vraies ?



x+ay+ada’z = 0
O@B)={ (b—a)y+((?>—a®)z = 0
(c—a)y+(c?—a?)z = o.

[0 Sia,b et c sont des réels deux a deux distincts, (S) admet une infinité de solutions.
[0 Sia = b eta#c, (S) admet une unique solution.

O b=ceta #c, (S) nadmet pas de solution.

Question 17
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y, z,t) € R* et de parameétres des réels

meta:
xX+y+tz+mt =

x+y+mz+t
xX+my+z+t
mx+y+z+t =

Q =

(8)

"R

Quelles sont les assertions vraies ?

X+y+z+mt = 1
(m—1y+(0—m)t = a’—1
(m—1)z+(Q—m)t = a—1

Q1-m)B+m)t = a®+a*+a—m—2.

O Sim =1, (S) admet une infinité de solutions.

O (S e

O Sim # 1, (S) admet une unique solution.

O Sim = —3 et a# —1, (S) nadmet pas de solution.

Question 18
On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® et de paramétres des réels a
etm:

2x+y—2z = 2
x—y+z = 4
(8) 3x+3y—2z = 4m
mx—y-+z = 2a+2.
Quelles sont les assertions vraies ?

xX—y+z = 4

y—z = =2

O (S)e s =  om

0 = m—a.

0 Sim=1eta=—1, (S) admet une unique solution.

0 Si m=a, (S) admet une infinité de solutions.

O Sim # a, (S) n"admet pas de solution.

10



Question 19
Soit (S) un systéme a 3 équations linéaires et 2 inconnues et (Sy) le systeme homogéne
associé. Quelles sont les assertions vraies ?

O (Sy) admet au moins une solution.
0 (S) admet au moins une solution.
[0 Si X, et X, sont des solutions de (S), alors X; + X, est une solution de (S).

O (S) admet une infinité de solutions si et seulement si les équations de (S) sont celles
de trois droites confondues.

Question 20
Soit (S) un systéme a 3 équations linéaires et 3 inconnues et (Sy) le systeme homogéne
associé. Quelles sont les assertions vraies ?

O (Sy) admet une infinité de solutions.
[0 (S) admet une unique solution.
O SiX; et X, sont des solutions de (S), alors X; — X, est une solution de (Sy).

O (S) admet une infinité de solutions si et seulement si les équations de (S) sont celles
de 3 plans confondus.

Question 21
Soit (S) un systéme d’équations linéaires et (S;) un systeme échelonné obtenu par la mé-
thode de résolution du pivot de Gauss. Quelles sont les assertions vraies ?

O (S) admet une infinité de solutions si et seulement si toute équation de (S;) dont le
premier membre est nul a aussi son second membre nul.

O (S) n’admet pas de solution si et seulement s’il existe une équation de (Sg) ayant un
premier membre nul et un second membre non nul.

O (S) admet une unique solution si et seulement si le nombre d’équations de (S;) dont
le premier membre est non nul est égal au nombre d’inconnues.

O Sile nombre d’équations de (Sz) dont le premier membre est non nul est strictement
inférieur au nombre d’inconnues et les équations ayant un premier membre nul ad-
mettent aussi le second membre nul, alors (S) admet une infinité de solutions.

Question 22

Soit (S) un systéme a 4 équations et 3 inconnues, (S;) un systéme échelonné obtenu par
la méthode de résolution du pivot de Gauss et r le rang du systéme (S), c.a.d le nombre
d’équations de (S;) ayant un premier membre non nul. Quelles sont les assertions vraies ?

O Sir =1, alors (S) admet une infinité de solutions.

O Si r = 2 et les équations ayant un premier membre nul admettent aussi le second
membre nul, alors (S) admet une infinité de solutions.
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O Si r = 3 et 'équation ayant un premier membre nul admet aussi le second membre
nul, alors (S) admet une unique solution.

O Sir =3, alors (S) admet une unique solution.

Question 23
Soit P un polynoéme a coefficients réels de degré < 3 vérifiant les conditions :

P()=1, P(0)=1, P(-1)=-1 et P/(1)=3.

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 Un tel polynéme P n’existe pas.
O II existe une infinité de polyndémes P vérifiant ces conditions.
O II existe un unique polyndéme P vérifiant ces conditions.

O Si P est un polyndéme qui vérifie ces conditions, alors P(2) = 2.

1.4 Systemes d’équations linéaires | Niveau 4

Question 24
On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x;, x5,...,x,) ER", n =2

(X x4 X, X, tax, = 1

X, +x, 4+ +x, ,tax,;+x, = 1

(S){ X +Xxg+--+ax, o +x,,+x, = 1
kaX1+X2+"'+Xn_2+Xn_1+Xn == 1,

ol a est un parametre réel. Quelles sont les assertions vraies ?

( X+ x4+ X, 0+ X, tax, = 1
(a_]-)[xn—l_xn] = 0
(a—1D[x,_»—x,] = 0
O (S) < 4 e o
(a—1)[x;—x,] = 0
| (1—a)[xyg+-+x,5+x,,+(1+a)x,] = 1—a.
O Sia =1, (S) admet une infinité de solutions.
O Sia # 1, (S) admet une unique solution.
0 a=1—n, (S) n"admet pas de solution.
Question 25
On considere le systeme d’équations, d’inconnue (x;,X,,...,X,) € R", n = 2 : et de para-

12



metre des réels a, b :

rx1+x2+x3+... et x, = 1
ax,+bx,+bx;+---+bx, = 1
(SH ax,+ax,+bxs+---+bx, = 1
| ax;+---+ax,,+bx, = 1,

ou a et b sont des parametre réels. Quelles sont les assertions vraies?

( X{+Xg+X5+--+Xx, = 1
(b—a)[xy+x3+---+x,] = 1—a
O (S) < 4 (b-—a)xs+---+x,] = 1-a
| (b—a)x, = 1—a.

O Sia=b, (S) admet une infinité de solutions.
O Sia # b, (S) nadmet pas de solution.

O (S) admet une infinité de solutions si et seulement sia =b = 1.

Question 26
Soit P un polynéme a coefficients réels de degré < 11 vérifiant les conditions :

P(1)=1!, P'(1)=2!, P’'(1)=3,..., PUO1)=11!

Quelles sont les assertions vraies ?
O Un tel polynome P n’existe pas.
[0 II existe une infnité de polynomes P vérifiant ces conditions.
O II existe un unique polynéme P vérifiant ces conditions.

[0 Si P est un polynéme qui vérifie ces conditions, alors P(X) = 1+ 2(X —1) +3(X —
1?2+ + 11X =D +12(x — 1),

yste

Espaces vectoriels

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

13



2 Espaces vectoriels

2.1 Espaces vectoriels | Niveau 1

Question 27
Soit E = {(x,y) € R?; x + y = 1}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies ?

[0 E est un espace vectoriel, car E est un sous-ensemble de I'espace vectoriel R?.
[0 E n’est pas un espace vectoriel, car (0,0) ¢ E.

[0 E n’est pas un espace vectoriel, car (1,0) € E, mais (—1,0) ¢ E.

[0 E n’est pas un espace vectoriel, car (1,0) € E et (0,1) € E, mais (1,1) ¢ E.

Question 28
Soit E = {(x,y,2z) € R®; x — y + 2 = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les
assertions vraies?

O (0,0,0) €E.
[0 E n’est pas stable par addition.
(] E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E est un espace vectoriel.

Question 29
Soit E = {(x,y) € R?; x —y = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies ?

O E est non vide.
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E est un sous-espace vectoriel de R

Question 30
Soit E = {(x,y,2) € R®; x—y +2 = x + y — 3z = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles
sont les assertions vraies ?

[0 E est non vide.

[0 E n’est pas stable par addition.
[0 E est un espace vectoriel.

O E={(x,2x,x); x €R}.
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2.2 Espaces vectoriels | Niveau 2

Question 31
Soit E = {(x,y,2) € R?®; xy + xz + yz = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les
assertions vraies?

O (0,0,0) €E.
[0 E n’est pas stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E est un sous-espace vectoriel de R®.

Question 32
Soit E = {(x,y,2) € R®; (x + y)(x +2) = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les
assertions vraies ?

OE={(x,y,2)€R®; x+y=x+z=0}.
O E={(x,y,2) €R®; x+y =0}n{(x,y,2) €R?; x +z =0}.
O E={(x,y,2)€R®; x+y =0}u{(x,y,2) €R®; x +2 =0}.

[0 E n’est pas un espace vectoriel, car E n’est pas stable par addition.

Question 33
Soit E = {(x, y) € R?; e*e” = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies ?

O E={(x,y)€R?; x =y}.
O E={(x,y)€R?; x =—y}.
O E={(0,0)}.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 34
Soit E = {(x,y) € R?; e*e” = 1}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies?

O E={(x,y)eR?; x =y}.
O E={(x,y)eR?*; x=—y}.
O E est vide.

[0 E est un espace vectoriel.

Question 35
Soit E = {(x, y) € R?; e*—e” = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies?
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O E = {(0,0)}.
O E={(x,y)€R?; x=y =>0}.
O E={(x,x); x eR}.

[0 E est un espace vectoriel.

Question 36
Soit E un espace vectoriel. Quelles sont les assertions vraies ?

O Lintersection de deux sous-espaces vectoriels de E peut étre vide.

O Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F contient toute combinaison linéaire
d’éléments de E.

[0 II existe un sous-espace vectoriel de E qui contient un seul élément.

O Si F est un sous-ensemble non vide de E qui contient toute combinaison linéaire de
deux vecteurs de F, alors F est un sous-espace vectoriel de E.

Question 37
Soit E un R-espace vectoriel non nul et F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que
F ¢ GetG ¢ F. Quelles sont les assertions vraies ?

O F+G={x+y; x € Fety € G} est un sous-espace vectoriel de E.
[0 F NG est sous-espace vectoriel de E.
[0 F UG est sous-espace vectoriel de E.

O FxG={(x,y); x € Fety € G} est un sous-espace vectoriel de E x E.

Question 38
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 Les sous-espaces vectoriels de R? sont les droites vectorielles.
O Les sous-espaces vectoriels non nuls de R? sont les droites vectorielles et R,
[0 Les sous-espaces vectoriels de R® sont les plans vectoriels.

O Les sous-espaces vectoriels non nuls de R® qui sont strictement inclus dans R sont les
droites vectorielles et les plans vectoriels.

2.3 Espaces vectoriels | Niveau 3

Question 39
Soit R,[X ] 'espace des polyndomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 2, muni
des opérations usuelles et E = {P € R,[X]; P(1) = 1}. Quelles sont les assertions vraies ?

O E est vide.
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[0 E est stable par addition.
[0 E n’est pas stable par multiplication par un scalaire.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 40
Soit n un entier = 1 et E = {P € R[X]; degP = n}, muni des opérations usuelles. Quelles
sont les assertions vraies ?

O O€E.
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 41
Soit n un entier = 1 et E = {P € R[X]; degP < n}, muni des opérations usuelles. Quelles
sont les assertions vraies ?

O O¢E.
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

2.4 Espaces vectoriels | Niveau 4

Question 42

Soit E={f : R —> R; f est croissante sur R}. Quelles sont les assertions vraies ?
0 La fonction nulle appartient a E.
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E est un espace vectoriel.

Question 43
Soit E={f : R > R; f est bornée sur R}. Quelles sont les assertions vraies ?

O La fonction nulle n’appartient pas a E.
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.
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Question 44
Soit E={f : R — R; f est dérivable sur R et f’(1) = 1}. Quelles sont les assertions vraies ?

O La fonction nulle n’appartient pas a E.
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 45
Soit F ={f : R — R; f est dérivable sur R et f’(1) = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 La fonction nulle appartient a E.
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 46 .
Soit E = {f :[0,1] > R; f est continue sur [0,1] et J f)de= 1}. Quelles sont les as-
sertions vraies ? ’

O La fonction nulle appartient a E.

[0 E est stable par addition.

[0 E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 47
1
Soit E = {f :[0,1] > R; f est continue sur [0, 1] et f f(t)yde = 0}. Quelles sont les as-
0

sertions vraies ?
O La fonction nulle appartient a E.
[0 E est stable par addition.
[0 E n’est pas stable par multiplication par un scalaire.

[0 E est un espace vectoriel.

18



Question 48
On considére E = (R*)? muni de I'addition et la multiplication par un réel suivantes :

(e, )+ y)=(ex',yy') et A(x,y)=(Ax, Ay).
Quelles sont les assertions vraies ?
[0 E est stable par multiplication par un scalaire.
0 L’élément neutre pour 'addition est (0, 0).

11
[0 Linverse, pour I'addition, de (x, y) est (—, —).
Xy

O E est un R-espace vectoriel.

Question 49
On considére R? muni de 'addition et la multiplication par un réel suivantes :

)+ y)=(+y,x"+y) et Alx,y)=(Ax,Ay).
Quelles sont les assertions vraies ?
[0 E est stable par addition et par multiplication par un scalaire.
[0 L’addition est commutative.
[0 L’élément neutre pour 'addition est (0, 0).
O E est un R-espace vectoriel.

Question 50
On considére R? muni de 'addition et la multiplication par un réel suivantes :

Co)+ Ly )=G+xy+y) et Alx,y)=(Ax,y).
Quelles sont les assertions vraies ?
[0 E est stable par addition et multiplication par un scalaire.
0 L’élément neutre pour 'addition est (0, 0).
[0 La multiplication par un scalaire est distributive par rapport a ’addition.
[0 E est un R-espace vectoriel.

Question 51
On considére R? muni de 'addition et la multiplication par un réel suivantes :

oY)+ y)=(e+x,y+y) et A(x,y)=(A*x, A%y).
Quelles sont les assertions vraies ?
[0 L’élément neutre pour I'addition est (0, 0).
OO0 La multiplication par un scalaire est distributive par rapport a 'addition.
[0 L’addition dans R est distributive par rapport a la multiplication définie ci-dessus.
[0 E est un R-espace vectoriel.
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2.5 Base et dimension | Niveau 1

Question 52
Dans R3, on considére les vecteurs u; = (1,1,0),u, = (0,1,—1) et u; = (—1,0,—1). Quelles
sont les assertions vraies ?

O {u;,uy,us} est une famille libre.
O {uy,u,,us;} est une famille génératrice de R>.
O ug est une combinaison linéaire de u; et u,.

O {u;,u,,us} est une base de R®.

Question 53
Dans R3, on considére les vecteurs u; = (1,1,1),u, = (0,1,1) et u; = (—1,1,0). Quelles
sont les assertions vraies ?

O {u;,uy,us} est une famille libre.
O {uy,u,,us} est une famille génératrice de R3.
O u, est une combinaison linéaire de u; et u,.

O {uy,u,,u;} nest pas une base de R>.

Question 54
Soit E = {(x,y,2) € R®; x — y —z = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

0 dimE = 3.
O dimE = 2.
0 dimE =1.
O {(1,0,1),(1,1,0)} est une base de E.

2.6 Base et dimension | Niveau 2

Question 55
Dans R3, on consideére les vecteurs

ul = (_13 1: 2)3 u2 = (07 1; 1)) u3 = (_1: O; 1): u4 = (03 2: 1)

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 Le rang de la famille {u;,u,} est 2.
O Le rang de la famille {u;,u,,u;} est 3.
O Le rang de la famille {u,, u,,u;,u,} est 4.

O Le rang de la famille {u;,u,,u,} est 3.
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Question 56
Dans R*, on consideére les vecteurs u; = (1,1,—1,0), u, = (0,1,1,1) et u; = (1,—1,a, b),
ol a et b sont des réels. Quelles sont les assertions vraies ?

O Va,beR,u; ¢ Vect{u;,u,}.

O Ja,b € R,u; € Vect{uy, u,}.

O u; € Vect{u;,u,} si et seulement sia =—3 et b =—2.
O Va,beR, {u;,u,,us} est libre.

Question 57
Dans R,[X ], 'ensemble des polyndomes a coefficients réels de degré < 1, on considere les
polynomes P, =X + 1,P, = X —1,P; = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O {P,,P,, P;} est une famille libre.

O {P,,P,,P;} est une famille génératrice de R,[X].
O {P,,P,,P;} est une base de R,[X].

O {P,,P;} est une base de R,[X].

Question 58
Dans R,[X ], 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré < 2, on considere les
polynémes P, = X, P, = X(X + 1), P, = (X + 1)%. Quelles sont les assertions vraies ?

O {P,,P,, P;} est une famille libre.

O {P;, + P,, P;} est une famille génératrice de R,[X].
O {P,,P,,P;} est une base de R,[X].

O {P,, P;} est une base de R,[X].

Question 59
Dans R,[X ], 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré < 2, on considere les
polynémes P, =1—X,P, = 1+X,P; =X? et P, = 1+X?. Quelles sont les assertions vraies ?

O Le rang de la famille {P,} est 4.

[0 Le rang de la famille {P;,P,} est 2.

O Le rang de la famille {P,, P;, P,} est 2.

O Le rang de la famille {P,, P,, P;, P,} est 3.

Question 60
Soit E{(x,y,z,t) € R*; x2 + y? + 2% + t2 = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 E est un espace vectoriel de dimension O.
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[0 E est un espace vectoriel de dimension 1.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 2.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 61
Soit E = {(x,y,2,t) € R*; |x + y|e*™* = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 E est un espace vectoriel de dimension 1.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 2.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 3.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 62
Soit E={(x,y,2) €R®; y —x +2 =0 et x = 2y}. Quelles sont les assertions vraies ?

O {(2,1,1)} est une base de E.
0 dimE = 3.

O E est un plan.

O E =Vect{(2,1,1)}.

Question 63
Soit E = {(x +2,%,2); x,2 € R}. Quelles sont les assertions vraies ?

O {(1,1,1),(1,0,0),(0,1,1)} est une base de E.
O {(1,1,1),(1,0,0)} est une base de E.

O {(1,0,0),(0,1,1)} est une base de E.

0 dimE = 3.

2.7 Base et dimension | Niveau 3

Question 64

Dans R;[X ], 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré < 3, on considére les
polyndémes P, = X* + 1,P, = P; (la dérivée de P,) et P; = P;’ (la dérivée seconde de P,).
Quelles sont les assertions vraies ?

O Le rang de la famille {P;, P;} est 3.

O {P,,P,, P;} est une famille génératrice de R5[X ].
O {P,,P,, P;} est une famille libre de R,[X].

O Le rang de la famille {P,, P,, P;} est 3.
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Question 65
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 3 etv;, v,, v; des vecteurs linéairement indé-
pendants de E. Quelles sont les assertions vraies ?

O {v;,Vv,,Vv3} est une famille génératrice de E.
O {vy, vy, v, +v3} est une base de E.
O {v; —v,,v; +v5} est une base de E.

O {v; —v,y,v; + v} est famille libre de E.

Question 66
Soit E{(x,y,z,t) € R*; (x*> + y?)(2* + t?) = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 E est un espace vectoriel de dimension 0.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 1.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 2.

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

Question 67
Soit n un entier = 3 et E = {(x1,Xy,...,X,) € R"; x; = x, = -+ = Xx,,}. Quelles sont les
assertions vraies ?

O dimE=n—1.

O dimE =n.
O dimE =1.
O E=R.

Question 68

Dans l'espace vectoriel R*, on pose u; = (1,0,1),u, = (—1,1,1), u; = (1,—1,0) et on
considere les sous-espaces vectoriels E = Vect{u,,u,} et F = Vect{us}. Quelles sont les
assertions vraies ?

[0 E est un plan vectoriel.
[0 Une équation cartésienne de E est x +2y +z = 0.
[0 F est une droite vectorielle.

[0 Une équation cartésienne de F est z = 0.

23



Question 69
On note R,[X ] 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré < 2. Soit
E={P eR,[X]; P(1)=P'(1) =0},
ou P’ est la dérivée de P. Quelles sont les assertions vraies ?
O {X —1} est une base de E.
O {(X —1)?} est une base de E.
O dimE = 2.
O dimE =1.

Question 70
Soit E = {P =aX?®+ b(X®—1); a, b € R}. Quelles sont les assertions vraies ?

0 dimE = 3.

O {1,X3} est une base de E.
O {X3—1} est une base de E.
O dimE =1.

Question 71
Quelles sont les assertions vraies ?

O {1} est une base de R comme R-espace vectoriel.

O {2} est une base de R comme R-espace vectoriel.
O {1, v2} est une base de R comme R-espace vectoriel.
O {1, v2} est une base de R comme Q-espace vectoriel.

Question 72
Quelles sont les assertions vraies ?

O {1} est une base de C comme R-espace vectoriel.

O {i} est une base de C comme C-espace vectoriel.

O {i,1+ i} est une base de C comme R-espace vectoriel.
O 1 eti sont C linéairement indépendants.

Question 73
Quelles sont les assertions vraies ?

O {(1,0),(1,1)} est une base de C*> comme C-espace vectoriel.

O La dimension de C? comme R-espace vectoriel est 4.

O {(1,0),(0,1),(i,0),(0, 1)} est une base de C*> comme R-espace vectoriel.
O La dimension de C* comme R-espace vectoriel est 2.
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2.8 Base et dimension | Niveau 4

Question 74
Soit n et p deux entiers tels que n > p = 1, E un espace vectoriel sur R de dimension
n, et vy, v,,..., v, des vecteurs linéairement indépendants de E. Quelles sont les assertions
vraies?

O {v;,v,,...,Vv,} est une base de E.

[0 1l existe des vecteurs u,, ..., u; de E tels que {v,v,,..., Vs Ups e, u, } soit une base de
E.

O {vi,vs,...,v,_1} est une famille libre de E.
O {vi,vs,...,v,} est une famille génératrice de E.

Question 75
On considere les fonctions réelles f;, f, et f; définies par :

filx)=sinx, fy(x)=-cosx, f3(x)=sinxcosx

et E 'espace engendré par ces fonctions. Quelles sont les assertions vraies ?
O {f, f,} est une base de E.
O {f;, f3} est une base de E.
O dimE = 2.
O dimE = 3.

Question 76
Soit n un entier 2 2. On considere les fonctions réelles f;, f, ..., f,, définies par :

Al =e", fLlx)=e*, ..., filx)=e™
et E I'espace vectoriel engendré par ces fonctions. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 E est un espace vectoriel de dimension n — 2.
[0 E est un espace vectoriel de dimension n— 1.
[0 E est un espace vectoriel de dimension n.
[0 E est un espace vectoriel de dimension infinie.

2.9 Espaces vectoriels supplémentaires | Niveau 1

Question 77
On consideére les deux sous-espaces vectoriels de R* :

E= VeCt{u13u2) U3}, 01\1 u, = (11_19 0: 1): Uy = (11 07 1: 0)) u3 = (31_1) 1: 2)

et
F={(x,y,z,t)€R*; x+y—z=0ety+z=0}.

Quelles sont les assertions vraies ?
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O dimE =3.
[0 dimENF =1.
O E+F =R*

O E et F sont supplémentaires dans R*.

Question 78
On considére les deux sous-espaces vectoriels de R* :

E={(x,y,z,t) ER*; x+y=y+2=0} et F={(x,y,2,t)€ER*; x+y+z+t =0}

Quelles sont les assertions vraies ?
O dimE =1.
O dimF = 3.
O dimENF =1.

[0 E et F sont supplémentaires dans R*.

Question 79
On consideére les deux sous-espaces vectoriels de R* :

E={(x,y,z,t)ER*; x—y=y—2=t=0} et F={(x,y,z,t) €R*; 2=x+y}.

Quelles sont les assertions vraies ?
O dimE =1.
0 dimF = 2.
O dimENF =1.

O E et F sont supplémentaires dans R*.

2.10 Espaces vectoriels supplémentaires | Niveau 2

Question 80
Dans R;[X ], 'espace des polyndmes a coefficients réels de degré < 3, on considere les deux
sous-espaces vectoriels :

E={P eR;[X]; P(0)=P(1) =0} et F={(P € Ry[X]; P'(0)=P"(0) =0},
ou P’ (resp. P”) est la dérivée premiére (resp. seconde) de P. Quelles sont les assertions
vraies?
O dimE = 3.
O dimF =1.
O E+F =Ry[X].
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O E et F sont supplémentaires dans R,[X].

Question 81
Dans R;[X ], 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < 3, on considére les deux
sous-espaces vectoriels :

E={P=a(X—1) +b(X—1)+c;a,b,ceR} et F={P=aX®+bX?; a,b€eR}.

Quelles sont les assertions vraies ?
O dimE = 2.
O dimENF =1.
O E et F sont supplémentaires dans R;[X ].
O E+F =Ry[X].

2.11 Espaces vectoriels supplémentaires | Niveau 3

Question 82
Dans R;[X ], 'espace des polyndmes a coefficients réels de degré < 3, on considere les deux
sous-espaces vectoriels :

E={P€R4[X]; P(—X)=P(X)} et F={P eRy4[X]; P(—X)=—P(X)}.

Quelles sont les assertions vraies ?
0 dimE = 2.
O dimF = 3.
O dimENF =1.
[0 E et F sont supplémentaires dans R;[X ].

Applications linéaires

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari
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3 Applications linéaires

3.1 Applications linéaires | Niveau 1

Question 83
On considere les deux applications suivantes :

f: R - R g:

X — sinx

Quelles sont les assertions vraies ?
O f(0)=0o0.
O f est une application linéaire.

O g(x,y) = g(y,x), pour tout (x, y) € R,
[0 g est une application linéaire.

Question 84
On considere les deux applications suivantes :
f: R - R
(,y) — (,¥%)

Quelles sont les assertions vraies ?

O £(0,2)=(0,4).

O f est une application linéaire.

O g(0,0) =(0,0).

[0 g est une application linéaire.

Question 85
On considere les deux applications suivantes :
f: R3 — R?
(x,y,2) = (x+y,x—2)

Quelles sont les assertions vraies ?

O £(0,0,0) = (0,0).

O f est une application linéaire.

O g(1,1,0)=g(1,0,0) + g(0,1,0).

[0 g est une application linéaire.
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3.2 Applications linéaires | Niveau 2

Question 86
On note R, [X ] 'espace des polynémes a coefficients réels de degré < n, n € N. On considére
les deux applications suivantes :

f R[X] - R g: Ry[X] — R,[X]

P = PO)+P(0) P = 14+P +XP"

ou P’ (resp. P”) est la dérivée premiére (resp. seconde) de P. Quelles sont les assertions
vraies?

O f(0)=1.
O f est une application linéaire.
O g(0)=1.

[0 g est une application linéaire.

Question 87
On considere les applications suivantes :

f: C - C tg:C—> C
g2 — Re(z) °© z — Im(z),

ol Re(z) (resp. Im(2)) est la partie réelle (resp. imaginaire) de z. Quelles sont les assertions
vraies?

O f est C-linéaire.

O f est R-linéaire.

[0 g est R-linéaire.

[0 g est C-linéaire.

Question 88
On considere les applications suivantes :

@

f: C - C

g: C —
z — |z z —

et

0

5

ol |z| (resp. 2) est le module (resp. le conjugué) de z. Quelles sont les assertions vraies ?
O f est C-linéaire.
O f est R-linéaire.
O g est R-linéaire.

O g est C-linéaire.
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3.3 Applications linéaires | Niveau 3

Question 89
On considere les deux applications suivantes :
f: R* - R g: R — R
c,y) = lx+yl (x,y) — (max(x,y), min(x,y)).

Quelles sont les assertions vraies ?

O f(1,—-1)=0.

[0 f est une application linéaire.

O g(0,0)=(0,0).

[0 g est une application linéaire.

Question 90
On considere les applications suivantes :
f: R — R2 o & R3 — R
(x,y,2) = (x—y,y+2z+a) (x,y,2) — (ax+Db)(x+y).

ol a et b sont des réels. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 Pour tout a € R, f est une application linéaire.

[0 f est une application linéaire si et seulement si a = 0.

[0 g est une application linéaire si et seulement sia = b = 0.

[0 g est une application linéaire si et seulement si a = 0.

Question 91
On considere les applications suivantes :
f: R - R? g: R - R3
(x,y,2) — (z,x+ax?) et (x,v,2) — (z+asinx,y+ be*,c|x|+1).

ol a, b et ¢ sont des réels. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 Pour tout a € R, f est une application linéaire.

[0 f est une application linéaire si et seulement si a = 0.

[0 g est une application linéaire si et seulement sia =b =¢ =0.

[0 Pour tous a, b,c € R, g n’est pas une application linéaire.

Question 92
On note R, [X ] 'espace des polynémes a coefficients réels de degré < n, n € N. On consideére
les deux applications suivantes :

[ Rg[X] — Ry[X] g1 Ry[X] — Ry[X]

p —» r © P - q
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oll R (resp. Q) est le reste (resp. le quotient) de la division euclidienne de P par X3 + 1.
Quelles sont les assertions vraies ?

O f(0)=0o0.
O f est une application linéaire.
O g(0)=0.

[0 g n’est pas une application linéaire.

3.4 Applications linéaires | Niveau 4
Question 93
Quelles sont les assertions vraies ?

O Une application f : R — R est linéaire si et seulement s’il existe un réel a tel que
f(x)=ax, pour tout x € R.

[0 Une application f : R* — R? est linéaire si et seulement s'il existe des réels a et b tels
que f(x,y) = (ax, by), pour tout (x,y) € R%

[0 Une application f : R* — R? est linéaire si et seulement s’il existe des réels a, b, c et d
tels que f(x,y) = (ax + by,cx + dy), pour tout (x, y) € R%

[0 Une application f : R* — R? est linéaire si et seulement s'il existe des réels a, b et ¢
tels que f(x,y,2z) = (ax, by, cz), pour tout (x, y,z) € R3.

3.5 Noyau et image | Niveau 1

Question 94
Soit E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Quelles sont les
assertions vraies ?

O ker f peut-étre vide.
[0 ker f est un sous-espace vectoriel de E.
O 0 €Imf.

0 Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Question 95
Soit E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Quelles sont les
assertions vraies ?

[0 f est injective si et seulement si ker f est vide.
[0 f est injective si et seulement si ker f est une droite vectorielle.
O f estsurjective si et seulement si Im f = F.

O f est bijective si et seulement si Im f = F.
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3.6 Noyau et image | Niveau 2
Question 96
Soit f une application linéaire de R® dans R®. Quelles sont les assertions vraies ?
O Sikerf ={(0,0,0)}, alors f est surjective.
[0 Sikerf est une droite vectorielle, alors Im f est un plan vectoriel.
O f est injective si seulement si dimIm f = 3.
[0 f est bijective si et seulement si ker f = {(0,0,0)}.

Question 97
On considere I’ application linéaire :
f: R - R?
(x,y,2) = (x—z,y+z,x+Yy).

Quelles sont les assertions vraies ?
O {(1,—1,1)} est une base de ker f .
[0 f est injective.
O {(1,0,1),(0,1,1)} est une base de Im f.

] f est surjective.

Question 98
On considere I’ application linéaire :

f: R3 — R3
(xiyzz) - (x_yay_zax+z)'

Quelles sont les assertions vraies ?

O dimker f =1.
[0 f est injective.
O dimIm f = 3.

[0 f n’est pas bijective.

Question 99
On considere I’ application linéaire :

f: R - R?
(x,y,2) —» (x+y+z,x+y—2).

Quelles sont les assertions vraies ?
O dimker f =1.
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O f est injective.

O rg(f)=1.
O f n’est pas bijective.

Question 100
On considére R® muni de la base canonique 8 = {e;,e,,e;} et f 'endomorphisme de R>
défini par f(e;) = e, f(e;) = e; +e,y, f(e3) = e, +e,+e5. Quelles sont les assertions vraies ?

O {e; +e,—e;} est une base de Im f.

O dimIm f = 2.
O {e; +e,—e3} est une base de ker f .
O dimker f = 2.

3.7 Noyau et image | Niveau 3

Question 101
On considere I’ application linéaire :

fi Ry[X] — Ry[X]
P - P,

ou R,[X] est 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré < 2 et P’ est la dérivée
de P. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 {1} est une base de ker f.

O {1,X} est une base de Im f.

O {0,1,X} est une base de Im f .

O f est surjective.

Question 102
On considere I'application linéaire :

fi Ry[X] — Ry[X]
p — XP'—X?p”,

ou R,[X] est 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 2 et P’ (resp. P”) est
la dérivée premiere (resp. seconde) de P. Quelles sont les assertions vraies ?

O {1+X?} est une base de ker f.

O {1,X?} est une base de ker f.

O {1+ X} est une base de Imf.

O rg(f)=1.
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Question 103
On note R,[X ] 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < n, n € N. On consideére
I'application linéaire :
i Re[X] — Ry[X]
p - R,

ol R est le reste de la division euclidienne de P par (X + 1)3. Quelles sont les assertions
vraies ?

O {X3} est une base de ker f.

O dimker f =1.
O {1+X +X?} est une base de Im f.
O rg(f)=3.

Question 104
On considere R;[X ], 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < 3, muni de sa
base canonique % = {1,X,X? X3} et f 'endomorphisme de R,[X ] défini par :

f=X, fX)=1+X, fX)=X-1), f(X°)=(X—1)".

Quelles sont les assertions vraies ?
O dimker f =1.
[0 f est injective.
O f n’est pas injective.
O rg(f) =4.

Question 105
Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions finies et f une application linéaire de
E dans F. On pose dimE = n et dim F = m. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 Si f est injective, alors n < m.
0 Sin < m, alors f est injective.
[0 Si f est surjective, alors n = m.

[0 Sin = m, alors f est surjective.

Question 106
Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions finies tels que dimE = dimF =n et f
une application linéaire de E dans F. Quelles sont les assertions vraies ?

O Sidimker f =0, alors dimIm f < n.
[ si f est injective, alors f est surjective.
O SidimIm f < n, alors dimker f > 0.
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[0 si f est surjective, alors f est injective.

Question 107
Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions finies et f une application linéaire de
E dans F. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 Si f estinjective, alors f est surjective.
[0 Si f est surjective, alors f est injective.
0 SidimE =dimF, alors f est bijective.
O Si f est bijective, alors dimE = dim F.

Question 108

Soit E et F deux R-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Soit k € N*,
ZF ={uy,u,,...,u;} une famille de vecteurs de E et Z' = {f (u;), f (u,), ..., f (u;)}. Quelles
sont les assertions vraies ?

O Si Z est une famille libre, alors Z’ est une famille libre.
O Si & est une famille libre et f est injective, alors Z’ est une famille libre.
O Si Z est une famille génératrice de E, alors &' est une famille génératrice de F.

O Si & est une famille génératrice de E et f est surjective, alors &’ est une famille
génératrice de F.

3.8 Noyau et image | Niveau 4

Question 109
On considére E un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que : f2+ f +Id = 0,
ol Id est 'application identité de E. Quelles sont les assertions vraies ?

O dimker f = 1.

[0 f est injective.

O f est bijective et f 1 = f2.

O f est bijective et f~' =—f —Id.

Question 110
Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E et f I'applica-
tion de E dans E définie par :

f: E=Fe&G — E
xX=x,+x,, (x;€Fx,€G) — Xxj.

f est appelée la projection vectorielle de E sur F parallélement a G. Quelles sont les asser-
tions vraies ?
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O f est un endomorphisme de E.
O f2=o0.

O f2=f.

O F=ImfetG=Kkerf.

Question 111
Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E et f I'applica-
tion de E dans E définie par :
f: E=F&®G — E
X=x;+x, (x;€FXx,€G) — X;—X,.

f est appelée la symétrie vectorielle de E par rapport a F parallelement a G. Quelles sont
les assertions vraies ?

O f est un endomorphisme de E.

O f2=f.

O f2=1d, ou Id est I'identité de E.

OF={x€<€E; f(x)=x}etG={x€E; f(x)=—x}.

Question 112
Soit E un espace vectoriel et f un projecteur de E, c.a.d. un endomorphisme de E tel que
f2 = f.On notera Id 'identité de E. Quelles sont les assertions vraies ?

O f est injective.

[0 Id — f est un projecteur de E.
O E=kerfe®Imf.

O Im f = ker(Id — f).

Question 113

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme nilpotent de E, c.a.d. un endomorphisme
non nul de E tel qu’il existe un entier n = 2, vérifiant f™ = 0. On notera Id I'identité de E.
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 f est injective.

[0 f est surjective.

[0 Id — f est injective.
[0 Id —f est bijective.

Question 114
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme involutif de E, c.a.d. un endomorphisme
non nul de E tel que f2 =Id, ot Id est I'identité de E. Quelles sont les assertions vraies ?
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O f est bijective.

O Im(Id+ f)NIm(Id—f)=E.

O E=Im(Id + f) +Im(Id — f).

O Im(Id + f) et Im(Id — f) ne sont pas supplémentaires dans E.

Question 115
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Quelles sont les assertions vraies ?

O Si f2=0, alors f =0.

O Si f2=0, alors f est bijective.
O Si f2=0, alors Im f C ker f.
O Silmf ckerf, alors f2=0.

Question 116
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Quelles sont
les assertions vraies ?

O E=kerf®Imf.

O Sikerf =kerf? alors E=kerf ®@Imf.
O SiImf =1Imf2, alors ker f = ker f2.

O Si E=kerf @Imf, alors ker f = ker f2.

Calcul matriciel

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

4 Calcul matriciel

4.1 Calcul matriciel | Niveau 1

Question 117

Soit A et B deux matrices. Quelles sont les assertions vraies ?
O Sila matrice A+ B est définie, alors B + A est définie.
O Sila matrice A+ B est définie, alors AB est définie.

O Sila matrice AB est définie, alors BA est définie.
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0 Sila matrice A+B est définie, alors A'B est définie, ou ‘B est la transposée de la matrice
B.

Question 118
On consideére les matrices :

12 11 13 3 -1 4 6
r=(s )=l 2)e=(s5)2=(7 2)r=(22)

Quelles sont les assertions vraies ?

0 2A—-B=C.
0O AB=D.
[l BA=E.
O AB = BA.

Question 119
On considére les matrices :

1 0 1
A=(11 2),B=[ -1 |,c= P3 MY b=l 1 a1 |er=(2
. 111 5 1 31

Quelles sont les assertions vraies ?

O A+B=B.
OAB=(2).

6
o ca=($)
O CD=E.

Question 120

On considere M, ,,(R) I'ensemble des matrices a n lignes et m colonnes, a coefficients dans
R, muni de I'addition usuelle et la multiplication par un scalaire. Quelles sont les assertions
vraies ?

O M, ,(R) est un espace vectoriel.
O dimM, ,(R) = mn.
O dimM, ,,(R) =m+n.

O M, ,(R) est un espace vectoriel de dimension infinie.
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4.2 Calcul matriciel | Niveau 2

Question 121
On considere les matrices :

1 1 2 1 1 -1
A=| -1 0 2 et B= 1 1 3
1 -1 1 -1 1 O

Quelles sont les assertions vraies ?

5 5 1
0 2A+3B = 1 3 13
-1 1 2
0O 0 3
OA-B=| —2 -1 1
2 21
0 4 2
OAB=| 3 11
-1 1 4
-1 2 3
0 BA= 3 =27
-2 -1 0

Question 122
On consideére les matrices :

0 111 1 —1
A=(1 2 4),B= 1 ,c=(0 0 1) et D= 2 1
-1 0 2

On notera "M la transposée d’'une matrice M. Quelles sont les assertions vraies ?
OA+B=(1 3 3).

0O O
1 -1
-1 1

OAC=(3 4 0).

2 2 -1
tpy —
sen=(227)

O B'B=

o O O

Question 123
Soit A, B et C des matrices d’ordre n = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

OAB=0=>A=0o0uB=0.
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O A(BC) = (AC)B.
O A(B+C)=AC +AB.
O (A+B)? =A%+ 2AB + B2

Question 124

. 11 10 .. .y . .
Soit A= ( 11 ) et] = ( 0 1 ), la matrice identité. Quelles sont les assertions vraies ?

O A% = 2A.

[0 A" = 2"A, pour tout entier n = 1.

O (A—1I)*" =1, pour tout entier n > 1.

O (A—I)?>""! = A+ 1, pour tout entier n > 1.

Question 125
On considere les matrices :

2 —4 100 10 1
A=(101), B=|1 -2 |, ¢c=[111 e¢e D= 11 0
0 0 01 2 01 —1

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 Le rang de A est 3.
[0 Le rang de B est 1.
O Le rang de C est 3.
[0 Le rang de D est 3.

Question 126

SoitE:{MZ( a b

0 a

[0 E n’est pas un espace vectoriel.

) |a,be R}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 E est un esapce vectoriel de dimension 1.
[0 E est un esapce vectoriel de dimension 4.

[0 E est un esapce vectoriel de dimension 2.

Question 127
. —b a- . .
Soit E = {M —( ¢ a—c |a,b,ce ]R}. Quelles sont les assertions vraies ?
b—c b—a

[0 E n’est pas un espace vectoriel.
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[0 E est un espace vectoriel de dimension 3.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 2.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 4.

Question 128
Soit M,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels et f 'application
définie par :

f M,(R) - M,(R)

a b a c
M = — M=
(¢a) (5 a)
ou ‘M est la transposée de M. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 f est une application linéaire.

O dimker f =1.
O dimker f =0.
O dimIm f = 3.

4.3 Calcul matriciel | Niveau 3

Question 129
Soit A une matrice de rang r. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 A admet r vecteurs colonnes linéairement indépendants.
0 A admet r vecteurs lignes linéairement indépendants.

O Toute famille contenant r vecteurs colonnes de A est libre.
O Toute famille contenant r vecteurs lignes de A est libre.

Question 130

SoitE:{Mz( a

0
[0 E est stable par addition.
[0 E est stable par multiplication de matrices.

b . .
a |a,be ]R}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 la multiplication de matrices de E n’est pas commutative.
O Soit M € Ry(R). Si MM’ =M'M, YM' € E, alors M € E.

Question 131
Soit M,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels et f 'application
définie par :

f: M,(R) — R
Mz(i Z) — tr(M)=a+d,
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le réel tr(M) est appelée la trace de M. Quelles sont les assertions vraies ?

O f est une application linéaire.

O dimker f = 3.
O dimIm f = 2.
O Imf =R.

Question 132
Soit M,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels et f 'application
définie par :

f M,(R) - M,(R)

_(a b — 0 b—c
M_(c d)_)M_M_(c—b 0 )’

‘M est la transposée de M. Quelles sont les assertions vraies ?

O f est une application linéaire.

O dimker f = 3.
O dimIm f =2.
O dimIm f = 3.

4.4 Calcul matriciel | Niveau 4

Question 133

Soita,b e R, A = et N =A—al,oul = . Quelles sont les

S O Q
o Q
QN S
S O
o~ O
= O O

assertions vraies ?
O N* =0, pour tout entier k > 3.

[0 On ne peut pas appliquer la formule du binéme pour le calcul de A™.

nn—1)

O Pour tout entier n = 2, A" = a"I + na" N + a" N2

a® na"! na"'b+n(n—1)a"?

O Pour tout entiern=>2,A"=| 0 a" 2na™!
0 0 a"

Question 134

Soit A= etN=A—I,oul=

O O =
O = DN
=N W
SO O
O - O
= O O
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On considere 3 suites récurrentes (U,,),>0, (Vo)nso €t (W,,),> définies par uy, vy, w, des réels
donnés et pour n =1 :

U, = Upq+2v,_;+3w,,
(S) Vo = Vn—1 + 2Wn—1
w = w

n n—1-

Quelles sont les assertions vraies ?
O N* =0, pour tout entier k > 2.
O Pour tout entier n > 2, A" =1 +nN + @NZ.

O Pour tout entier n = 0,

u, = uy+2nyy,+3nw,
Sy v, = Vo + 2nw,
w, = Wo.
O Pour tout entier n = 0,
u, = ug+2nvy+n(2n+1)w,
8)s v, = Vo + 2nw,
w, = Wo.

Question 135
On note M,(RR) I'espace des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Soit

E={MeM®R) | M=M} et F={MeMR); M=-M},

ou ‘M désigne la transposée de M. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 E est un espace vectoriel de dimension 3.
[0 E est un espace vectoriel de dimension 2.
[0 F est un espace vectoriel de dimension 1.

O E et F sont supplémentaires dans M,(R).

Question 136
Dans M,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels, on considére
la famille 8’ = {B;, B,, B3, B,}, ou

11 01 00 10
5=(00)-2=(01)2=(17) 5=(10)

Quelles sont les assertions vraies ?
0 9’ est une famille libre de M,(R).
0 %’ est une base de M,(R).
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O Vect#’' = M,(R).
O dimVect%’ = 3.

Question 137
On considere M,(R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels,

A= ( (1) (1) ) et f I’ application linéaire définie par :

f: My([R) — M,(R)
M — AM — MA.

Quelles sont les assertions vraies ?

O dimker f = 2.
[0 f est injective.
O rg(f) =2.

[0 f est surjective.

4.5 Inverse d’une matrice | Niveau 1

Question 138
Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels et I la matrice identité. Quelles sont
les assertions vraies ?

[0 Aest inversible si et seulement s’il existe une matrice B telle que AB = I.
[0 A est inversible si et seulement s’il existe une matrice B telle que BA=I.

[0 A est inversible si et seulement si les coefficients de A sont inversibles pour la multi-
plication dans R.

[0 A est inversible si et seulement si pour toute matrice Y a une colonne et n lignes, il
existe une matrice X a une colonne et n lignes telle que AX =Y.

4.6 Inverse d’une matrice | Niveau 2

Question 139
On consideére les matrices

1
1 2
1=(25) 5= 2

Quelles sont les assertions vraies ?

I
[\
N =

O A est inversible.

[0 B est inversible.
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[0 B est inversible et B~ = C.
O C est inversible.

Question 140
On considere les matrices :

1 9 11 1 -1 1 -2
A=(5), Bz(z _4), c=({10-1], p=| 1 1 0
11 0 2 -1 3

Quelles sont les assertions vraies ?
O A est inversible.
O B est inversible.
O C est inversible.
O D est inversible.

Question 141
Soit A une matrice inversible. On notera ‘A la transposée de A. Quelles sont les assertions
vraies ?

[0 3A est inversible.

O ‘A est inversible.

[0 A'A est inversible.
O A+"A est inversible.

Question 142

Soit M,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et I la matrice
identité. Soit A € M,(R) telle qu'’il existe un entier m = 1 vérifiant A™ = I. Quelles sont les
assertions vraies ?

[0 Aest inversible et A™! =A™ 1,

[0 Le rang de A est n.

[0 An’est pas inversible.

O Sim =2, Aest inversible et A~} = A.

4.7 Inverse d’une matrice | Niveau 3

Question 143

1 -1 -2
On considere la matrice : A= 0 1 1 |[.Quellessont les assertions vraies?
-1 1 2
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[0 A est inversible.
O A2 est inversible.
[0 A3 + A? est inversible.

O A+ ‘Aest inversible, ou ‘A est la transposée de A.

Question 144
Soit A = (a, ;) une matrice carrée. On rappelle les définitions suivantes :

. A est dite diagonale si tous les coefficients q; ;, avec i # j sont nuls.

N

. A est dite symétrique si pour tous i, j, a; ; = a; ;.

. Aestdite triangulaire inférieurement (resp. supérieurement) si pour tousi < j, a; ;=0
(resp. pour tous i > j, a; ; = 0).

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 SiAest diagonale, A est inversible si et seulement s'il existe un coefficient a; ; non nul.

O Si A est diagonale, A est inversible si et seulement si tous les coefficients a;; sont non
nuls.

O A est symétrique si ‘A=A, ol ‘A est la transposée de A.

[0 SiA est triangulaire inférieurement, A est inversible.

Question 145
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n = 1. On notera ‘A la transposée de A et rg (A) le
rang de A. Quelles sont les assertions vraies ?

O rg(A) =rg(*A).

O SiA est inversible, rg(A) = rg(A™1).
O rg(A+ B) = max (rg(A), rg(B)).

O rg(AB) = rg(BA).

Question 146
On considere M, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et A et B
deux matrices non nulles telles que AB = 0. Quelles sont les assertions vraies ?

O A=0ouB=0.
O A est inversible.
[0 B est inversible.

[0 An’est pas inversible.

46



Question 147

On considere M, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et A, B
et C trois matrices non nulles deux a deux distinctes telles que AB = AC. Quelles sont les
assertions vraies ?

O B=C.
0 A=0.
[0 An’est pas inversible.

[0 Le rang de A est n.

4.8 Inverse d’une matrice | Niveau 4

Question 148
cosx —sinx

sinx  cosx ) , X € R. Quelles sont les assertions vraies ?

On considére la matrice A = (

[0 Le rang de A est 1.

cosx sinx

O Aest inversible et A™! = ( .
—sinx cosx

),XER.

O Pourtoutn €N, (A+A 1) = (2" cos™ x)I, ol I est la matrice identité.

cos(nx) —sin(nx) )

O Pour toutne Z, A" = .
sin(nx) cos(nx)

Question 149

Soit M, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et I la matrice
identité. Soit A € M, (R) telle qu’il existe un entier m > 1 vérifiant : A" +A™ 1 +...+A+I = 0.
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 Aest inversible et A™! = A™.
O Aest inversible et Al = —(A™ 1 +... + A+]).
[0 Le rang de A est n.

[0 An’est pas inversible.

Question 150
Soit A une matrice nilpotente, c.a.d il existe un entier n = 1 tel que A" = 0. On notera I la
matrice identité. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 A est inversible.
O A est inversible et A™! =A™ L,
[ Il existe a € R, tel que A—al n’est pas inversible.

O Pour tout a € R*, A— al est inversible.
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Applications linéaires et matrices

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

5 Applications linéaires et matrices

5.1 Matrice d’une application linéaire | Niveau 1

Question 151
On considére R et R? munis de leurs bases canoniques et f 'application linéaire définie par :

f: R* - R
(x,y) = y—x.

La matrice de f relativement aux bases canoniques est :
(-1 1).

Question 152
On considére R et R? munis de leurs bases canoniques et f 'application linéaire définie par :

f: R - R?
x — (x,—x).

La matrice de f relativement aux bases canoniques est :

_1)

( )
D(éo)

O
—
o O
—

48



Question 153
On considére R? et R® munis de leurs bases canoniques et f I'application linéaire définie
par :
f: R - R?
(x,y) = (x,=y).

La matrice de f relativement aux bases canoniques est :

01 0
I:'(10—1)'
01 0
Ol 10 -1
00 0
0 1
Ol 1 o
0 —1
0 1 0
Ol 1 0 o
0 -1 0

Question 154
On considére R? muni de sa base canonique et f lapplication linéaire définie par :

f: R* - R?
(x,y) — (2x+y,4x—3y).

Quelles sont les assertions vraies ?

0 La matrice de f dans la base canonique est : ( 2 4 )

1
[0 La matrice de f dans la base canonique est : ( )

[0 f est injective.

O f est bijective.

Question 155
On considére R®> muni de sa base canonique et f I'application linéaire définie par :

f: R - R®
(x:y)z) - (x+y5x_25y+z)'

Quelles sont les assertions vraies ?

11
0 La matrice de f dans la base canoniqueest: | 1 0 —1
01
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1 1 O
[0 La matrice de f dans la base canoniqueest: | 1 0 1
0 1

[0 Le rang de f est 2.
[0 Le rang de f est 3.

Question 156

Dans R?, on considére la base canonique 9 = {e,, e,} etlabase B’ = {u,,u,}, otiu; =(1,1)
et u, = (2,3). On notera P la matrice de passage de la base 98 a la base %’ et Q la matrice
de passage de la base 98’ a la base 2.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 9 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 88’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jieme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base 98’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?
OPp :( _‘fi _12 )
ap=(12)

O Q:( _f _12 )

[0 P est inversible et P71 = ( 3 =2 )

Question 157

Dans R®, on considére la base canonique B = {e;,e,,e;} et la base B’ = {u;,u,,u;}, ot
u, =(1,1,—-1),u, =(0,2,1) et u3 = (0,1,1). On notera P la matrice de passage de la base
2B alabase #B’ et Q la matrice de passage de la base 9’ a la base 4.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 8’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %8’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

100
Op=| 121
~1 11
100
OQ=| 1 21
~1 11
1 0 O
OQ=( —=2 1 —1
3 -1 2
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[0 P est inversible et P~ =

I

N T
=N O
_= = O

Question 158
Soit A une matrice inversible d’ordre n = 1 et f : R" — R" I'application linéaire de matrice
A dans la base canonique de R". Quelles sont les assertions vraies ?

O f est bijective.

[0 Le noyau de f est une droite vectorielle.
O Lerang de f estn.

[0 Le rang de A est n.

5.2 Matrice d’une application linéaire | Niveau 2

Question 159

Dans R,[X ], 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré < 2, on considere la base
canonique 8 = {1,X,X?} etlabase B’ = {P,,P,,P;},ou P, =X,P, =1—X et P, = (1—X).
On notera P la matrice de passage de la base %8 a la base %’ et Q la matrice de passage de
la base %’ a la base 2.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 9 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 88’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base 98’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

11 1
OpP=|10 -1
00 1
11 1
OQ=|1 0 -1
00 1
0 1 1
OQ=|1 -1 -2
0 0 1

O La matrice de I'application identité de R,[X ] de la base 9’ a la base 2 est :

0 1 1
1 -1 -2
0O 0 1
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Question 160
Soit u; = (1,0,0), u, =(1,1,0), u; =(0,1,1), v; = (1,1), v, = (1,—1) et f lapplication
linéaire définie par :
f: R3 — R?
(X;}’,Z) - (X +_)/,X_Z).
Quelles sont les assertions vraies ?
O {u;,u,,us;} est une base de R3.

O {v;,v,} est une base de R?.

1
0 La matrice de f par rapport aux bases {u;, u,,us} et {v;,v,} est : >

S W
N — O

[0 La matrice de f par rapport aux bases {u;,u,,us} et {v;,v,} est :

12 30
200 1 2 J°

Question 161
On considére R® muni de sa base canonique notée % et f lapplication linéaire définie par :

f: R - R3
(x,y,2) = (y+z,x+z,x+Yy).

Soit B’ = {u,,u,,us}, ot uy = (1,0,0),u, = (1,1,0),u; = (1,1, 1). Quelles sont les asser-
tions vraies ?

[0 %’ est une base de R>.

011
[0 La matrice de f danslabase Best:| 1 0 1
1 11
01 2
O La matrice de f de la base 88’ danslabase Best: | 1 1 2
1 2 2
-1 0 O
O La matrice de f dans la base %’ est : 0 -1 0
1 2 1

Question 162
On considére R® muni de sa base canonique notée % et f lapplication linéaire définie par :

f: R - R?
(x,¥,2) — (x+2,2x+2z,—x —2).

Soit u; =(0,1,0),u, =(1,2,—1) et u; = (1,0, 0). Quelles sont les assertions vraies ?
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O {u;,u,,u;} est une base de R3.
O {u;,u,} est une base de ker f .

[0 ker f et Im f sont supplémentaires dans R>.

0 La matrice de f dans la base {u;,u,,u;} est:

o O O
o O O
o~ O

Question 163
Soit R,[X ] 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré < 2, muni de sa base
canonique % = {1,X,X?} et f I'application linéaire définie par :

fi Ry[X] — Ry[X]
P - XP/,

ol P’ est la dérivée de P. Soit B’ = {P,,P,,P;},ou P, =1+X,P, =1—X,P, = (1 +X)%
Quelles sont les assertions vraies ?

0 9’ est une base de R,[X].

[0 La matrice de f dans la base % est :

o O O
o~ O
N O O

o

O La matrice de f de la base 9’ dans la base % est :

o = O
I
© A
NN O

1 -1 —4
O La matrice de f dans la base %’ est : % -1 1 4
0O 0 4

Question 164
Soit f ’'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,} est :

1 3
A—( 2 )
Soit B’ = {uy,u,}, ott u; = (3,1),u, = (1,—1), une base de R%. On note P la matrice de

passage de la base %8 a la base 9’ et B La matrice de f dans la base %’.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 9’. La matrice de passage de
la base 28 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?
3 1
or=(2 1)
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3 1
-1 _
oro( 1)

O Bz( _g g )
34 (=1)" 3—3(=1)"

i =
1—(=1)" 1+3(=1)" ), pour tout entier n 2> 1.

0 A" = 2”—2(

5.3 Matrice d’une application linéaire | Niveau 3

Question 165
On considere R;[X ], 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 3, muni de

sa base canonique notée 2 et f I'application linéaire définie par :

fi R[X] — Ry[X]
p - R,

ol R est le reste de la division euclidienne de P par (X — 1)%. Soit 8" = {P,, P,, P;,P,}, ol
P,=1,P,=1—X,P;=(1—X)?et P, = X(1—X)?. Quelles sont les assertions vraies ?

1 0 -1 -2
. 01 2 3
[0 La matrice de f dans la base & est : 00 0 O
00 O O
0 9’ est une base de R,[X].
0 010
0 0 01
. ;o
[0 La matrice de f dans la base %’ est : 000 0
0 0 0O

O kerf et Im f sont supplémentaires dans R;[X ].

Question 166
On considére R,[X ] 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 2 et R® mu-
nis de leurs bases canoniques notées respectivement %3, et 98. Soit f I'application linéaire
définie par :
fi R[X] - R?
P - (P(0),P(1),P(-1)).

On considére la base %, = {P,,P,,P;},ou P, =1,P, =1+ X,P; = 1+ X2 Quelles sont les
assertions vraies ?

1 1
[0 La matrice de f de labase %, alabase Best:| 0 1 —1
01 1
1 0 O
0 La matrice de f de labase 9, alabase Best:| 1 1 1
1 -1 1
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[0 La matrice de f de la base 93, a la base % est :

—
OoON =
NN =

[
[
[

[0 La matrice de f de la base 93, a la base % est :

—
w N
o

Question 167

Soit Z l'espace vectoriel des fonctions réelles engendré par les fonctions f;, f, et f; définies
par : f;(x) =1, f,(x) =cosx et f5(x) = sinx. On munira & des bases B = {f,, f5, f3} et
B’ = {f1,fo+ f3,f» — f3}. On notera P la matrice de passage de la base 8 a la base %’ et
Q la matrice de passage de la base 9’ a la base 4.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 9’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jieme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base 8’ dans la base A.

Quelles sont les assertions vraies ?

10 0
Op=|01 1
01 —1
2 0
Op=3( 01 1
01 —1
20 0
OQ=3( 01 1
01 —1

O La matrice de I'application identité de F de la base 98 a la base %’ est :

0
1

O O =
_ = O

—1

Question 168
Soit f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e;} est :

1 -1 1
A= 0 1 O
0 -1 2

Quelles sont les assertions vraies ?
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O dimker(f —Id) =2 et dimker(f —2Id) = 1.
O dimker(f —Id) =1 et dimker(f —2Id) = 2.

O 1l existe une base de R* dans laquelle la matrice de f est: B = (
0
0
2

1 0
O 1l existe une matrice C inversible telle que : C"'AC=| 0 1
00

Question 169

Soit f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e,, e,,e3} est :

3 -1 1
A= -1 3 1
2 2 2

On note I la matrice identité. Quelles sont les assertions vraies ?
O Soit a € R. A—al est inversible si et seulement si a # 0 et a # 4.
O rg(A) =3 etrg(A—4I)=2.
O dimker f =2 et dimker(f —4Id) = 1.

[0 11 existe une base de R® dans laquelle la matrice de f est : B =

o O O
o~ O
» O O

Question 170

Soit f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e;} est :

-1 1
A= 1

N = -

0
0 —2

On note Id l'application identité de R®. Quelles sont les assertions vraies ?
O dimker(f +Id) = dimker(f —2Id) = dimker(f —3Id) = 1.
O dimker(f +Id) = dimker(f —2Id) =1 et dimker(f —3Id) = 2.

[ 1l existe une base de R* dans laquelle la matrice de f est: B =

S O
o N O
w o O

O Lapplication (f + Id)o(f —2Id)o(f —3Id) est nulle.
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Question 171
Soit f ’'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e , e,,e;} est :

0o 2 -1
A=| 2 =5 4
3 -8 6

Soit v; =(1,1,1),v, =(1,0,—1),v3 =(0,1,1) et B’ = {v, 5, v3}. On note Id lapplication
identité de R3. Quelles sont les assertions vraies ?

O dimker(f?—1d)=1.
O {v,} est une base de ker(f? +Id).
O R3 =ker(f2—1Id) ®ker(f?+1d).

[0 %’ est une base de R® et la matrice de f? dans cette base est :

1 0 O
0 -1 O
0O 0 -1

Question 172
Soit A une matrice a coefficients réels, a 3 lignes et 4 colonnes. Quelles sont les assertions
vraies?

[0 A est la matrice d’une application linéaire de R® dans R* dans des bases de R*® et R*.
[0 A est la matrice d’'une application linéaire de R* dans R® dans des bases de R* et R3.
O A est la matrice d'une application linéaire de noyau nul.

[0 A est la matrice d'une application linéaire bijective.

Question 173
Soit A une matrice a coefficients réels, a 4 lignes et 3 colonnes. Quelles sont les assertions
vraies?

[0 A est la matrice d’une application linéaire de R® dans R* dans des bases de R et R*.

[0 A est la matrice d’une application linéaire de R* dans R® dans des bases de de R® et
R%.

[0 A est la matrice d’une application linéaire de rang 4.

[0 A est la matrice d'une application linéaire bijective.
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5.4 Matrice d’'une application linéaire | Niveau 4

Question 174
On considére & l'espace vectoriel des fonctions réelles engendré par les fonctions f;, f, et
f5 définies par : f;(x) =1, f,(x) =e* et f3(x) = xe*. Soit ¢ I'application linéaire définie :

b: F — F
£ faf—f,

ou f’ (resp. ") est la dérivée premiere (resp. seconde) de f. On notera M la matrice de ¢
dans la base 8B = {f1, f5, f3}. Quelles sont les assertions vraies ?

1 0 O
OM=| 01 —1
0 0 1

[0 Le rang de la matrice M est 2.
OO0 ¢ est bijective.

O M est inversible et M~ ! =

cor
o~ O
__ o

Question 175

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E tel que

2 = 0. Quelles sont les assertions vraies ?

O Imf Ckerf.
O Imf =kerf.
[0 Le rang de f est 2.

[0 11 existe une base de E dans laquelle le matrice de f est : , ol a est un

o O O
o O O
S O AQ

réel non nul.

Question 176
On considére M,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels
muni des deux bases B = {A;,A,,A;,A,} et B’ ={B;,B,,B5,B,}, ou

10 01 00 0 0
#=(00)4=(00)-2=(7 ) 2=(2 1)
11 01 00 10
B=(o0)m=(o1)m=(11)2=(0)
On notera P la matrice de passage de la base %8 a la base %’ et Q la matrice de passage de

la base %’ a la base 4.
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Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 2. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

1 00 1
110 O
O P= 0 01 —1
011 o
1 1 1 -1
1f -1 1 -1 1
HP=21 11 1 1
1 -1 -1 1
1 00 1
110 O
He= 0 01 —1
011 O
1 1 1 -1
: , D " \ / -1 1 -1 1
0 Lamatrice de 'application identité de M,(R) de la base 98 alabase 9B’ est: — 1 -1 1 1
1 -1 -1 1

Question 177
Soit f ’'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e;} est :

1 00
A=| -1 1 1
011

Soit B’ = {uy,u,,us}, ot u; = (0,1,—1),u, = (1,0,1),u; = (0,1,1), une base de R3. On
note P la matrice de passage de la base 98 a la base 98’ et B la matrice de f dans la base
B’

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 9 et 9’. La matrice de passage de
la base 9 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 8’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jieme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

010

Oop=| 101

11 1
11—
OprP==| 20 o
2\ 11 1
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1 1 1 —1
Op'==[ 20 0
2\ 11 1
1 O 0
O A= —2mt 2m1 2m1 | ‘pour tout entier n > 1.

1— 2n—1 2n—1 2n—1

Question 178
Soit f ’'endomorphisme de R*® dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e;} est :

A=

= O O
o = O
S O

Soit B’ = {uy,u,,us}, ot u; = (0,1,0),u, = (1,0,1),u; = (1,0,—1), une base de R3. On
note P la matrice de passage de la base 98 a la base 98’ et B la matrice de f dans la base
B’

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 98 ala base 9B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 98. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

O f est bijective.

1 00
OB=( 0 -1 0
0 0 1

02 0

Op'=5110 1

10 -1

1+(=1)" 0 1—(=1)"
0 2 0 , pour tout entier n = 1.
1—(=1)" 0 1+(—1)"

0 A"

NI=

Question 179
Soit f ’'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique 93 est :

1 0 0 O
01 -1 1
A= 0 -1 1 1
O 0 0 -1

Soit B’ = {a;,a,,as,a,}, ot

al = (15 O, 07 0)3 a2 = (07 13 1) 0): a3 = (O) 1:_1) 0)9 a4 = (05 ]-9 1)_1)
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Soit (U)n=0r Vidnz=0o Wpnso €t (k,)n=o des suites récurrentes définies par la donnée des
réels uy, vy, wy, ko et pourn =1 :

u, = Up_q

(S) Vo = Vp1— Wit kn—l
Wy, = —Vpatwp gt kn—l
kn = _kn—l .

Quelles sont les assertions vraies ?
O {a,} est une base de ker(f —Id) et {a;} est une base de ker f.
O {a,} est une base de ker(f —2Id) et {a;} est une base de ker(f +Id).

O 9’ est une base de R* et la matrice de f dans cette base est :

1 00 O
0 00 O
B=1002 o
0 0 0 —1
O Pour tout entiern=1,o0n a :
un == uO
Vn = 2n_1vO i 2n_1W0 + (_1)H—1k0
(S) _ n—1 n—1 n—1
k, = (—1)k,.

Question 180
On considere R;[X ], 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 3, muni de
sa base canonique % = {1,X,X? X3} et f 'endomorphisme de R,[X] défini par :

f)=1, fFX)=X—-X? fX)=—X+X? F(X®)=X+Xx%+2X°.

On note A la matrice de f dans la base 4. Soit P, =X+X2, P, =1,P, =X+X3,P, =X*+X>
et B’ = {P,, P,, P;,P,}. Quelles sont les assertions vraies ?

O {P,} est une base de ker f et {P,} est une base de ker(f —Id).

O {P;,P,} est une base de ker(f —2Id).

0 9’ est une base de R,[X ] et la matrice de f dans cette base est :

0000
0100
B=l0oo020
000 2

0 0 0
2n—1 _2n—1 2n—1
_2n—1 2n—1 211—1
0 0 2"

O A"

, pour tout entier n = 1.

S O o
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Deuxieme partie

Analyse

Primitives

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

6 Primitives des fonctions réelles

6.1

Primitives | Niveau 1

Question 181
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O

Si u est une fonction dérivable, strictement positive, alors 4/u est une primitive de

u/

2/u

. . . ... u
Si u est une fonction dérivable, alors arctan(u) est une primitive de Tow
u

/

Si u est une fonction dérivable, alors e" est une primitive de e".

Si u est une fonction dérivable et ne s’annulant pas, alors In(u) est une primitive de

u/

u

Question 182
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O F(x) = x>+e* est une primitive de f(x) = 2x + e* sur R.

2x

e
O F(x)=x%+ — estune primitive de f(x) = 2x + > sur R.

O F(x) = x?e* est une primitive de f(x) = 2xe” sur R.

O F(x)=(2x —2)e" est une primitive de f(x) = 2xe* sur R.

Question 183
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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1

O F(x)=+vx+1+¢e* est une primitive de f(x) = +e*sur |—1,+00[.

vx+1
1
O F(x)=2vx+ 1+ e est une primitive de f(x) = +e¥sur |—1,+00[.
b 1=
1
O La primitive de f(x) = +e* sur | —1,+00[ qui s’annule en 0 est F(x) =
b T =73 1

vx+1+e—2.
O La primitive de f(x) = - +e* sur ] —1,+00o[ qui sannule en 0 est F(x) =

2vx+1+e*—3.

Question 184
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O F(x) = (x + 1)* + cos(2x) est une primitive de f(x) = 2x + 2 —2sin(2x) sur R.
O F(x) = x?+ 2x — cos(2x) est une primitive de f(x) = 2x + 2 — 2sin(2x) sur R.
O F(x)=2x?cos(x?) est une primitive de f(x) = 4x sin(2x) sur R.

O F(x)=—2xcos(2x) + sin(2x) est une primitive de f(x) = 4x sin(2x) sur R.

Question 185
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

0 Une primitive de f(x) =e *cosx sur R est F(x) =€ *cosx.

1

[0 Une primitive de f(x) =e “cosx sur R est F(x) = Ee_" (cosx + sinx).
1

[0 Une primitive de f(x) =e “cosx sur R est F(x) = Ee_" (sinx — cos x).

1 U
O Une primitive de f(x) =e ¥ cosx sur R est F(x) = —e *sin (x — —).
P d /2 4

Question 186
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies. Sur ]0,+oo[, on a :

2 —2
d f(—+e2x)dx=—2+2e2x+k,01‘1k€]R.
x x
2 2x 2 1 2x \
O —+e dlen(x)+§e +k, ot k eR.
x
—sinx)dx:\/x+cosx+k, ou k € R.

——sinx)dx: Vx—cosx +k,oukeR.

63



Question 187
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies. Sur ] —1,+00o[,on a:

dx -3
O - +k, otk €R.
J(x+1)3 1)t 000

dx -1
O = +k, ol k €R.
f(x+1)3 2(x+12 00

O fd—len(x+1)+k,of1keR.
x+1

o | 9 -1 g oouker
x+1 (x+1)2

Question 188
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
[0 Une primitive de cos(mtx) + — sur ]0,+00[ est sin(7x) + Inx.
x

sin(7tx)

1
O Une primitive de cos(mtx) + — sur ]0,+00[ est + In(7tx).
x

1
O La primitive de cos(7tx) + — sur ]0,+oo[ qui s’annule en 1 est sin(7tx) + In x.
X

sin(7tx)

1
[0 La primitive de cos(7tx) + — sur ]0,+oo[ qui s’annule en 1 est +Inx
x

Question 189
On note par F une primitive de f(x) = xe* sur R. Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :

O F(x)=xInx+k, ou k €R.
2
O F(x)zx?e"+k,of1k€]R.

O F(x):xex—Jexdx.

O F(x)=(x—1)e*+k,ouk eR.

Question 190
On note par F une primitive de f(x) = Inx sur ]0,+oo[. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

O F(x)=e"+k, keR.
O F(x)=x1nx—fdx.

O F(x)=xInx—x+k, keR.
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1
O F(x)=—+k, keR.
X

6.2 Primitives | Niveau 2
Question 191

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2d 1
O Sur ]—1,4+0c0[,ona: X ox ~In(1+x®)+k, ot k €R.
1+x3 3

Zd 3
O Sur]—1,+oo[,ona:f il

X
+k,ouk eR.
3(1 + x3)

1+x3

O Sur ]1,+o00[,ona: f Vx—1dx =

+k,ouk €R.
x—1

2
O Sur ]1,+o00[,ona: f 1/x—1dx=§(x—1)3/2+k, ou k €R

Question 192

Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O f 4332+ x*)Pdx = x*(2+x*)°P +k, ou k €R.

2 4\4
O f4x3(2+x4)3dx:ﬂ+k, olt k € R.

. 6xdx 6| xdx x dx .
1+ 3x2

=3x2xIn(1+3x?)+k, keR.
1+ 3x2
J 6xdx

T3 =In(1+3x?)+k, ot k € R.
X

Question 193

Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2
O f4xx/2x2 +1dx = §(2x2 +1)*2 4k, ouk €R.

2
O J V2x2+1dx = g(2x2 +1)*2 4k, ou k €R.

. 3xdx

2 AY
N V3x2+2+k,oukeR.

dx
O ——— =+/3x2+2+k,ouk €R.
_f21/3x2+2
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Question 194
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O Les primitives de 16x3(x*+1)3 sur R sont données par F(x) = x*(x*+1)*+k, k € R.

O Les primitives de 16x3(x* + 1) sur R sont données par F(x) = (x*+ 1)*+k, k € R.
4 3
[0 Les primitives de — X sur R sont données par F(x) =2V x*+1+k, keR.

x4+1
[0 Les primitives de 4’ sur R sont données par F(x) = xt +k, keRrR
Vvxt+1 Vvxtr+1 ’ .

Question 195
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
d J (eSx + TM) dx = 3 + arctan(2x) + k, k €R.
X

e3* arctan(2x)

e + )dx=—+—+k,ke]R.
1+4x2 3 2

3x
(eS" )dx:e—+4arctanx+k, k € R.
1+ x2 3

+

e + )dx=e3x+4arctanx+k, k € R.
1+ x2

Question 196
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Sur ]0,+o0o[,ona: fmidx-fd?xlnlenxxlnx+k,keR.

1
O Sur ]0,+oo], ona:Jde—Elnxxlnx+k keR.
x

O Sur ]1,+o00], ona:f =In(lnx)+k, k €R.

xInx

O Sur ]1,+o00], ona:J =In(xInx)+k, k €R.

xInx

Question 197
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

—1
& _ 7l kker

xlnx Inx

O Sur ]1,+o0[,ona: f

2 =In(xIn*x) +k, k € R.

O Sur ]1,+o00[,ona: f
x1In®x
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_ VInx
O Sur ]1,+oco[,ona: +k, keR.
: [ fsz— f «/_ 2
O Sur |]1,+o0[,ona: | ———=+VInx+k, keR.
] [ Jvaln

Question 198
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2
O JxVx2+1dx:x?(1+x2)3/2+k,keR.
O fx\/x2+1dx=%(1+x2)3/2+k,keR.

o[ 2 X 1 g ker
VaZ+1l 2 Jx2¥1 '
x dx

O =vVx2+1+k, keR.
VaZ+l

Question 199
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

d
O xex _ arctan(x) + k, ou k € R.
1+ x2

2
X
O f xe+ )y = Ee(”"z) +k, o k €R.

1+ x2

d

EIJ X —ImVi1+x2+k oukeR.
(1+x2) _ 1 (14x2) \

O | xe dx-ie +k,oukeR.

Question 200
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Le changement de variable u = x(1 + x*) donne f 4x3(1+ x*)3dx = f 4u3du.

O Le changement de variable u = 1 + x* donne f 4x3(1 +x*)3dx = J uidu.

d d
[0 Le changement de variable u = 2x donne X iy
+ 1+u?

d 1 d
[0 Le changement de variable u = 2x donne X - £
14+4x2 2| 1+4+u?
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Question 201
On note par F une primitive de f (x) = x Inx sur ]0, +oo[. Parmi les affirmations suivantes,

cocher celles qui sont vraies :

2
O F(x)=%lnx+k, ou k € R.

2
O F(x)z%lnx—%dex.

2
O F(x)=%lnx—§+k,01‘1k€R.

2 2
I F(x)=%lnx—x?+k,oﬁk€R.

Question 202
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O J x cos(1 + x?)dx = Esin(l +x%)+k, ot k €R.
O Je" sin(2+e*)dx = J e“dx x J sin(2 +e*)dx.
X2
O chos(l + x?)dx = ?sin(l +x%)+k, ot k €R.
O Jexsin(2+ex)dx:—cos(2+ex)—|—k, ouk €R.

Question 203
Le changement de variable u = 4/x donne :

sin(4/x) sin(u)
1 dx = du.
Jx X J ” u
O Sm\(/f) dx = cos(u) + k, k € R.
1 sm‘(/?) dx = ZJ sin(u)du.
O sin(v/x) dx =—2cos(u) +k, k € R.
Jx
Question 204
Le changement de variable u = 1 donne :
X
O J Sm(}(#dx = —J sin(u)du.
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O fwdx =cos(1/x)+k, k eR.
x

O Jsin(l/x)dxzjsin(u)du.

O f sin(1/x)dx = —cos(u) +k, k € R.

Question 205
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O fcosxsinxdxzisin2x+k, ol k €R.
. 1 .
O cosxsmxdxzicos x +k,ouk €R.
. 9 1.5 .
O | cosxsin xdx=§sm x+k,ou k eR.
9 . 9 1., \
O | cos”xsin xdx:251n x+k,oukelR.

Question 206
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 Le changement de variable u = cos x donne J cos® xdx = J uidu.
[0 Le changement de variable u = sin x donne f cos® xdx = f(l —u?)du.
O Le changement de variable u = sin x donne J sin® xdx = J u’du.

O Le changement de variable u = cosx donne | sin®xdx = f(uz —1)du.

6.3 Primitives | Niveau 3

Question 207
Le changement de variable u = 2 + cos x donne :
2+ 6
O f sinx(2 + cosx)°dx = —% +k, ou k € R.
2+ %)°
| f(2+cosx)5dx = % +k, ou k €R.
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2 —2
O fsinx(2+cosx)_3dx= %+k, ouk eR.
2 —2
O f(2+cosx)_3dx:M+k, ou k €R.

Question 208
Le changement de variable u = 2 4 sin x donne :

O f cos xe2Tsinx¥dy = e2™InX L ko k € R.

O J eXtsinxdqy = J e'du.
O f—d’f _ |
2+ sinx u

d
O szln(2+sinx)+k, ot k € R.
2+sinx

Question 209
Le changement de variable u = sin x donne :

d
o [ g [
1+ sin“x 1+ u?

O J Ls_lxzdx = arctan(u) + k, k € R.
1+ sin“x

. d?c2 _ du .
1+ sin“x 1+ u?

d
O J —x2 =arctan(u) + k, k € R.
1+ sin“x

Question 210
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :
2
O f cos(2x)4/ 1+ sin(2x)dx = M +k, ou k € R.
v/ 1+ sin(2x)

O f cos(2x)4/1 + sin(2x)dx = = [1 +sin(2x)]*? + k, ot k € R.

sin(3x)dx 1
O | ——==
2—cos(3x) 3

W=

In[2—cos(3x)]+ k ot k €R.

dx
———— =In[2— 3 k, k € R.
O f2—cos(3x) n[2—cos(3x)]+k, k€
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Question 211
Le changement de variable u = e* donne :

0 e*dx _ du .
1+e 1+u2

I e'dx =arctan(u) + k, k € R.
1+e2x

0 dx _ du .
1+e2x 1+u?

d
O X arctan(u) + k, k € R.
1+e2x

Question 212
On se place sur ]0,+00[. Le changement de variable u = e™ donne

2 | =] A
o1 ) Viie

O JJ2—X71=—arcsin(u)+k,k€R.
ex_
. e *dx _J
ve? Vi—u?
J‘/i V(A —u?)+k, keR.
Question 213

On note par F une primitive de f(x) = arcsin(x) sur ] — 1, 1[. Parmi les propositions sui-
vantes, cocher celles qui sont vraies :

O F(X‘)Z‘/%-f‘k, ou k € R.

O F(x) = xarcsin(x
(x) ()= JW
0 F(x) = arccos(x)+k, ou k €R.

O F(x)=xarcsin(x)+v1—x2+k,ouk €R.

Question 214
On note par F une primitive de f(x) = arctan(x) sur R. Parmi les propositions suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

I:lF(x)=1 2+k,01‘1k€]R.

O F(x)= xarctan(x)+k, ou k € R.
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xdx
1+ x2

O F(x) = x arctan(x) — f

1
O F(x) = xarctan(x)— 3 In(1+ x?)+k, ot k €R.

Question 215
On se place sur ] —1,+0o0o[. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Jln(x+1)dx:ex+1+k, ot k €R.

O fln(x+1)dx=(x+1)ln(x+1)—fdx.

2
1 fxln(1+x)dx=Jxdxxln(1+x)=X—ln(1+x)+k,oi1k€]R.

O fxln(1+x)dx——ln(1+x) fm

Question 216

Soit f(x) = peap—s Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
ex +e-

O f admet une primitive sur R.
O La fonction F telle que F(x)=1In (ex + e_") est une primitive de f sur R.

T
[0 La fonction F telle que F(x) = e arctan (e_x) est une primitive de f sur R.

T
O La primitive de f sur R qui s’annule en 0O est définie par F(x) = i arctan (e*).

Question 217
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

X
O —:—arcsin(x)+k,k€R.
JV
V1—x2dx=xv1— x2+J
f v1— x2

O Légalité x> = (x*—1)+ 1 donne : —z—arcsinx— v 1—x2dx.
i f i-x2 f

1 1
O Une primitive de v/ 1 —x2 sur ] —1,1[ est Ex 1—x2+ > arcsin(x).

Question 218
On pose t = cosx pour x €]0,t[. Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont
vraies :
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d dt
O sinx=v1—coszxetf X —J =arcsint + k, k € R.

sinx J1—1t2
DJ .dx :J dt '
sin x t2—1

2 1 1
O VeeR\{—-1,1}, = — .
v \ } t2—1 t—1 t+1

Df dx :1n(1_ﬂ)+k,kem.
sin x 1+ cosx

Question 219
On note par F une primitive sur R de f(x) = ———————. Parmi les assertions suivantes,
‘ _ 2 +4x2—4x
cocher celles qui sont vraies :
1
Of(x)=——.
fx) 1+ (2x —1)2
du
O F(x)= avec u = 2x — 1.
1+u?
O F(x)=arctan(2x —1)+k, k € R.
1
O F(x)= > arctan(2x — 1)+ k, k € R.
Question 220
. 2x+3 . . .
On note par F une primitive sur R de f(x) = —————. Parmi les assertions suivantes,
xX24+2x+2

cocher celles qui sont vraies :
2x+2 1

O VxeR, f(x)= + .
f(x) X242x+2 x242x+2

1
O F(x)=In(2+2x+2)+ ——+k, keR.
x242x+2

O F(x)=1In(x?+2x +2) +arctan(x? +2x +2) + k, k €R.
O F(x)=1In(x*+2x +2) +arctan(x + 1) + k, k € R.

6.4 Primitives | Niveau 4

Question 221
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 Le changement de variable x =sint pour t € [—7/2, /2] donne :

f \/1—x2dx=J v1—sin2tdt=fcostdt.
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O Le changement de variable x = sint pour t € [—7/2, /2] donne :

f\/l—xzdx:Jcosztdt.

t in(2¢t t int t
O cosztdt=——sm( )+k=——m+k,keR.
2 4 2
arcsinx xv'1—x?2
0 Une primitive de v/ 1 —x2 sur [—1,1] est + 5 .

Question 222

Pour x € [0,+00[, on pose t = x2. Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont
vraies :

0 xdx _ Jtdt
xt—x2—2 | t2—t—2"
d 1 dt
xt—x2—-2 2 ) t2—t—2
3 1 1 3dt t—2
O VeeR\{-1,2}, = — t =1 +k, keR.
VEERM L2 e T T Jtz—t—Z e
1 2-2
o | XX L1 2l ke
xt—x2—-2 2 |x2+1
Question 223
Le changement de variable t = x?2, pour x €]0,+00[, donne :
- 2dx [ dt
x(x2+1)2 | (t+1)?
- 2dx [ dt
x(x2+1)2 _J t(t+1)2
- 2dx [ dt
XG0 | Vi(e+ 12
2dx _ (dt [ dt [ dt
x(x2+1)2 ) ¢ t+1 (t+1)2
Question 224
.y tan® x ,
Pour x €]—m/2,7/2[, on pose t = tan(x) et on rappelle que sin“ x = —————. Parmi les
1+ tan? x

affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
1 1+ ¢? dx 1+ ¢2
O —— = et —— = dt.
1+sin“x 1+2¢t2 1+ sin“x 14 2¢t2
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dx t 1
O — = —— —arctan(v2t) + k, k €R.
f1+sin2x 2 22 (v2o)

dx 1
[l — = dt
1+ sin“x 1+ 2t2

dx 1
O Sur ]—n/2,m/2[,ona: | ———— = —arctan(+/2tanx)+k, k €R.
1=m/2,m/2] J1+sin2x V2 ( )

Question 225
Pour x €] — /2, m/2[, on pose t = cosx. Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui

sont vraies :
tan xdx de
O | ——— =tanx = tan x.arctan(cosx) + k, k € R.
1+ cos? 1+ t2

. tan xdx _ dt
1+cos2x t(1+t2)
1 t 1 dt V1+t2
O VteR* = ——etd — =1 +k, keR.
\ Tt(1+t2) 14t ; © OncJt(1+t2) n( t ) ’
tan x dx _ln(\/l—l—coszx

1+ cos2x CcoS X

DSur]—Tc/Z,n/Z[,ona:J )+k,k€IR{.

Question 226
Le changement de variable t = sin x donne :

3
cos”® xdx dt
O | ——=—=cos’x .
1+ sin“x 1+ t2

d
O J cos’ xdx _ = cos® x. arctan(sinx) + k, k € R.
1+sin®x
d 1—1t?
. cos xdx de.
1+sin2x +sin2x | 1+¢2
d
O J cos” xdx =—t+2arctant + k, k € R.
1+sin®x
Question 227
1—tan?(x/2)
On se place dans l'intervalle | — m, [ et on rappelle que cosx = —— et que
P ] [ PP d 1+tan?(x/2) d
2t 2
sinx = an(x/2) Le changement de variable t = tan(x/2) donne :

1+tan2(x/2)

0 dx . 2dt
2+cosx | 3+¢2
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dx dt
O - = .
2+ sinx t24+t+1

dx 1 t
——— = —arct — |+k, keR.
[l J2+cosx ﬁarcan(ﬁ)+ , ke
1
DJ d)f = In(t>?+t+1)+k, keR.
2+ sinx 2t + 1

Question 228
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Le changement de variable t = +/x donne J ﬁ = J (tz(—jl-—tl)z

dt t 2t%dt
O = + | —.
t2+1 241 (t2+1)2

2dt t
= +arctant + k, k € R.
(t2+1)2 t2+1

1
O Une primitive de sur ]0,+o0o[ est 5 (% + arctan ﬁ)
x

1
Vx(x +1)2

Question 229
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Le changement de variable t = +/x donne J % = J (ti—tl)z

4 1 1 1 1
= —_— + + .
(t2—1)2 t+1 t—1 (t+1)2 (t—1)
t+1 _ 2t
t—1 t2—1

O Vit ER\{_]-’]-};

4de n
(2—1)2

+k, keR.

O Une primitive de sur ]1,+00[ estIn

ﬁ+1‘_2ﬁ

1
Vx(x—1)2 Jx—1| x-—1

Question 230

. , . 1 ) . .
Soient a et b deux réels et f la fonction telle que f(x) = —2b Parmi les affirmations
ax<+
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 Sia et b sont strictement positifs, il existe une constante C telle que F(x) = C arcsin (x val/ b)
soit une primitive de f(x).

O Sia et b sont strictement positifs, il existe une constante C telle que F(x) = Cvax2+b
soit une primitive de xf (x).

[ Si a est strictement négatif et b est strictement positif, il existe une constante C telle
que F(x) = C arcsin (x v/ —a/b) soit une primitive de f (x).
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[0 Si a est strictement positif et b est strictement négatif, il existe une constante C telle
que F(x) = C arcsin |:x v/ a/(—b)] soit une primitive de f(x).

Calculs d’intégrales

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

7 Calculs d’intégrales

7.1 Calculs d’intégrales | Niveau 1

Question 231
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

- YA 1 13
o (x+1)2° (1+1)2 (0+1)2 4
- fdx 11 _1
s x+1 141 0+1 2

'd
IZIJ X —o(/2-1).
0

x+1

1
1
O J;) VX+1dX—m.

Question 232
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1 1
O f exdx=e—1etJ e dx =e?—1.
0 0

/4 1 /4 1
O sin(2x)dx = — et cos(2x)dx = —.
0 2 0 2
1 1
O dx =In2et dx =In3.
o X+1 o X+2
bod

X 1 bodx i
O ;=5 et 5=
o (I+x) 2 o 1+x 4
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Question 233
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

T TT

I:If xsinxdx:J cosxdx.
0 0
T

T

O xsinxdx=rt+J cos xdx.

0

O xsinxdx = .

O f xsinxdx = m—2.
0

Question 234
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

T T

I:If xcosxdxz—f sinx dx.
0 0
T T

Df xcosxdxzf sinx dx.
0 0

O f xcosxdx =2
0

[l f x cosxdx =—2.
0

Question 235
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

0 felntdt:[tlnt]j—Jedt.
1

O f Intdt =1.
I:If tinede = ¢ 1nt]j—J tdt.
1
2
I:If tinede =1L
Question 236

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O fl xe*dx = [xex](l) —Jl e*dx.
0 0
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1

O xe*dx = 1.

1
2 2 x1!
x“e*dx = [x ex]o— xe*dx.
0

1
O f x2e*dx =e—1.
0

O

[
)

7.2 Calculs d’intégrales | Niveau 2

Question 237
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

T

/2
[0 Le changement de variable t = 7w — x donne f sinx dx = J sin x dx.
2 0

m/
/2 /2 de
[0 Le changement de variable t = 2x donne f sin(2x)dx = f sint 2"
0 0
/2 n/4 de
O Le changement de variable t = 2x donne f sin(2x)dx = f sin t EX
0 0
/2 /2

O Le changement de variable t = 2x donne f
0

sin(2x)dx = J sin t dt.

0

Question 238
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

e

°1 21
O Le changement de variable t = Inx donne f ﬂdx = f tdt = € 7
1 X 1

O Le changement de variable t = 1 — x? donne f
0

1 1
2xel™ dx = —f etdt.
0

In3 x

[0 Le changement de variable t =1 + e* donne f 1+ or dx =1n2.
e
0
a .

i sin x dx

O Pour toutréela>0,on a: — =0
_, 1+cos?x

Question 239
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2 2

[0 Le changement de variable t = Ilnx donne J dx = J g =1.
xInx
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2
2xd 4
[0 Le changement de variable t = x*> + 1 donne _SXer _ =

o (x2+1)2
1 1
x dx dt
[0 Le changement de variable t = x*> + 1 donne —_—= —=1
o VX2+1 ), 24/t
73 sinx dx
O Le changement de variable t = cos x donne =1
0 cos? x
Question 240
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
/2 1
O cos® x sinx dx = —=.
0 3

/2 1
O sin® x cos x dx = =.
0 3

4 ﬁ 2
e e
O —dx =——e.
L VX 2
/2
d
. f cosxdx _
)2 2+sinx
Question 241
n/3
Lintégrale J tanx dx est égale a :
—1/6
4
O —.
3
243
o253
3
n/3
O J tanx dx.
n/6
1
O —In3.
2
Question 242

Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

4
1 1 -5
O —— — |dt=—.
fl (tz ﬁ) 4
X 1 1 x dx 1

HvxerR\ oy =1 e




12 dx 1/2
O = [arctanx] = arctan(1/2).
o 1—x 0
1/2
dx 1/2
O f — = [arctan(—x)] = arctan(—1/2).
o 1—x? 0
Question 243
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
. . n/4 dx 1/v2 dt
O Le changement de variable t = sin x donne _— = —.
/6 SILXtanx 12 t2

f”“ dx 11
O ——=————
/6 SiDXtanx J2 2

/3

1/2
0 Le changement de variable t = cos x donne J sinxe“**dx = J e'dt.
1

0

n/3
O f sin xe“*dx =e— +e.
0

Question 244
X . . . . . .
Soit f(x) = il Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

4
dt
f f(X)dX— . t-}-—l

2
O —f xdx<J f(x)dx<f x dx.
> 0

1

f(x)dx=0

2
1 f f(x)dx =In5.
0

7.3 Calculs d’intégrales | Niveau 3
Question 245

Inv3 e* dx In2 dox
On note [ = etJ = ——. Le changement de variable t = e* donne :
o lte¥ o lter

3
dt

O71= =T

L 1+ 12
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1+t2 2
2
t
oy=| 4 _jm3_mo.
1 1+t
2
= dt =2In2—In3.
L t(d+1)

Question 246
On note [ = f x%In(x + 1)dx. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont
0
vraies :
2
OI< 4f In(x + 1) dx.
0

2

O I>ln3J x?dx.
0

2
1 3
I:II:§ln3+— de.
3 3), x+1

O I:31n3—§.
9

Question 247

/3
12 x dx

0 vi—x2

On pose I = Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1/v2 de

O Le changement de variable t =1 — x? donne I = — —.
. 20T

1
dt
O Le changement de variable t =1 —x? donne I = —.
1/2 2/t
1/v2 de
O Le changement de variable t = x* donne I = —_—
& fo 2v1—t

/4

[0 Le changement de variable x =sint donne I = J sintdt.
0

Question 248

/3 /3 .

cos x sin x ) . . .

On pose I = ——dx etJ = dx. Parmi les affirmations suivantes, cocher
/6 SINX /6 COSX

celles qui sont vraies :
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OrI1=J.
1
OI=-.
J
1
O I=-In3
2
0O J=—Inv3.
Question 249
/2 cos x dx i sin(2x)dx . ! .
On pose I; = L= ————— et I = I, + I,. Parmi les affirmations
o 1+2sinx o 1+2sinx
suivantes, cocher celles qui sont vraies :
OI=1.
O I, =2In3.
1
2

O I,=1—2In3.

Question 250
n/4
On note [ = f (tanx + : )dx. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui
an x
n/6
sont vraies :
.. sin x . /4 2dx
O En écrivant tanx = ,onobtient: I = - .
cos X /6 sin(2x)
Y2 odt
[0 Le changement de variable t = cos(2x) donne I = J T
. _
2 1 1 2dt 1+¢
O VeeR\{-1,1}, = + et =In|—|+k,kER.
VEERAL I e ST Y T J1—t2 1—t¢
0 I=In3.
Question 251
n/2 /2 /2
On pose [ = xcos*xdx, J = xsin?xdx et K = f x cos(2x)dx. Parmi les
0 0 0
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

_ . . 1
O Une intégration par parties donne : K = —.

7.[2
0 I+J=§etI—J=K.
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OI=
16
n*—4
OJ=
16
Question 252

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

e (Y ar
[0 Le changement de variable t = sin x donne =
o Cosx 0

/6 dx
O f =In+v3.
0

COS Xx

™3 tan x dx Y2 4
O Le changement de variable t = cos x donne J — = J
1

o Ccos X
/3
tan x dx
O — =1
0 CcoS X

Question 253
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

" dx EACEY:
[0 Le changement de variable t = sin x donne —_— = _.
/6 SIILX COSX 12 t(1—1t2)
1 1 1 1
O VvVeeR\{-1,0,1}, —4——=—"+—-——.
v \ } t(1—t2) t 1—t 1+t
1
O Une primitive de ———— sur ]0,1[ est F(t) =1n .
p (=) 10,1[ (t) T
n/4
d
. f &
sin x cos x
n/6
Question 254

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 Le changement de variable t = cos x donne

w2 dx [ de
/3 sinx(1+cosx) o (=01 +1)?

4 1 1 2
O VeeR\{—-1,1}, = + + .
M } 1—0)(1+¢t)2 1—t 1+t (1+1t)>
1 1+t 2
[0 Une primitive de sur |—1,1[ estln —— — ——.
1—0t)A+1t)? 1—t 1+t
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/2
d 2
O S =In3+=.

/3 sinx(1 4+ cos x) 3

Question 255
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O La dérivée de tanx sur ]— /2, 7/2[ est 1 +tan? x.
n/3

/3

dx Ude

O Le changement de variable t = tan x donne —_— = .
o 1+2cos?x o 3+t?

sarean( )
sur R est —arctan| — |.
3 V3

[0 Une primitive de
3+t2

n/3
. J dx i
o 1+2cos2x 443

Question 256
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

/3 tan x dx _Jl/z dt
1

t(1+t2)

O Le changement de variable t = cos x donne —_— =
1+ cos?x

0

1 1 t
OVteR, ——=~-— .
t(1+t2) t 1+4¢2

t
sur ]0, +o0o[ est ln( )
Vi+e2

O Une primitive de

1
t(1+t2)
Jn/g tanxdx  1+In5

0

1+ coszx 2

Question 257
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

8 3
dx 2dt

[0 Le changement de variable t = +/x + 1 donne = .
L xVx+1 ), t2—1

8
Df _dx 3
3 XVx+1 2

8 3 5

v t=de

[0 Le changement de variable t = +/x + 1 donne J X
3

+1
dx = .
X t2—1

2

vax 3

+1 1
dx=14+—-In-.
X 2 2
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Question 258
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2dt
t24+1°

3 V3
O Le changement de variable t = 4/x donne fl (x—i-dﬁ = Jl

’ dx T
H Jl x+Dvx 6

X B ear
O Le changement de variable t = 4/x donne dx = X
L x+1 . 241

3
O VX =31
o x+1 12

Question 259
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
2t 1 1

O VeeR\ {1}, = — .
v VU t24+2t+1 t+1 (t+1)2
O In(t+1)+ est une primitive de ———— sur |—1,+00[.
t+1 t24+2t+1
1 1
d 2tdt

O Le changement de variable t = 4/x donne X = .

o X+24/x+1 ), t2+2t+1
1
d
O| —= =2m2-1.
o X+2¢/x+1
Question 260
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
2t 2t+1 4 1
O Vt eR, = - = -
t24+t+1 t2+t+1 3(2t+1) 1
V3
2 2t+1 2t
O In(*+t+1)— — arctan( ) est une primitive de ————— sur R.
V3 V3 t2+t+1
1 1
d tdt

O Le changement de variable t = /x donne S S I L

o X+Vx+1 ), t2+t+1

0 ! dx _ln3_ T
o X+YX+1 2 643
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7.4 Calculs d’intégrales | Niveau 4

Question 261

On pose I = J e* cos® xdx, J =
0

T T
e*sin® xdx et K = f e* cos(2x)dx. Parmi les affir-
0 0
mations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
[0 A Taide de deux intégrations par parties successives, on obtient : K = e —1—4K et

e™—1
donc K = .

OI+J=e"etlI—J =K.
6e™—1
Or=>_"
10
4e™ +1
10

OJ=

Question 262

X sinx sinx . ) . .
On pose I = ———dxetJ = —————dx. Parmi les affirmations suivantes,
o 1+cos?x o 1+cos?x
cocher celles qui sont vraies :
. e T
O Le changement de variable t = cos x donne J = =—.
L1422
O Le changement de variable t = m —x donne I = tJ —1I.
2
sin x s
OI= xdx. =—J.
0 1+cos2x 2
-
= T

Question 263

. 6x +8 ) . . ) . .
Soit f(x) = . Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

(x+3)(x2—4)
a b
0 La décomposition en éléments simples de f a la forme : f(x) = + .
x+3 x2—4

(4—x%)
(x +3)2

[0 Une primitive de f sur ] —2,2[ est donnée par F(x) =1In

' 3
1 f f(x)dx =3In-.
0 4

/2 .
84+ 6cost)sint
Df ( )
0

dt = 3ln§
(3+cost)(cos2t—4) 4

Question 264
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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O Le changement de variable t = cos x donne

w2 dx [ de
/3 sinx(1+cos2x) o (A=t +1t2)

4 S R S
(1—-t)(1+t2) 1—t 1+t 1+¢2

O VeeR\ {—1,1}

1 1+t¢
0 Une primitive de sur |—1,1[ est In (—) + 2arctant.
(1—1t2)(1+t2) 1—
/2
d 1
O J - X 5 =In3+ 2arctan —.
/3 sinx(1 + cos? x) 2

Question 265

1
Soit f la fonction définie par f(x) = ——.
f par f G2y
tions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

On pose I = f f (x)dx. Parmi les affirma-
0

2 2
0 Ona: IetI>—
8 42

O Le changement de variable x = 2t donne I = —_—.
o (1+1t2)?

1
1 1

SPSLY (U Y
16 \L1+¢t21p 01+t2

247
OlI=——.
64
Question 266

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O Le changement de variable t =\ L donne :
! +x 4t de
1— (t2+1)2

dt s
O —
Jl t2+1 6
Dfﬁ dt _[ t ]*/5 Jﬁ 2t2dt
. t2+1 1+t2 (t2+1)?
1/2
1 3
0 = E_ 3
s V1—x 3 2
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Question 267
, . (* dt © dx , o
Soit n € N*. On note F,(x) = ———etl, = ﬁ Parmi les affirmations

Jo (2+1)n x(In*x +1)
suivantes, cocher celles qui sont vraies :
(* t2dt
O F(x)=———+ 2n —_— .
n( ) ( 2 4 ) (t2+1)n+1

O F,(x)=arctanx et Fz(x) = (arctan x)*.
O Le changement de variable ¢t = Inx donne I, = F,(1).

T T\ 2
D Il:zetIzz(Z) .

Développements limités

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

8 Développements limités

Soit a € R et f une fonction. On dit que f (x) est un o ((x —a)") au voisinage de a et on écrit
f(x)=o((x—a)") si hm m flx )
x —_—
de f al'ordre n en a. On note aussi DL,(a™)f (x) (resp. DL,(a™)f (x)) le développement

limité de f a 'ordre n a droite en a (resp. a gauche en a).

= 0. On note par DL,(a)f (x) le développement limité

8.1 Opérations sur les DL | Niveau 1

Question 268
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant O telle que f(0) = O et
DL,(0)f(x) = x + x*+ o(x*). On peut en déduire que :

O f est continue en 0, dérivable en 0 et f'(0) = 1.
O Si f est 2 fois dérivable en 0 alors f®(0) = 1.
O DL,(0)f(2x) = 2x + 2x* + o(x*).

O DL,(0)f (x*) = x>+ x* +o(x?).
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Question 269
Soient f et g deux fonctions telles que :

DL,(0)f(x)=x + x>+ 0(x?) et DL;(0)g(x) =—x + x>+ o(x?).

On peut en déduire que :
O DLy(0)[f(x) + g(x)]=o(x?).
O DL,(0)[f (x) — g(x)] = o(x?).
O DL,(0)[2f (x) + g(x)] = x + o(x?).
O DL(0)f (x) x g(x) = —x*+ x® + o(x®).

Question 270
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O DL3(0)1— =1+4+x+x%+x3+0(x>).
—Xx

1
O DL3(O)1— =1—x+x*—x3+o0(x>).
—Xx

O DL3(O)1x =x—x2+x3+0(x®).
—x
1+
I DL3(0)1 X =14 2x + 2x% 4+ 2x3 + o(x?).
—x

Question 271
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

3
O DL,(0)sinx = x — % +o(x?).

x? X3
O DL;(0)e* =x + > + 3 +o(x?).

2
O DL,(0) (sinx +e*) = 2x + % +o(x%),

3
O DL,(0)(sinxe*) = x +x*+ % +o(x?).

Question 272
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2
O DLy(0)cosx =1— XE +o(x?).

x?  x3
O DLB(O)GX =1+x+ ? + ? + O(XS).
E
O DL;(0)(cosx +e")=2+x+ 5 +o(x?).

3
O DL;(0)(cosxe*)=1+x— % +o(x?).
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8.2 Opérations sur les DL | Niveau 2

Question 273
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

3
O DL,(0)sin(2x) = 2x — % +o(x®).

2
O DL,(0) sin(E —x) —1-2 5 o(x?).
2 2
X2
O DL,(0)cos(sinx)=1— Y +o(x?).

2
00 DL,(0)cos(x —x?) =1 — % +o(x?).

Question 274
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O DL,(0)V2+x=1+ % +o(1+x).
O DL;(0)vV4+x=2+ g + o(x).

O DL,(0)v1+2x =1+ x+o0(x).
O DL,(0)v1—3x =1—x—x%+o0(x?).

Question 275
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O DL,(0)(8 4 3x)%% =4+ 2x + o(x).
O DL,(0)1/vV1—2x =1+ x + o(x).
O DLy(0)V/1+3x3 =1+ x%+ o(x?).
O DL,(0)V3+x=1+ g +o(x).

Question 276
Les égalités suivantes portent sur des développements limités en 0. Cocher celles qui sont
vraies :

2

O In(1+2x)=2 (x — x? + o(xz)).

O In(1 —2x) = —2x —2x2 + o(x?).
4

O In(1+x*) = x*— XE +o(xH).

O In(1—x?)=— [xz — %4 + o(x4):|.
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Question 277
Les égalités suivantes portent sur des développements limités en 0. Cocher celles qui sont
vraies :

O In(1+e")=14x+o(x).

O In(cosx) = —x2%/2+ o(x?).

O In(1 +sinx) = x + o(x?).

O In(1—x*)—1In ((1 + x)z) = o(x).

Question 278 .
On rappelle que tanx = sm((x)y Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont
cos(x
vraies :
1 x> 5
O DL;(0)——= =1+ — +o(x°).
cos(x) 2
O DL,(0) L —1—X—2+o(x3)
P cos(x) 2 )

3
O DL,(0)tan(x) = x + % +o(x?).

2x3 3
O DL;(0)tan(x) =x — Y +o(x”).

Question 279
Soit f (x) = arcsin(x) et g(x) = arctan(x). Alors

O DL,(0)f'(x)=1+ x; + o(x?).
O DL,(0)g'(x) =1+ x*+o(x?).
O DL;(0)f(x)=x + %3 + o(x?).

O DL;(0)g(x)=x+ %3 +o(x®).

8.3 Opérations sur les DL | Niveau 3

Question 280
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 Pour obtenir le DL,(0)v/2 + t, on écrit :

1/2+t=\/1+(1+t)=1+(1-2i_t)—(1zt)2+0((1+t)2).

O Pour obtenir le DL,(2)+/x, on écrit :

ﬁz\/1+(x—1)=1+(x;1)—(x_81)2+o((x—1)2).
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In(1+¢ 3¢t?
M:t——+o(t2).
1+t 2

O DL2(1)1HTX ENERIE il

O DL,(0)

+o((x—2)%).

Question 281

Les égalités suivantes portent sur des développements limités au voisinage de +00. Cocher
celles qui sont vraies :

1 1 1 1
o biroosnt =1 Lo 1)
x x 6x3 x3
1 1 1
O DL,(+oc0 =1——+4o|—|.
2 )1+x2 x2 (XZ
+1 1 1 1
5 btroom =1 L o(1),
x 2x2 x2
1 1 1 1
O DL,(+oc0 =1——+—+o— ]
2 )1+x x x2 (xz)

Question 282

Les égalités suivantes portent sur des développements limités au voisinage de +00. Cocher
celles qui sont vraies :

. ( 1 ) 1 1 (1)

O sin =———+o0(—= )
1+x x x2 x2
1 1 1

[l cos( )zl———l—o(—).
1+x 2x2 x3

Question 283
In(1 + x + x?
Soit f(x) = BULEXFxT)
v1i+2x—1
2

O DL,(0)In(1+x +x*)=x+ % + o(x?).

2

O DL,(0)(V1+2x—1) =x—x? + o(x?).

. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O DL,(0)f(x)=1+x+ x; + o(x?).

O DL,(0)[xf(x)]=x +x*+ x; +o(x?).
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Question 284
1 1

Soit f(x) = —— et g(x) = ————. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles

i 1+sinx 1+ cosx
qui sont vraies :

O DL,(0)f(x)=1—x +x*+ o(x?).

2
x
O DL,(0)g(x) =1— =+ o(x?).

2
2

O DL,O)[f(x)+ g(x)] =2 —x + % +o(x?).

O DLZ(O)M =2—2x+ BTXZ + o(x?).

g(x)

Question 285
Soit f(x) =In[1+sinx] et g(x) =In[1+ cosx]. Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :

O DL,(0)f(x)=x— %2 +o(x?).

O DL,(0)g(x)=1— X; +o(x?).

O DL,(0)[f(x)+g(x)] =1+ x —x*+ o(x?).

In(2)
2

O DL,(0)f (x)g(x) =In(2)x — x2 +o(x?).

Question 286
Soit f(x) = arctanx. Pour t # 0, on pose g(t) = f (1) Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies : ‘
O Pourt >0,ona: g(t)= g + arctan(t).
-1
1+¢2

O Pour tout x >0, g'(t) =
t3
O DL,(0%)g(t) =—t+ 3 +o(t3).

n 1 1 1
O DL3(+OO)f(X) = E—; + @ +o0 (F)

Question 287
Soit f(x) = e"* et g(x) = e“"*. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont
vraies :

O DL;(0)f(x)=1+x+ %2 +o(x®).

O Pour tout x € R, f'(x) = g(x).
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/

x2
O DL,(0)g(x) = (1 +x + 5 + o(x?’)) =14 x +o(x?).

O DL,(0)g(x)=e— %xz + o(x?).

Question 288
Soit f(x) = ln(

1 ) Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
e —

2
=1—£+x—+o(x2).

2

X
DL,(0)(e¥—1) = — 2 et DL,(0
O DL,(0)(e )X+2+0(X)e 2()ex_1 272

O DL,(0)In(1+u)=u— ”; + o(u?).
O DL,(0)f (x) = —g e o(x?).

8
O DL, (0)f (x) = —g +0(x).

Question 289

Soit f(x) = (1 + x)"*. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
In(1+x) ;X x?

— =+ = +o0(x?).
5 +3 (x%)

2
O DL,(0)e™™ =1 +u+ ”E +o(u?).

[0 DL,(0)

O DL,(0)f (x) = ; —ox+ 37"2 +0(x?).
O DL,(0)f(x)=e— gx + 12—146x2 + o(x?).

Question 290
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

In(1 2
0 DL g X0 o),
X—X 2 2
eX—1 x2
O DL,(0)——— =1+ x+ = +0o(x?).
2 )ln(1+x) X+ 5 4ol

2 4
O DL,(0)In(1 + xsinx) = x*— % +o(x*).

4
O DL,(0)arcsin (ln(l + xz)) =x?— x? +o(x™M).

Question 291
Soit f(x) = arctan(1 + x) et g(x) = arctan(cos x). Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :
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1 x x?

O DLZ(O)f/(X) = 5 - E + Z + O(X‘Z).
2 3
O DL,(0)f (x) = % - X: + ’1‘—2 +o0(x?).

[\S)

3
O DL;(0)cosx =1— 5 +o(x®) et DL,(0)arctanu = u— ug +o(u®).

=

2 2 3
O DL,(0)g(x) = (1 — % + o(x3)) — % (1 — x? + o(xS)) +o(x?).

8.4 Opérations sur les DL | Niveau 4

Question 292
, “In(1+1) In(1 + x)

Soit f(x) = ———=dt et g(x) = ——————. Alors
fe= g dretel =" ==

O DL,(0)g(x) = x — x? + o(x?).
O f’(x) ne posséde pas de DL(0).
O f(x) ne possede pas de DL(0).

2 x3

O DL,(0)f (x) = % -5 +olx).

Question 293
Soit f(x) = (1 +x)" Y, Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
2 2
O DL,(0)In(1+x) = x — % +0(x?) et DL,(0)(e* —1) = x + % +o(x?).

In(1+x) 2

O DL,(0) 1—x+ % + o(x?).

ex—1
O DL,(0)f (x) = e.e ™™ /20" — ¢ e x + e.x? + 0(x?).

O DL,(0)f(x)=e—e.x + %xz + o(x?).

Question 294

1
Soit f(x) = Vx2 4+ x— v/x2—1. On considére la fonction g définie par g(t) = f (?) Parmi
les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1+t—+1—1¢t2
O Pour0<t<1,g(t)= v " v et DL,(0M)g(t) =

1
+o0 ; .
- +o(i)
16x2 x2 )
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1 3t )
—+ = +o(t?).
5+ g tolt?)

O DLy,(+00)f(x) = % +

3
8x
1 3
O DLy(+o0)f(x)=—-+—
2 8x



1 3 1 1
O DL,(— =-——+ +ol = |
2(=00)f (x) 2 8x 16x2 ° (xz)

Question 295
Soit f(x) = arctan( X
X+

affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
1 ) On considere la fonction g définie par g(t) = f (?) Parmi les

1 t
O Pour 0 < t, g(t) = g —arctan(1+ ) et DL,(0)g/(t) = = + 5 +0(2).
+ t t* 2
O DL,(0")g(t) =~ +  +o(t).

O DLy,(+00)f(x) = —% + é +o (i)

O DL,(+00)f (x) = g—% + % +o(i).

Question 296
) x? x+1 1 _ , )
Soient f et g telles que f(x) = N In et g(t)=7f 7) Parmi les affirmations
x— x
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

0 g ="10

2
O DL,(0)g(t) =1+ % + % +o(1?).

1 1 1
O DL,(0)(+o0)f(x)=1+ ” + oxZ +o (;)

1 5 1
O DLZ(O)(+OO)f(X) =1+ ; + @ +o0 (;)

8.5 Applications des DL | Niveau 1

Question 297
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O lim——=2

O lim————=1

97



Question 298
Soit f(x) =
sont vraies :

O DL,(0)g(x) = % - g +0(x).

et g(x) = In(1 + x)

. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui
x2—1 2x + x?

O F(1+x)=g(x) et DL,(1)f (x) = %— % +o(x).

O lin} f (x) n’existe pas.
1

O lim f(x) = 2

8.6 Applications des DL | Niveau 2

Question 299
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O lin(q)(1+x)1/x =1.

. 1/ sin?
O lim (cosx)Y ™~ =
x—0

1 1
O lim ( — —) =
-0\ sin®x  x2

. cosx—+1—x2 |
O lim — n’existe pas.
x—0 x2sin“ x

51

Wl

Question 300
Soit f telle que f(x) = ©
X + x2

f au point d’abscisse 0 lorsqu’elle existe. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui
sont vraies :

x_

si x # 0 et f(0) = 1. On note T, la tangente au graphe de

O DL,(0)f (x)=1—=+ =, o(x?).

2 2
O lir%f(x) =1 et f est continue en O.
1
O f est dérivable en O et f'(0) = —5-
[0 T, estladroite d’équation y = 1—% et le graphe de f est en dessous de T, au voisinage

de 0.

Question 301

) x

Soit f(x) = —————
. xz + 2X- + 2 . . . . .

d’abscisse —1. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2
et g(x) = f(x—1). On note T la tangente au graphe de f au point
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O DL;(0)g(x) =1—2x + 2x> + o(x>).

O T estladroite d’équation y = 1—2x et le graphe de f est au dessus de T au voisinage

de —1.
O T estladroite d’équation y = 1—2x et le graphe de f est en dessous de T au voisinage
de —1.

O T estladroite d’équation y = 1—2x et le point d’abscisse —1 est un point d’inflexion.

Question 302
Soit f(x) = x —sinx. On note T, la tangente au graphe de f au point d’abscisse 0. Parmi
les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

%3
O DL;(0)f(x) = o +o(x?).

O T, est la droite d’équation y =0 et f admet un extrémum en O.

O Le point d’abscisse 0 est un point d’inflexion.

x
O lim JL) n’existe pas.
x—0 x2

Question 303
Soit f(x) = xln(

affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O DL,(0)g(x) =1+ % +0(x).

x+1

1
). On note T le graphe de f et on pose g(x) = f (—) Parmi les
X

1 1
[0 Au voisinage de +oco,ona: f(x)=1— o +0 (—)
X X

O T admet la droite d’équation y = 1 comme asymptote au voisinage de +00.

0 T admet la droite d’équation y = —1 comme asymptote au voisinage de —oo.

Question 304
Soit f(x) = len(
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O DL,(0)g(x)=1— % +o(x2).

x+1

1
). On note T le graphe de f et on pose g(x) = xf (—) Parmi les
X

1 1 1
[0 Au voisinage de +oo,ona: f(x)=x——+—+o0 (—)
2 3x X

N . 1 ..
O I admet la droite d’équation y = x — 3 comme asymptote au voisinage de +00.

: . . 1 .
O T est au dessus de la droite d’équation y = x — > au voisinage de —oo.
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8.7 Applications des DL | Niveau 3

Question 305
Soit f(x) = V2+x2 On note T le graphe de f et on pose g(x) = xf (l) Parmi les
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies : *

O DL,(0)g(x) =1+ x +x*+ o(x?).

1 1
[0 Au voisinage de +oco,ona: f(x)=x+—+o (—)

x x
O T admet la droite d’équation y = x comme asymptote au voisinage de +00.

[J T est en dessous de la droite d’équation y = x au voisinage de +00.

Question 306
Soit f(x) = v1+4+2x —1 et g(x) = In(1 + x). On note T, la tangente au graphe de f au
point d’abscisse 0. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2

O DL,0)f(x) = x — %2 +0(x2) et DL,(0)g(x) = x — % +o(x2).

O T, est la droite d’équation y = x et le graphe de f est au-dessus de T, au voisinage

de 0.
O DLl(O)M =1+o0(x).
g(x)
O vi+2x—1

m
%50 In(1 + x)

Question 307

e?*—1

Soit f telle que f(x) = si x #0 et f(0) = 1. On note T, la tangente au graphe

X2+ 2sinx
de f au point d’abscisse 0 lorsqu’elle existe. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles

qui sont vraies :
2
O DL,0)f(x) =1+ g - % +o(x2).

O lir%f(x) =1 et f est continue en 0.

1
O f est dérivable en O et f'(0) = =

>
O T, estladroite d’équation y = 1+§ et le graphe de f est en dessous de T, au voisinage
de 0.
Question 308

Soit f(x) = v1+ 2x —v1+3x et g(x) = 1 —cosx. On note T, la tangente au graphe de f
au point 0. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

100



O T, est horizontale et le graphe de f est en dessous de T, au voisinage de 0.
2

O DL,(0)g(x) = % + o(x?).

O DLO(O)JLX) =0+o0(1).
g(x)
O lim V1+2x—+1+3x 1
x—0 1—cosx

Question 309
1

On considere les fonctions f et g telles que f(x) = (1 + x)e/*™ et g(x) = xf (—) On
X

note I' le graphe de f et A la droite d’équation y = x + 2. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

2
x
O DL,(0M)g(x)=1+2x+ 5 + o(x?).
O lim g(x)=1et lim g(x)=—1.
x—0t x—0~
[0 Au voisinage de +00, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au dessus

de A.

[0 Au voisinage de —oo, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au dessus
de A.

Question 310

Soit f telle que f(x) = 2

: +
sin(x2) In(1—x2)
de f au point d’abscisse 0 lorsqu’elle existe est notée T,. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

si x # 0 et f(0) = 1. La tangente au graphe

O f n’est pas dérivable en 0.

O f n’admet pas de développement limité d’ordre 2 en O.

O DL,(0)f(x)=1+ X; +o(x?).

O T, estla droite d’équation y =1 et le graphe de f est au dessus de T, au voisinage de
0.

8.8 Applications des DL | Niveau 4

Question 311
1

On consideére les fonctions f et g telles que f(x) = x arctanx et g(x) = xf (—) On note
x

i
I' le graphe de f et A la droite d’équation y = Ex — 1. Parmi les affirmations suivantes,

cocher celles qui sont vraies :
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m x3
O DL,(0%)g(x) = 5 X + 5 +o(x?).

T
O lir% glx)= ) et g se prolonge par continuité en 0.
X

[0 Au voisinage de +00, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au dessus
de A.

[0 Au voisinage de —oo, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au dessus
de A.

Question 312

On considere les fonctions f et g telles que f(x) = x*arctan 1

e et g(x)=7f (%) On

note I' le graphe de f et A la droite d’équation y = 1. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

2
O DL,09)g(x) =1+ 2x + % +o(x?).
O lirgl+ glx)=1et lirgl_ g(x)=-1.

[0 Au voisinage de +00, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au dessus
de A.

[0 Au voisinage de —oo, I admet la droite A comme asymptote et I' est situé en dessous
de A.

Question 313
1 1
Soit f(x) = x arctan (—2) On considere la fonction g telle que g(x) = f (—) et on
X X
note I' le graphe de f. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

+ 5x? 2
O DL,(0")g(x)=1— o + o(x?).
O lin% g(x) =1 et g se prolonge par continuité en O.
X
O T admet la droite d’équation y = 1 comme asymptote au voisinage de +00.

O T admet la droite d’équation y = 1 comme asymptote au voisinage de —oo.

Question 314
1

On considére les fonctions f et g telles que f(x) = v x2 + 1e¥/C™ et g(x) = x f (—) On
X

note I' le graphe de f et A la droite d’équation y = x + 1. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

2
O DL;(0M)g(x)=1+x+ §x3 + o(x?).

O lir% g(x) =1 et g se prolonge par continuité en 0.
X
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[0 Au voisinage de +00, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au dessus
de A.

[0 Au voisinage de —oo, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au dessus
de A.

Equations différentielles

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

9 Equations différentielles

9.1 Equations du premier ordre | Niveau 1

Question 315
On considere les équations différentielles :

(E)) : yY=2y=0 et (E):y +2xy=0.

Parmi les affirmations suivantes cocher celles qui sont vraies :
O La solution générale de (E;) sur Rest: y = ke >, k € R.
O La solution générale de (E;) sur R est : y = ke**, k €R.
O La solution générale de (E,) sur Rest: y = ke™ , k €R.

O La solution générale de (E,) sur Rest: y = kexz, k e R.

Question 316
On considere les équations différentielles :
Yy

E):Q+x®)y"—y=0 et (E):y — =0
(1) ( X))’ Yy € (2) Y 14 x2

Parmi les affirmations suivantes cocher celles qui sont vraies :

O Si y est une solution de (E,), alors z = est une solution de (E,).

14 x2
O (E,) est (E,) ont les mémes solutions.

O La solution générale de (E;) sur R est : y = ke®*t4"™) [ e R,

[0 La solution générale de (E,) sur R est : y = karctan(x), k € R.
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Question 317
On considere I’équation différentielle (E) : y' — y = e'. Parmi les affirmations suivantes
cocher celles qui sont vraies :

O La fonction y, = te’ est une solution de (E).
O La fonction y; = e " est une solution de (E).
O La fonction y = (1 —t)e’ est 'unique solution de (E) telle que y(1) = 0.
O La fonction y = (1 + t)e’ est 'unique solution de (E) telle que y(0) = 1.

9.2 Equations du premier ordre | Niveau 2

Question 318
On considere I’équation différentielle (E) : y' —2xy = 4x. Parmi les affirmations suivantes
cocher celles qui sont vraies :

[0 La solution générale de ’équation homogene sur R est : y = ke, k €R.
O La fonction y = —2 est une solution particuliére de (E).
[0 La solution générale de (E) sur Rest: y = ke — 2, keR.

O E admet une unique solution sur R vérifiant y’(0) = 0.

Question 319
On considere I'équation différentielle (E) : y’ + y = e*. Parmi les affirmations suivantes
cocher celles qui sont vraies :

[0 La solution générale de 'équation homogene est y = ke*, k € R.

O La fonction y, = e* est une solution particuliére de (E).

O La solution de (E) vérifiant y(0) =0 esty = € —2e
. Y g , eX+e™*
[0 La solution de (E) vérifiant y'(0) =0 est y = —

Question 320
On considére I'équation différentielle (E) : x*y'—(2x—1)y = x? sur R. Parmi les affirmations
suivantes cocher celles qui sont vraies :

[0 La fonction y = x? est une solution de (E) sur R.
O La fonction y = x? (1 —el/ ") est une solution de I'’équation homogene.

Zel/x

O La fonction y = 2x est une solution de (E) sur ]0,+oo[.

O La fonction y = x? (1 — el/x) est une solution de (E) sur ]0,+o00][.
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9.3 Equations du premier ordre | Niveau 3

Question 321

On considére 1’équation différentielle (E) : (1 + coszx) y'+ ysin(2x) = 0. Parmi les affir-
mations suivantes cocher celles qui sont vraies :

sin(2x)

O A(x) = In(1 + cos® x) est une primitive sur R de a(x) = —————.
1+ cos2x

O Toute solution de (E) vérifie y’(0) = 0.
O (E) n’admet pas de solution vérifiant y(0) = 0.
O La solution générale de (E) est : y = k + kcos® x, k € R.

Question 322
On considere I'équation différentielle (E) : (1 + x?)y’ —y = 1. Parmi les affirmations sui-
vantes cocher celles qui sont vraies :

O La solution générale de ’équation homogene est : y = ke™ " k € R.
O La solution générale de (E) est : y = —1 + ke*™™* k € R.

O Lunique solution de (E) vérifiant y(0) =0 et y = —1 + e,

O (E) n’admet pas de solution vérifiant y’(0) = 0.

Question 323
On consideére I'équation différentielle (E) : vV1—x2y’—y =1 sur ]—1, 1[. Parmi les affir-
mations suivantes cocher celles qui sont vraies :

O La solution générale de 'équation homogene est : y = ke®*"* k € R.

O La solution générale de (E) est : y = 1 + ke¥™™"¥ k € R.

O La solution de (E) vérifiant y(0) = 0 est y = 1 — e¥®inx,

O (E) admet une unique solution vérifiant y’(0) =0 et c’est y = —1.

Question 324
On considére I'équation différentielle (E) : vV 1+ x2y’ — xy = x. Parmi les affirmations
suivantes cocher celles qui sont vraies :

. 7 7 L4 . \ 2
O La solution générale de 'équation homogene est : y = ke!*™*" k € R.

O La solution générale de (E) est : y = —1 + keV'™ k e R.

O Toute solution y de (E) vérifie y’(0) = 0.
O (E) admet une unique solution vérifiant y’(0) = 0.

Question 325
On considére I'équation différentielle (E) : (1 + x?)y’ + 2xy = 2x. Parmi les affirmations
suivantes cocher celles qui sont vraies :
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k
O La solution générale de '’équation homogene est : y = 1o 52’ k eR.
x

2
[0 La solution de (E) vérifiant y(0) =0 est y =

1+x2
O (E) n’admet pas de solution vérifiant y’(0) = 0.

O (E) admet une unique solution vérifiant y’(0) = 0.

Question 326

On considére I'équation différentielle (E) : y'— Xy

1
1+x2  J/Itx2

. Parmi les affirmations
suivantes cocher celles qui sont vraies :

[0 La solution générale de 'équation homogene est : y = k+/1+ x2, k €R.

O La fonction y = arctan x.+/1 + x2 est une solution de E.

O (E) posseéde une seule solution sur R.

[0 La solution de (E) vérifiant y(0) =0 est y =xv 1+ x2.

Question 327
On consideére 'équation différentielle (E) : x*y’ — y = 1 sur R. Parmi les affirmations sui-
vantes cocher celles qui sont vraies :

O La fonction y = —1 + e/~ est une solution de (E) sur ]0, +oo[.
O La fonction y = 1 —e /* est une solution de (E) sur ]— oo, 0[.
O La fonction y = 2e~/* est une solution de (E) sur R.

[0 La solution de (E) sur ]0,+oo[ vérifiant y(1) = —1 est constante.

Question 328
On considére 'équation différentielle (E) : t>y’ = y. Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :

O (E) est une équation linéaire homogéne du premier ordre.
O La fonction y = e/t est une solution de (E) sur ]0,+oo[.
O La solution générale de (E) sur ]0,+o0o[ est y = ket k € R.

0 La fonction nulle est 'unique solution de (E) sur R.

9.4 Equations du premier ordre | Niveau 4

Question 329
On considére I'équation différentielle (E) : y'Inx + Y 2x sur ]1,+oo[. Parmi les affirma-
x

tions suivantes cocher celles qui sont vraies :
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[0 La solution générale de '’équation homogeéne est : y(x) = klnx, k € R.
k
O Siy(x)= ¥ est une solution de (E) sur ]1,+o0o[, alors k’(x) = 2x.
nx

+ x?2
, keR.
X

[0 La solution générale de (E) sur ]1,4+00[ est y(x) =

O (E) possede une infinité de solutions sur [1,+00[.

Question 330
On considére I’équation différentielle (E) : y' — ytanx = 1 sur | — /2, t/2[. Parmi les
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

k
[0 La solution générale de 'équation homogene est y = ——, k € R.
cos(x)
. k(x) . /
O Siy= est une solution de (E), alors k’(x) = cos(x).
cos(x
k
O La solution générale de (E) est y = +sinx, k €R.
cos(x)

O (E) possede une solution qui se prolonge par continuité en —7t/2 et en 7/2.

Question 331
On considere I'équation différentielle (E) : xy’ — 2y = x. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

O La solution générale de (E) sur ]0,+oo[ est: y =kx?>—x, k €R.
O La solution générale de (E) sur ] —00,0[ est: y = kx?—x, k €R.
O Les solutions de (E) sur R sont les fonctions y(x) = kx?—x, ot k € R.

O (E) possede une seule solution sur R.

Question 332
On considére I’équation différentielle (E) : (x + 1)y’ + y = 2x + 1. Parmi les affirmations
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

k
[0 La solution générale de (E) sur ]—1,+o0o[ est: y =x + PR k e R.
X

k
[0 La solution générale de (E) sur ] — oo, —1[ est :y = x + T ou k €R.

X+

k
[0 Les solutions de (E) sur R sont les fonctions y = x + T ou k €R.
x

O (E) possede une infinité de solutions sur R.
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Question 333
On considére 'équation différentielle (E) : (1 —x2)y’—(1+x)y = 1. Parmi les affirmations
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 La solution générale de (E) sur ]—oo,—1[, ]—1,1[ ou ]1,+oco[ est:

_k+In|1+x]|

, keR.
1—x

O L’équation (E) admet une solution sur R.
[0 L’équation (E) admet une solution sur | — 0o, 1[.

[0 L’équation (E) admet une unique solution sur ] —1,+0oo[.

Question 334
On considere ’équation différentielle (E) : x(1 — x)y’ + y = x. Parmi les affirmations sui-
vantes, cocher celles qui sont vraies :

k(x—1) )

[0 La solution générale de ’équation homogene sur ]1,+00[ est y = eR.

1—x

1
O La fonction y = In|1— x|+ — est une solution de (E) sur ]1,+0oo[.
x

[0 L’équation (E) admet une infinité de solutions sur ] — oo, 1[.

O L’équation (E) admet une solution sur ]0,+oo[.

9.5 Equations du second ordre | Niveau 1

Question 335
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O La solution générale de I'équation différentielle y” —y = 0 sur R est
y =(k;x+ky)e*, ki,k, €R.

O La solution générale de I'équation différentielle y” —y = 0 sur R est
y=kie*+kye™, ki, k, €R.

O La solution générale de 'équation différentielle y” —3y’+ 2y = 0 sur R est
y =ke* +k,e*, ki, k, €R.

O La solution générale de I’équation différentielle y” — 3y’ +2y = 0 sur R est

yi=ke* ou y,=k,e*, ky,k,€R.
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Question 336
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Les solutions sur R de I'’équation différentielle y” — 2y’ + y = 0 sont les fonctions
y = (kl + kzx)ex, kl’ k2 € R.

O Les solutions sur R de I’équation différentielle y” — 2y’ + y = 0 sont les fonctions
y, =eety,=xe".

O Les solutions sur R de I'équation différentielle y” + 4y’ + 4y = 0 sont les fonctions
vy, =e* et y, = 2e*.

O Les solutions sur R de I'équation différentielle y” + 4y’ + 4y = 0 sont les fonctions
y = (ky + k,x)e ™, ky, k, €R.

Question 337
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Les solutions sur R de '’équation différentielle y”+y = 0 sont les fonctions y; = sin(x)
et y, = cos(x).

O Les solutions sur R de I'équation différentielle y” + y = 0 sont les fonctions y =
k, cos(x) + k, sin(x), k, k, € R.

O Les solutions sur R de I’équation différentielle y” + 4y = 0 sont les fonctions y; =
sin(2x) et y, = cos(2x).

O Les solutions sur R de I’équation différentielle y” + 4y = 0 sont les fonctions y =
k, cos(2x) + k, sin(2x), kq, k, € R.

Question 338
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O Les solutions sur R de I'équation différentielle y”” — 2y’ + 2y = 0 sont les fonctions
y = k; cos(x) + k, sin(x), ki, k, € R.

O Les solutions sur R de I'équation différentielle y” — 2y’ + 2y = 0 sont les fonctions
y = e*[ky cos(x) + k, sin(x)], ki, k, € R.

O Les solutions sur R de I’équation différentielle y” + 2y’ + 5y = 0 sont les fonctions
y = e *[k, cos(2x) + k, sin(2x)], k;, k, € R.

O Les solutions sur R de I'équation différentielle y” + 2y’ + 5y = 0 sont les fonctions
¥, =€ *cos(2x) et y, = e *sin(2x).

9.6 Equations du second ordre | Niveau 2

Question 339
On considere les équations différentielles :

(E) : y'—4y=4x et (E) :y " +2y'+y=x+2.

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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O La solution générale de (E;) est : y = —x + k,e* + k,e >, k;,k, €R.
O Les solutions de (E,) sont les fonctions y = —x +e* et y, = —x + e 2%,
[0 La solution générale de (E,) est: y =x +ke™, keR.

[0 La solution générale de (E,) est y = x + (k;x + k,)e™, ki, k, €R.

Question 340
Sur R, on considére les équations différentielles :

(E) : y'—y'—2y=2 et (E):y"+y=nx
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O Les solutions de (E;) sont les fonctions y = —1 + k,e** + k,e™, ky,k, €R.
O Les solutions de (E;) sont les fonctions y; = —1+e* et y, = —1+¢e™~,
[0 Les solutions de (E,) sont les fonctions y = x + k; cos(x) + k, sin(x), k;, k, € R.

[0 Les solutions de (E,) sont les fonctions y = x + cos(x) et y, = x + sin(x).

9.7 Equations du second ordre | Niveau 3

Question 341
On considere les équations différentielles :

(E)) : y'—y=3+e* et (E):y'—y=2+¢e".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O (E,) admet une solution particuliére sous la forme y, = a + be** avec a, b € R.
O (E,) admet une solution particuliere sous la forme y, = a + be* avec a, b € R.

O La solution générale de (E;) est : y = —3 +e* + k;e* + k,e™, k,k, €R.

O La solution générale de (E,) est:y =—2+ (k1 + %) e* +kye ™, ki, ky, ER.

Question 342
On considere les équations différentielles :

(E)) : y/'—4y +4y =4+2e* et (E,):y '—4y +4y=8+e".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O (E,) admet une solution particuliére sous la forme y, = a + be** avec a, b € R.
O (E,) admet une solution particuliere sous la forme y, = a + be* avec a,b € R.
O La solution générale de (E;) est y = 1+ (k; + kpx +x*)e*, k;,k, €R.
O La solution générale de (E,) est y = 1 +e* + (k; + kyx)e**, ky, k, €R.
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Question 343
On considere les équations différentielles :

(E) : y' =3y +2y=e* et (E,):y’—3y +2y=2xe".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O (E,) admet une solution sous la forme y, = ae** o1 a € R.
O (E,) admet une solution sous la forme y, = (ax + b)e* ol a,b € R.
O La solution générale de (E;) est y = ae* + (b + x)e**, a,b €R.
O La solution générale de (E,) est y = (a —2x —x?)e* + be*, a,b € R.

Question 344
On considere 'équation différentielle (E) : y”+y = 2 cos x. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

[0 Toute solution de (E) est combinaison linéaire de sin x et cos x.
O Toute solution de (E) est combinaison linéaire de sin x, cos x, x sinx et x cos x.
0 (E) admet une solution sous la forme y = x(asinx + bcosx), ot a, b, € R.

O La solution de (E) telle que y(0) =0 et y’(0) =0 est y = x cos x.

Question 345
On considere les équations différentielles :

(E)) : y'—4y' +5y=e* et (E,): y’—4y +5y =8sinx.

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O (E,) admet une solution sous la forme y, = axe® avec a € R.
O (E,) admet une solution sous la forme y, = asinx avec a € R.
O La solution générale de (E;) est y =e* [1+acosx + bsinx], a,b €R.
O La solution générale de (E,) est y = (1 +ae®)cosx + (1+ be*)sinx, a,b €R.

Question 346
On considere I'équation différentielle (E) : y”—2y’+2y = 2e* cos x. Parmi les affirmations
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 Les solutions de I'équation caractéristique sont 1 % 1.
O (E) admet une solution sous la forme y, = ae* cosx avec a € R.
O La fonction y, = xe* sinx est une solution de (E).

[0 La solution générale de (E) est : y =e* (acosx + bsinx)+ 2e*cosx, a,b € R.
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9.8 Equations du second ordre | Niveau 4

Question 347
On considere les équations différentielles

(Ep) : xy"+2(x+ 1)y +(x+2)y=2e" et (E,): y ' +2y' +y=2e".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
[0 Si y est une solution de (E;), alors 2 = xy est une solution de (E,).

O (E,) admet une solution particuliere sous la forme y, = ae™, a € R.
b

O La solution générale de (E;) sur ]0,+oo[ est y = (x +a+ —) e ¥, abeR.
X

[0 Toute solution de (E;) sur ]0,+0oo[ se prolonge par continuité en 0.

Question 348
On considere les équations différentielles

(E)) : xy"+2y'—xy =2 et (E,):z"—z=2".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O Si y est une solution de (E, ), alors z = xy est une solution de (E,).

O (E;) admet une solution particuliere sous la forme y, = ae*, a € R.
a b

[0 La solution générale de (E;) sur ]0,+oo[ est y = (— + 1) e+ —e ¥, a,beR.
X X

O (E,) n’admet pas de solution sur R.

Courbes paramétrées

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

10 Courbes paramétrées

10.1 Courbes paramétrées | Niveau 1

Question 349
La trajectoire I d’'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=t—1 et y=t+1.
O T est la droite d’équation y = 2 + x.
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O La tangente a I' au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation y = x.
[0 La tangente a I' au point (x(1), y(1)) est la droite d’équation y = 2 + x.
O T posseéde un point double.

Question 350
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

x =14cos(2t) et y=1+sin(2t) 0<t<m.

O T est le cercle de centre (1, 1) et de rayon 2.
O T possede un point double.
O La tangente a I au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation x = 2.

[0 La tangente a I' au point (x(7t), y(7)) est la droite d’équation y = x.

10.2 Courbes paramétrées | Niveau 2

Question 351
Un avion en papier a effectué un vol suivant la trajectoire I' donnée par

x=t—2sint et y=4-—3cost.

[0 Alinstant t = 7, 'avion volait en position verticale.
O ATinstant t = 7, 'avion volait en position horizontale.
O Alinstant t = 71/2, I'avion volait suivant la droite d’équation y = 3x + 10.

O ATinstant t = 7t/3, 'avion volait en position verticale.

Question 352
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=t*+t> et y=2t2—1+¢>.

[0 Le point de parametre O est un point de rebroussement de seconde espece.
0 La tangente a I' au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation y = 2x.
[0 La tangente a I' au point (x(1), y(1)) est dirigée par le vecteur (5, 1).
[0 La tangente a I au point (x(1), y(1)) est la droite d’équation 5x —y +3 =0.

Question 353
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=2t2—t* et y=t*+t"
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Le point de parametre O est un point de rebroussement de seconde espece.
La tangente a I" au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation y = 2x.

I' admet la droite d’équation y = —x comme asymptote quand t tend vers l'infini.

Oo00oaod

I' admet une branche parabolique de direction asymptotique la droite d’équation y =
—X.

10.3 Courbes paramétrées | Niveau 3

Question 354
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

1t2.
2

X = %(tz—Zt) et y= %tB—
O Le point de parametre 1 est un point de rebroussement de seconde espéce.
[0 La tangente a I au point (x(1), y(1)) est la droite d’équation y = x.
[0 Le point de parameétre 0 est un point stationnaire.

O I admet une branche parabolique de direction asymptotique I'axe des y.

Question 355
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

>
x=2+cost et y= E+smt.
[0 T n’admet pas de point stationnaire.
O Le point de parametre t = 71/2 est un point d’inflexion.
[0 La tangente a I au point de parametre t = 7t/2 est verticale.

[0 T est symétrique par rapport a I'axe des x.

Question 356
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=1+cost et y=t—sint.

[0 T est symétrique par rapport a 'axe des y.
[0 T admet un point double.
O Le point de parametre t = 0 est un point de rebroussement de premiere espece.

[0 La tangente a I' au point de parametre t = 0 est horizontale.
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Question 357
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

1
x(t)=
=175

1+ ¢4
[0 T est symétrique par rapport a I'origine du repere.

et y(t)=

O T admet la droite d’équation y = 1/2 comme asymptote quand ¢ tend vers 1.
O Le point de parametre t = 0 est un point de rebroussement de seconde espece.
[0 La tangente a I' au point de parametre t = 0 est verticale.

Question 358
La trajectoire I' d’'une particule en mouvement est donnée par les équations
t? t>
x = = .
1-e2 & YT 14t

[0 Le point de parametre O est un point de rebroussement de seconde espece.

[0 La tangente a I' au point de parametre 1 est la droite d’équation y = x.

O T admet la droite d’équation y = 2 comme asymptote quand ¢ tend vers 1.

O T admet la droite d’équation y = 2x —1/2 comme asymptote quand t tend vers —1.

10.4 Courbes paramétrées | Niveau 4

Question 359
La trajectoire I d’'une particule en mouvement est donnée par les équations

t . t2
x: e = .
4 —t2 YT

O T admet un seul point stationnaire.

[0 La droite d’équation x = 1 est une asymptote quand t tend vers —2.
O La droite d’équation y = 8x — 3 est une asymptote quand t tend vers 2.
[0 Le point de coordonnées (1/2,2) est un point double.

Question 360
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

e t? oy 3t
11—t Ry

O I' admet un seul point stationnaire.

0 La droite d’équation y = 1/2 est une asymptote quand t tend vers —1.
[0 La droite d’équation y = x + 1 est une asymptote quand ¢t tend vers 1.
[0 Le point de parametre 0 est un méplat.
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