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Premiere partie

Algebre

Systemes d’équations linéaires

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

1 Systemes d’équations linéaires

1.1 Systemes d’équations linéaires | Niveau 1

Question 1
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R :

x—y+z = 0
() x—y—z = 0
3x+2y+z = 0.
Quelles sont les assertions vraies ?
x—y+z = 0
O [Vrai] (S) < 5y—2z = 0
z = 0.

O [Faux] (S) admet une infinité de solutions.
[0 [Faux] (S) n’admet pas de solution.
0 [Vrai] (S) admet une unique solution.

Explications: L'algorithme de Gauss donne :

x—y+z = 0
S) e 5y—2z = 0
z = 0.

Donc (S) admet une unique solution : (0,0, 0).

Question 2
On consideére le systéme d’équations, d’'inconnue (x, y,z) € R :

x+2y+z = 0
(S) —x+z = 0
x+y = 0.

Quelles sont les assertions vraies ?



: y —X
O [Vrai] (S) & { Y =
[0 [Vrai] Uensemble des solutions de (S) est une droite.
O [Faux] (S) nadmet pas de solution.

[0 [Faux] (S) admet une unique solution.

Explications:

©={]

L’ensemble des solutions de (S) est la droite : {(x,—x, x); x € R}.

Question 3
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® :

x—y+2z = 1
(S){ —2x+2y—4z = -2
3x—3y+6z = 3.

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai](S)ex—y+2z=1.
[0 [Vrai] Uensemble des solutions de (S) est un plan.
O [Faux] (S) n’admet pas de solution.

0 [Faux] (S) admet une unique solution.

Explications: (S) & x — y + 2z = 0. L'ensemble des solutions de (S) est un plan.

Question 4
On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® :

xX+y—z = 2
S){ —x+y+z = 0
2x+z = -—1.
Quelles sont les assertions vraies ?
xX+y—z = 2
O [Vrai] (S8) & y = 1
z = —1.

O [Faux] (S) admet une infinité de solutions.
O [Faux] (S) n’admet pas de solution.

[0 [Vrai] (S) admet une unique solution.



Explications:

xX+y—z = 2
S) e y = 1
z = —L

Donc (S) admet une unique solution : (0,1,—1).

Question 5
On consideére le systéme d’équations, d’'inconnue (x, y,z) € R :

x—y+z = 1
(8){ 2x—3y+4z = 1
y+z = 1.

Quelles sont les assertions vraies ?

x—y+z = 1
O [Vrai] (S8) & y—2z = 1
z = 0.

[0 [Vrai] Les équations de (S) sont celles de trois plans.
O [Vrai] (S) admet une unique solution.

[0 [Faux] (S) n’admet pas de solution.

Explications:
x—y+z = 1
S) e y—2z = 1
z = 0.

Donc (S) admet une unique solution : (2,1, 0).

Question 6
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® :

x—y+z = 1
(S8) { 2x—3y+4z
x—2y+3z = 1.

Il
—_

Quelles sont les assertions vraies ?
x—y+z = 1
O [Faux](S) < { y—2z = 1.
[0 [Faux] (S) admet une infinité de solutions.
0 [Faux] (S) admet une unique solution.
O

[Vrai] (S) n’admet pas de solution.



Explications:

XxX—y+z
S y—2z
y—2z

Donc (S) nadmet pas de solution.

I
O R
)

XxX—y+z
y—2z
0

1.2 Systemes d’équations linéaires | Niveau 2

Question 7

On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R :

(S)

Quelles sont les assertions vraies ?

x+y+z
Xy +z
X—y

1
0
—1.

O [Faux] (S) est un systeme d’équations linéaires.

2 =
O [Vrai] (S) & y =
Xy+z =

—2x
1+x
0.

O [Faux] (S) admet une unique solution.

[0 [Vrai] (S) admet deux solutions distinctes.

Explications: (S) n’est pas un systeme d’équations linéaires.

4 =

Donc (S) admet deux solutions : (0,1,0) et (1,2,—2).

Question 8

1

1+x =

0

Z

Yy
x(x—1)

On considere le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R? :

(8)

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] (S) & {

xX+y+z =
y+3z =

xX+y+z

2x+y—z2
3x+y—3z

1

x—2z

3.

O [Vrai] Lensemble des solutions de (S) est une droite.

—2X
1+x



O [Faux] (S) nadmet pas de solution.

[0 [Faux] (S) admet une unique solution.

Explications:
x+y+z = 1
()= { y+3z = 3.

L’ensemble des solutions de (S) est la droite : {(—2 + 22,3 —3z,2); 2 € R}.

1.3 Systemes d’équations linéaires | Niveau 3

Question 9
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y, z, t) € R* et de paramétres des réels
a,b,cetd:
X+y =
y+z
S
(5) z+t

t+x =

Il
Lo oA

Quelles sont les assertions vraies ?

x+y = a
O [Faux](S)=< y+z =
z+t = c.

[0 [Vrai] (S) admet une solution si et seulement sia+c =b +d.
[0 [Faux] (S) admet une solution si et seulement sia+ b =c+d.
[0 [Vrai] Le rang de (S) est 3.

Explications:
x+y = a
ytz = b
8)= z+t = c

0 = b+d—a—c.

On en déduit que si a + ¢ # b +d, (S) nadmet pas de solution et que sia+c =b +d, (S)
en admet une infinité.

Question 10
On considére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® et de parametres des réels
non nuls et distincts a, b et ¢ :

ax+ay+bz = b
(S) bx+by+cz = ¢
cx+cy+az = a.
Quelles sont les assertions vraies ?
ax+ay+bz = b
O [Vrai] (S) & (ac—b*)z = ac—b?
(a?—bc)z = a®—bc.



O [Faux] (S) nadmet pas de solution.
O [Faux] (S) admet une solution si et seulement si a® # bc.

O [Vrai] (S) admet une infinité de solutions.

Explications: Comme a, b et c sont des réels non nuls,

ax+ay+bz = b
S (ac—b%)z = ac—b?
(a?—bc)z = a®*—bc.

D’autre part, a, b, c sont des réels distincts, on vérifie que a® # bc ou b? # ac. Par consé-
quent, (S) admet une infinité de solutions : {(x,—x,1); x € R}.

Question 11
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® et de paramétre un réel m :

x+y+z = —1
(8) x+2y+3z = 1
2x+3y+4z = m.
Quelles sont les assertions vraies ?
x+y+z = —1

O [Faux](S) < { y+2z = m.

O [Faux] Pour tout réel m, (S) admet une solution.
O [Vrai] Sim =1, (S) n"admet pas de solution.

O [Vrai] Si m =0, 'ensemble des solutions de (S) est une droite.

Explications:
x+y+z = -1 x+y+z = —1
8 e y+2z = 2 s y+2z = 2
y+2z2 = m+2 0 = m

On en déduit que si m # 0, (S) nadmet pas de solution et que si m = 0, 'ensemble des
solutions de (S) est la droite : {(—3 +2,2—22,2); 2z € R}.

Question 12
On consideére le systéme d’équations, d’'inconnue (x, y,z) € R® et de parameétre un réel m :

X—y—z = 1
(S) —X+2y—mz = -3
2x—y+(m—1)z = 2m+2.

Quelles sont les assertions vraies ?



X—y—zg = 1
O [Vrai](S)e{ y—(m+1)z = =2
(m+1)z = m+1.

[0 [Faux] Pour tout réel m, (S) admet une infinité de solutions.
O [Faux] Si m =—1, (S) n’admet pas de solution.

O [Vrai] Si m # —1, (S) admet une unique solution.

Explications:
x—y—z = 1 xX—y—z = 1
= y—(m+1l)z = -2 <4 y—(m+1)z = -2
y+(m+1)z = 2m (m+1)z = m+1.

Si m =—1, (S) admet une infinité de solutions : {(—1+2,—2,2); z € R}.
Si m # —1, (S) admet une unique solution : (1+m,—1+m,1).

Question 13
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y, z,t) € R* et de parameétres des réels
aetm:

x—z—t = 0
—Xx+y+2 = a
(8)Y 2x+y—2 = m
xX—mgz—t = a
xX+y+t = m
Quelles sont les assertions vraies ?
X—gz—t = 0
. y—t = a
O [Vrai] (S) & 243t = m—a
1-m)z = a.

[0 [Faux] Sim =1 eta =0, (S) admet une unique solution.
O [Vrai] Si m # 1 et a un réel quelconque, (S) admet une unique solution.

[0 [Faux] Sim # 1 et a # 0, (S) admet une infinité de solutions.

Explications:
x—z—t = 0 xX—z—t = 0
y—t a y—t = a
(8) = y+z+2t = m = z+3t = m—a
(1—-m)z = a 1—-m)z = a.

- Sim=1eta#0, (S) nadmet pas de solution.
- Sim=1eta=0, (S) admet une infinité de solutions.

- Sim # 1, (S) admet une unique solution.
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Question 14
On consideére le systéme d’équations, d’'inconnue (x, y,z) € R® et de parameétre un réel m :

x+y+mz = 1
(S)Y x+my+z = 1
mx+y+z = 1
Quelles sont les assertions vraies ?
x+y+mz = 1
O [Faux](S)e=< (m—1y+(1—m)z = 0

(1—-m)z = 1—m.
O [Vrai] Si m =1, (S) admet une infinité de solutions.
O [Vrai] Si m = —2, (S) n’admet pas de solution.

O [Faux] Sim # 1, (S) admet une unique solution.

Explications:
x+y+mz = 1 x+y+mz = 1
8= (m—1)y+(1—-m)z = 0 <L (m—Dy+(0Q—-m)z = 0
1-m)y+(1-m?)z = 1-m 1-m)2+m)z = 1—-m.

- Sim=1,(S) & x + y+2z =1 admet une infinité de solutions.
- Sim =—-2, (S) nadmet pas de solution.

- Sim# 1 et m#—2, (S) admet une unique solution.

Question 15
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z,t) € R* et de paramétre un réel

m:
xX+y+z+mt =

X+y+mz+t
x+my+z+t
mx+y+z+t =

(8)

Il
H R Rk R

Quelles sont les assertions vraies ?
X+y+z+mt = 1
(m—1)y+((1—m)t 0
(m—1)z+(Q—m)t = 0
1-m)@+m)t = 1—m.

O [Vrai] Si m =1, (S) admet une infinité de solutions.

O [Vrai] (S) <

O [Faux] Si m =—3, (S) admet une unique solution.

[0 [Faux] Si m # 1, (S) admet une unique solution.

Explications:
x+y+z+mt =
(m—1y+0—m)t
(m—1)z+(1—m)t
Q-m)y+(1-m)z+(1—-—m>)t = 1—m

S e

Il
SO

11



x+y+z+mt = 1
(m—1)y+1—m)t 0
(m—1)z+(1—m)t 0

1-m@+m)t = 1—m.

-Sim=1,(S) & x+ y+2z+t =1 admet une infinité de solutions.
- Si m =—3, (S) nadmet pas de solution.

- Sim # 1 et m # —3 (S) admet une unique solution.

Question 16
On considére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y,z) € R® et de parametres des réels
a,betc:

x+ay+a’z = 0
(S){ x+by+b* = 0
x+cy+c’z = 0.
Quelles sont les assertions vraies ?
x+ay+a’z = 0

O [Vrai](S)<={ (b—a)y+(b*—a®)z = 0
(c—a)y+(c?—a*)z = O.

0 [Faux] Si a,b et c sont des réels deux a deux distincts, (S) admet une infinité de
solutions.
[0 [Faux] Sia=b et a # c, (S) admet une unique solution.
0 [Faux] b =c et a # c, (S) n’admet pas de solution.
Explications:
x+ay+a’z = 0
S)=<{ (b—a)y+(b*—a®)z = 0
(c—a)y+(c2—a®z = O.
-Sia=b=c, (S) = x +ay +a*z =0, (S) admet donc une infinité de solutions.
-Sia=beta#c,oua=ceta#Db,oub=cetb#a,(S)admet une infinité de
solutions.

- Sia, b,c sont deux a deux distincts, (S) admet donc une unique solution : (0, 0,0).

Question 17
On consideére le systéme d’équations, d’inconnue (x, y, z,t) € R* et de parameétres des réels
meta:

x+y+z+mt = 1
xX+y+mz+t a
(S) 2
xX+my—+z+t a
mx+y+z+t = d

Quelles sont les assertions vraies ?

12



X+y+z+mt = 1
(m—1)y+Q—m)t a’—1
(m—1)z+(1—m)t a—1

1-m)@B+m)t = a®+a’>+a—m—2.

O [Faux] Si m =1, (S) admet une infinité de solutions.

O [Vrai] (S) <

O [Faux] Sim # 1, (S) admet une unique solution.
O [Vrai] Sim = —3 et a# —1, (S) nadmet pas de solution.

Explications:

XxX+y+z+mt = 1
(m—1Dy+(1—-—m)t = a®—1
B) = (m—1)2z+(1—m)t = a—1
QA-my+(Q—m)z+(1—-m*>)t = a®—m

X+y+z+mt = 1

(m—1Dy+(Q—-m)t = a’—1

(m—1z+(1—m)t = a—1
Q1-m)B+m)t = a®+a*+a—m—2.

-Sim=1leta=1,(S)© x+y+z+t=1admet une infinité de solutions.
- Sim=1eta#1,(S)nadmet pas de solution.

- Sim=-3 et a=-—1, (S) admet une infinité de solutions.

Sim=—3eta# —1, (S) nadmet pas de solution.

Sim # 1 et m # —3, (S) admet une unique solution.

Question 18
On consideére le systétme d’équations, d’inconnue (x, y,2z) € R® et de paramétres des réels a
etm:

2x+y—2z = 2
xX—y+z = 4
(8) 3x+3y—2 = 4m
mx—y-+z = 2a+2.
Quelles sont les assertions vraies ?
X—y+z = 4
. y—z = —2
O [Vrai] (S) & s —  9m
0 = m—a.
[0 [Faux] Sim =1 et a=—1, (S) admet une unique solution.

O [Faux] Si m = a, (S) admet une infinité de solutions.
O [Vrai] Si m # a, (S) n’admet pas de solution.

Explications:
XxX—y+z = 4 X—y+z = 4
y—2z = —2 y—z = -2
()= 3y—2z = 2m—6 < Zz = 2m
(m—1Dy+(1—m)z = 2a—4m+2 0 = m—a.

13



Si m = a, (S) admet une unique solution et si m # a, (S) n’admet pas de solution.

Question 19
Soit (S) un systéme a 3 équations linéaires et 2 inconnues et (Sy) le systeme homogéne
associé. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] (Sy) admet au moins une solution.
[0 [Faux] (S) admet au moins une solution.
[0 [Faux] Si X; et X, sont des solutions de (S), alors X; + X, est une solution de (S).
O [Vrai] (S) admet une infinité de solutions si et seulement si les équations de (S) sont
celles de trois droites confondues.
Explications: (Sy) admet au moins le zéro de I'espace comme solution. Les équations de (S)
étant celles de 3 droites, 3 cas sont possibles :
- Les 3 droites sont confondues, dans ce cas, (S) admet une infinité de solutions.
- Les 3 droites se coupent en un point, dans ce cas, (S) admet une unique solution.

- Lintersection des 3 droites est vide, dans ce cas, (S) n’admet pas de solution.

Question 20
Soit (S) un systéme a 3 équations linéaires et 3 inconnues et (Sy) le systeme homogéne
associé. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] (Sy) admet une infinité de solutions.

[0 [Faux] (S) admet une unique solution.

O [Vrai] Si X; et X, sont des solutions de (S), alors X; — X, est une solution de (Sy).
O [Faux] (S) admet une infinité de solutions si et seulement si les équations de (S) sont

celles de 3 plans confondus.

Explications: (Sy) admet au moins le zéro de I'espace comme solution, mais n’admet pas
nécessairement une infinité de solutions. Les équations de (S) étant celles de 3 plans, 4 cas
sont possibles :

Les 3 plans sont confondus, dans ce cas, (S) admet une infinité de solutions.

Les 3 plans se coupent en une droite, dans ce cas, (S) admet une infinité de solutions.

Les 3 plans se coupent en un point, dans ce cas, (S) admet une unique solution.

L'intersection des 3 plans est vide, dans ce cas, (S) n’admet pas de solution.

Question 21
Soit (S) un systeme d’équations linéaires et (S;) un systeme échelonné obtenu par la mé-
thode de résolution du pivot de Gauss. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] (S) admet une infinité de solutions si et seulement si toute équation de (Sg)
dont le premier membre est nul a aussi son second membre nul.

14



O [Vrai] (S) n’admet pas de solution si et seulement s’il existe une équation de (Sg)
ayant un premier membre nul et un second membre non nul.

O [Faux] (S) admet une unique solution si et seulement si le nombre d’équations de
(Sg) dont le premier membre est non nul est égal au nombre d’inconnues.

O [Vrai] Si le nombre d’équations de (Sg) dont le premier membre est non nul est stric-
tement inférieur au nombre d’inconnues et les équations ayant un premier membre
nul admettent aussi le second membre nul, alors (S) admet une infinité de solutions.

Explications: D’apres la méthode du pivot de Gauss, (S) admet une solution si et seulement
si toute équation de (S;) dont le premier membre est nul a aussi son second membre nul.

Question 22

Soit (S) un systeme a 4 équations et 3 inconnues, (S;) un systéeme échelonné obtenu par
la méthode de résolution du pivot de Gauss et r le rang du systéme (S), c.a.d le nombre
d’équations de (S;) ayant un premier membre non nul. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] Sir =1, alors (S) admet une infinité de solutions.

O [Vrai] Si r = 2 et les équations ayant un premier membre nul admettent aussi le
second membre nul, alors (S) admet une infinité de solutions.

[0 [Vrai] Si r = 3 et ’équation ayant un premier membre nul admet aussi le second
membre nul, alors (S) admet une unique solution.

[0 [Faux] Sir =3, alors (S) admet une unique solution.

Explications: D’apres la méthode du pivot de Gauss, (S) admet une solution si et seulement
si toute équation de (S;) dont le premier membre est nul a aussi son second membre nul.

Question 23
Soit P un polynéme a coefficients réels de degré < 3 vérifiant les conditions :

P(1)=1, P(0)=1, P(-1)=-1 et P/(1)=3.

Quelles sont les assertions vraies ?
0 [Faux] Un tel polynéme P n’existe pas.
O [Faux] Il existe une infinité de polynémes P vérifiant ces conditions.
O [Vrai] Il existe un unique polynéme P vérifiant ces conditions.
[0 [Faux] Si P est un polynome qui vérifie ces conditions, alors P(2) = 2.

Explications: On pose : P(X) = aX®+bX?+cX +d, ol a, b, c et d sont des réels & déterminer.
En résolvant le systéme :

P(1) = 1 a+b+c+d = 1
P(O) = 1 d = 1
G pc1) = -1 © ) —a4b—c+d = —1
P'(1) = 3 3a+2b+c = 3.

On obtient : P(X) = 2X3—X2—X + 1. Par conséquent il existe un unique polynéme vérifiant
les conditions ci-dessus et P(2) = 11.
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1.4 Systemes d’équations linéaires | Niveau 4

Question 24

On considere le systéme d’équations, d’'inconnue (x4, X5,...,X,) €ER", n=2:
rx1+x2+---+xn_2+xn_1+axn = 1
X, +Xxy 4+ +x, otax,;+x, = 1
(SM X{+Xg+--tax, ,+x,_,+x, = 1
L ax;+xo+ Xt X X, = 1,

ol a est un parametre réel. Quelles sont les assertions vraies ?

( X+ Xo+ o+ X+ X Hax, = 1
(a_]-)[xn—l_xn] = 0
(a_l)[xn— _xn] = 0
O [Vrai] (S) & | 2 ,
(@a—1)[xy—x,] = 0
| QA—a)lxy+- -+ xp+x,+(1+a)x,] = 1—-a
O [Vrai] Sia =1, (S) admet une infinité de solutions.
[0 [Faux] Sia # 1, (S) admet une unique solution.
O [Vrai] a=1—n, (S) n"admet pas de solution.
Explications:
( X{+Xg+ -+ X5+ X, tax, = 1
(a_l)[xn—l_xn] = 0
(@a—1)[x, 5 —x,] = 0
(S) = : : :
(@a—1)[xy—x,] = 0
| A—a)lxy+-+x,p+x,+(1+a)x,] = 1—-a

Sia=1,(8)= x;+x,+:--+x, =1, donc (S) admet une infinité de solutions.

- Sia#1,
rx1+x2+---+xn_2+xn_1+axn = 1
Xn—1 = Xy
X, = X,
()& ;
X, = X,
| (n—14+a)x, = 1.

Sia=1-—n, (S) nadmet pas de solution.

Si a #1—n, (S) admet une unique solution.

Question 25
On considere le systétme d’équations, d’inconnue (x;, X,,...,X,) € R", n = 2 : et de para-
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metre des réels a, b :

rx1+x2+x3+... et x, = 1
ax,+bx,+bx;+---+bx, = 1
(SH ax,+ax,+bxs+---+bx, = 1
| ax;+---+ax,,+bx, = 1,

ou a et b sont des parametre réels. Quelles sont les assertions vraies?

( X{+Xg+X5+--+Xx, = 1
(b—a)[xy+x3+--+x,] = 1—a
O [Vrai] (S) & | (b—a)xs+--+x,] = 1—a
| (b—a)x, = 1—a.

0 [Faux] Sia = b, (S) admet une infinité de solutions.
[0 [Faux] Sia # b, (S) n"admet pas de solution.

O [Vrai] (S) admet une infinité de solutions si et seulement sia = b = 1.

Explications: U'algorithme de Gauss donne :

( X1+x,+x3+--+x, = 1
b—a)[x,+x3+--+x,] = 1—a
(8) = 4 (b—a)[xs+--+x,] = 1—a
\ (b—a)x, = 1—a.

- Sia=b =1, le systéme (S) < x; + x,+ -+ x,, = 1. Donc (S) admet une infinité de
solutions.

- Sia=b # 1, (S) nadmet pas de solution.

- Sia # b, (S) admet une unique solution.

Question 26
Soit P un polynéme a coefficients réels de degré < 11 vérifiant les conditions :

P(1)=1!, P'(1)=2!, P’'(1)=3,..., PUOI1)=11!

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Un tel polynéme P n’existe pas.

[0 [Vrai] Il existe une infnité de polynémes P vérifiant ces conditions.
O [Faux] Il existe un unique polynéme P vérifiant ces conditions.
O

[Faux] Si P est un polyndme qui vérifie ces conditions, alors P(X) =1+ 2(X —1) +
3X =12+ +11(X — 1)° + 12(X — 1),
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Explications: On peut résoudre un systeme dont les inconnues (12 inconnues) sont les coef-
ficients du polynome, mais cela est long! Par contre, en appliquant la formule de Taylor a
P, au voisinage de 1, on a :

P +(X - 1)2P”(1) +o (X - 1)“—P(H)(1).

PX)=P()+ X —1)— or 11!

En utilisant les conditions que doit vérifier P, on obtient :
PX)=1+2X -1 +3X—12+---+11(X - 1D+ aX -1,

ol a est un réel. Par conséquent, il existe une infinité de polynomes vérifiant les conditions
ci-dessus.

yste

Espaces vectoriels

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

2 Espaces vectoriels

2.1 Espaces vectoriels | Niveau 1

Question 27
Soit E = {(x,y) € R?; x +y = 1}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies?

O [Faux] E est un espace vectoriel, car E est un sous-ensemble de I'espace vectoriel R?.

[0 [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel, car (0,0) ¢ E.

[0 [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel, car (1,0) € E, mais (—1,0) ¢ E.

[0 [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel, car (1,0) € E et (0,1) € E, mais (1,1) ¢ E.
Explications: E n’est pas un sous-espace vectoriel de R?, puisque (0,0) ¢ E.

E n’est pas stable par multiplication par un scalaire : (1,0) € E , mais, —(1,0) = (—1,0) ¢ E.
E n’est pas stable par addition : (1,0) € E et (0,1) € E, mais (1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ E.

Question 28
Soit E = {(x,y,z) € R®; x —y +2z = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Vrai] (0,0,0) €E.
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O [Faux] E n’est pas stable par addition.
O [Vrai] E est stable par multiplication par un scalaire.
[0 [Vrai] E est un espace vectoriel.

Explications: E est un sous-espace vectoriel de R3, puisque (0,0,0) € E, E est stable par
addition et multiplication par un scalaire.

Question 29
Soit E = {(x,y) € R*; x —y = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies?

O [Vrai] E est non vide.
[0 [Vrai] E est stable par addition.
[0 [Faux] E est stable par multiplication par un scalaire.
O [Faux] E est un sous-espace vectoriel de R2.
Explications: E n’est pas un sous-espace vectoriel de R?, puisque E n’est pas stable par mul-

tiplication par un scalaire : (1,0) € E, mais, —(1,0) = (—1,0) ¢ E. Cependant, E est stable
par addition.

Question 30
Soit E = {(x,y,2) € R®; x—y +2 = x + y — 3z = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles
sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] E est non vide.

O [Faux] E n’est pas stable par addition.

[0 [Vrai] E est un espace vectoriel.

O [Vrai] E ={(x,2x,x); x € R}.
Explications: E est un sous-espace vectoriel de R3, puisque (0,0,0) € E, E est stable par
addition et multiplication par un scalaire.
X—y+sz

X+y—3z = O,onobt1ent:E:{(X’zx’x);xeR}.

En résolvant le systéme : {

2.2 Espaces vectoriels | Niveau 2

Question 31
Soit E = {(x,y,2) €R®; xy + xz + yz = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Vrai] (0,0,0) €E.

O [Vrai] E n’est pas stable par addition.

OO0 [Vrai] E est stable par multiplication par un scalaire.
d

[Faux] E est un sous-espace vectoriel de R3.

19



Explications: E n’est pas un sous-espace vectoriel de R3, puisque E n’est pas stable par addi-
tion : (1,0,0),(0,1,0) € E, mais (1,1,0) ¢ E. Cependant, E est stable par multipliction par
un scalaire.

Question 32
Soit E = {(x,y,2) € R®; (x + y)(x +2) = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Faux] E={(x,y,2)€R®; x+y=x+2 =0}

O [Faux] E={(x,y,2) €R®; x+y =0}n{(x,y,2) €R® x +z=0}.

O [Vrai]E={(x,y,2) €R®; x+y =0} U{(x,y,2) €R3 x +2=0]}.

O [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel, car E n’est pas stable par addition.
Explications: E = {(x,y,2) € R*; x+y =0oux+z =0} = {(x,y,2) €R®; x+y =

0} U {(x,y,2) € R®; x +z = 0}. E n'est pas un espace vectoriel, car E n’est pas stable par
addition : (1,—1,0),(1,0,—1) € E, mais, (2,—1,—1) ¢ E.

Question 33
Soit E = {(x, y) € R?; e*e” = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies?

O [Faux] E = {(x,y) €R?; x = y}.
O [Faux] E={(x,y) €R?; x =—y}.
O [Faux] E ={(0,0)}.

O [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: E est vide, donc E n’est pas un espace vectoriel.

Question 34
Soit E = {(x,y) € R?; e*e” = 1}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies?

O [Faux] E ={(x,y) €R?; x =y}
O [Vrai]E={(x,y) € R?; x =—y}.
O [Faux] E est vide.

[0 [Vrai] E est un espace vectoriel.

Explications: E = {(x,y) € R?; x + y = 0} est un sous-espace vectoriel de R

Question 35
Soit E = {(x,y) € R?; e¥—e” = 0}, muni des opérations usuelles. Quelles sont les assertions
vraies?

20



O [Faux] E ={(0,0)}.

O [Faux] E={(x,y)€R?; x =y >0}.
O [Vrai] E={(x,x); x € R}.

[0 [Vrai] E est un espace vectoriel.

Explications: E = {(x,y) € R?; x = y} = {(x,x) ; x € R} est un sous-espace vectoriel de
R?.

Question 36
Soit E un espace vectoriel. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Lintersection de deux sous-espaces vectoriels de E peut étre vide.

[0 [Faux] Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F contient toute combinaison
linéaire d’éléments de E.

O [Vrai] Il existe un sous-espace vectoriel de E qui contient un seul élément.
[0 [Vrai] SiF est un sous-ensemble non vide de E qui contient toute combinaison linéaire
de deux vecteurs de F, alors F est un sous-espace vectoriel de E.

Explications: L'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E contient au moins le vecteur
nul. Le seul sous-espace vectoriel de E qui contient un seul élément est {0z}, ot Oy est le
zéro de E.

Un sous-ensemble non vide de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement s’il contient
toute combinaison linéaire d’éléments de F. Ceci revient a dire que F contient toute combi-
naison linéaire de deux éléments de F.

Question 37
Soit E un R-espace vectoriel non nul et F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que
F ¢ GetG ¢ F. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] F+G={x+y; x € Fety € G} est un sous-espace vectoriel de E.

[0 [Vrai] F NG est sous-espace vectoriel de E.

[0 [Faux] F UG est sous-espace vectoriel de E.

O [Vrai] F x G={(x,y); x € Fety € G} est un sous-espace vectoriel de E x E.
Explications: La somme, I'intersection et le produit cartésien de sous-espaces vectoriels est

un espace vectoriel. Par contre, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est un espace
vectoriel que si I'un des deux est inclus dans l'autre.

Question 38
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Les sous-espaces vectoriels de R? sont les droites vectorielles.
O [Vrai] Les sous-espaces vectoriels non nuls de R? sont les droites vectorielles et R2.

O [Faux] Les sous-espaces vectoriels de R® sont les plans vectoriels.
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O [Vrai] Les sous-espaces vectoriels non nuls de R® qui sont strictement inclus dans R®
sont les droites vectorielles et les plans vectoriels.

Explications: Les sous-espaces vectoriels de R? sont : {(0,0)}, les droites vectorielles et R
Les sous-espaces vectoriels de R sont : {(0,0,0)}, les droites vectorielles, les plans vectoriels
et R3.

2.3 Espaces vectoriels | Niveau 3

Question 39
Soit R,[X ] 'espace des polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 2, muni
des opérations usuelles et E = {P € R,[X]; P(1) = 1}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] E est vide.

[0 [Faux] E est stable par addition.

[0 [Vrai] E n’est pas stable par multiplication par un scalaire.
[0 [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: E n’est pas un sous-espace vectoriel de R,[X ], puisque le polynéme nul n’ap-
partient pas a E. E n’est stable ni par addition ni par multiplication par un scalaire.

Question 40
Soit n un entier = 1 et E = {P € R[X]; degP = n}, muni des opérations usuelles. Quelles
sont les assertions vraies ?

O [Faux]O€E.
[0 [Faux] E est stable par addition.
[0 [Faux] E est stable par multiplication par un scalaire.
O [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel.
Explications: LUensemble E n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X ] car le polyn6me nul

n’appartient pas a E (deg0 = —o0). L'ensemble E n’est stable ni par addition ni par multi-
plication par le scalaire zéro.

Question 41
Soit n un entier = 1 et E = {P € R[X]; degP < n}, muni des opérations usuelles. Quelles
sont les assertions vraies ?

O [Faux]O¢€¢E.

O [Vrai] E est stable par addition.

O [Vrai] E est stable par multiplication par un scalaire.
[0 [Faux] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: On a : 0 € E et on vérifie que E est stable par addition et multiplication par un
scalaire. Donc E est un sous-espace vectoriel de R[X ].
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2.4 Espaces vectoriels | Niveau 4

Question 42

Soit E = {f : R — R; f est croissante sur R}. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] La fonction nulle appartient a E.
O [Vrai] E est stable par addition.
O [Faux] E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 [Faux] E est un espace vectoriel.

Explications: La fonction nulle appartient a E, puisqu’elle est constante.
On vérifie que E est stable par addition. Par contre, E ne l'est pas par multiplication par un
scalaire < 0. Donc E n’est pas un espace vectoriel.

Question 43
Soit E={f : R —> R; f est bornée sur R}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] La fonction nulle n’appartient pas a E.
[0 [Vrai] E est stable par addition.
O [Vrai] E est stable par multiplication par un scalaire.

O [Faux] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: La fonction nulle appartient a E, et E est stable par addition et par multiplica-
tion par un scalaire. Donc E est un espace vectoriel.

Question 44
Soit E={f : R > R; f est dérivable sur R et f'(1) = 1}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] La fonction nulle n’appartient pas a E.
[0 [Faux] E est stable par addition.
[0 [Faux] E est stable par multiplication par un scalaire.

O [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: La fonction nulle n’appartient pas a E, donc E n’est pas un espace vectoriel. On
vérifie que E est n’est stable ni par addition ni par multiplication par un scalaire.

Question 45
Soit F ={f : R— R; f est dérivable sur R et f’(1) = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] La fonction nulle appartient a E.

[0 [Vrai] E est stable par addition.

O [Vrai] E est stable par multiplication par un scalaire.
O

[Faux] E n’est pas un espace vectoriel.
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Explications: La fonction nulle appartient a E, et E est stable par addition et par multiplica-
tion par un scalaire. Donc E est un espace vectoriel.

Question 46
1
Soit E = {f :[0,1] > R; f est continue sur [0,1] et J f(t)dt= 1}. Quelles sont les as-
0

sertions vraies ?
[0 [Faux] La fonction nulle appartient a E.
[0 [Faux] E est stable par addition.
[0 [Faux] E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: La fonction nulle n’appartient pas a E, donc E n’est pas un espace vectoriel.
Par ailleurs, E n’est sable ni par addition ni par multiplication par un scalaire.

Question 47
1
Soit E = {f :[0,1] > R; f est continue sur [0,1] et J ft)de= O}. Quelles sont les as-
0

sertions vraies ?
O [Vrai] La fonction nulle appartient a E.
[0 [Vrai] E est stable par addition.
O [Faux] E n’est pas stable par multiplication par un scalaire.

[0 [Vrai] E est un espace vectoriel.

Explications: La fonction nulle appartient a E, et E est stable par addition et par multiplica-
tion par un scalaire. Donc E est un espace vectoriel.

Question 48
On considére E = (R*)? muni de I'addition et la multiplication par un réel suivantes :

G, y)+(,y)=0(xx",yy) et Alx,y)=(Ax,Ay).

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Faux] E est stable par multiplication par un scalaire.

[0 [Faux] L’élément neutre pour I'addition est (0, 0).
11
O [Vrai] Linverse, pour 'addition, de (x,y) est (—, —).
Xy
O

[Faux] E est un R-espace vectoriel.
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Explications: On vérifie que 1’élément neutre pour 'addition est (1,1), que l'inverse pour
11

Paddition d’un couple (x, y) € (R*)? est (—, —) et que E n’est pas stable par multiplication
Xy

par le scalaire zéro. Par conséquent, E n’est pas un espace vectoriel.

Question 49
On considére R? muni de 'addition et la multiplication par un réel suivantes :

)+ y)=(c+y,x"+y) et Alx,y)=(Ax,Ay).

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] E est stable par addition et par multiplication par un scalaire.
[0 [Faux] L’addition est commutative.
[0 [Faux] L’élément neutre pour I'addition est (0, 0).

[0 [Faux] E est un R-espace vectoriel.

Explications: E est stable par addition et multiplication par un scalaire. On voit que
(1,0)+(0,0)=(1,0) et (0,0)+(1,0)=(0,1)#(1,0).

On en déduit que 'addition n’est pas commutative et que (0,0) n’est pas un élément neutre
pour cette addition. En particulier, E n’est pas un espace vectoriel.

Question 50
On considére R? muni de 'addition et la multiplication par un réel suivantes :

)+ y)=(x+x,y+y) et Alx,y)=(Ax,y).

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] E est stable par addition et multiplication par un scalaire.
O [Vrai] Uélément neutre pour 'addition est (0, 0).
O [Vrai] La multiplication par un scalaire est distributive par rapport a I'’addition.
[0 [Faux] E est un R-espace vectoriel.
Explications: On vérifie que E est stable par addition et multiplication par un scalaire, que

I’élément neutre pour I'addition est (0, 0) et que la multiplication par un scalaire est distri-
butive par rapport a I'’addition. Par contre, E n’est pas un espace vectoriel, puisque 0.(0,1) =

(0,1) # (0,0).

Question 51
On considére R? muni de 'addition et la multiplication par un réel suivantes :

)+ Y)=(x+x,y+y) et Alx,y)=(A%x, A%y).

Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] Délément neutre pour I'addition est (0, 0).
O [Vrai] La multiplication par un scalaire est distributive par rapport a I'addition.

O [Faux] L'addition dans R est distributive par rapport a la multiplication définie ci-
dessus.

[0 [Faux] E est un R-espace vectoriel.
Explications: On vérifie que E est stable par addition et multiplication par un scalaire, que
I’élément neutre pour I'addition est (0,0) et que la multiplication par un scalaire est dis-
tributive par rapport a 'addition. Par contre, E n’est pas un espace vectoriel, puisque I'ad-

dition dans R n’est pas distributive par rapport a la multiplication par un élément de E :
(1+1).(0,1)=2.(0,1)=(0,4), mais, 1.(0,1) +1.(0,1) = (0,1) + (0,1) = (0, 2).

2.5 Base et dimension | Niveau 1

Question 52
Dans R, on considére les vecteurs u; = (1,1,0),u, = (0,1,—1) et u; = (—1,0,—1). Quelles
sont les assertions vraies ?

O [Faux] {u;,u,,us} est une famille libre.

O [Faux] {u;,u,,us} est une famille génératrice de R>.

O [Vrai] u; est une combinaison linéaire de u; et u,.

O [Faux] {u;,u,,u,} est une base de R3.
Explications: On vérifie que u; = u, —u;, donc {u;,u,,us} n'est pas libre. Par conséquent,
{u;,u,,u,} n'est pas génératrice de R3, sinon, {u,,u,} serait aussi génératrice de R, ce qui

contredirait le fait que toute famille génératrice de R® doit contenir au moins 3 vecteurs
non nuls.

Question 53
Dans R3, on considére les vecteurs u; = (1,1,1),u, = (0,1,1) et u; = (—1,1,0). Quelles
sont les assertions vraies ?

O [Vrai] {u;,u,,us} est une famille libre.
O [Vrai] {uy,u,,us;} est une famille génératrice de R®.
O [Faux] u, est une combinaison linéaire de u, et us.
O [Faux] {u;,u,,u;} n’est pas une base de R3.
Explications: On vérifie que {u,, u,, us} est une famille libre. Comme cette famille contient 3

vecteurs linéairement indépendants de R® et la dimension de R est 3, elle est génératrice
de R? et donc C’est une base de R®.

Question 54
Soit E = {(x, y,2) € R®;x — y —z = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] dimE = 3.
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O [Vrai] dimE = 2.
O [Faux] dimE =1.
O [Vrai] {(1,0,1),(1,1,0)} est une base de E.

Explications: E est un sous-espace vectoriel de R® défini par une équation linéaire homogéne,
donc dimE = 3 —1 = 2. On vérifie que {(1,0,1),(1,1,0)} est une base de E.

2.6 Base et dimension | Niveau 2

Question 55
Dans R3, on considére les vecteurs

ul = (_1: 13 2)1 u2 = (0’ 17 1)9 u3 = (_17 OJ 1)’ u4 = (OJ 2) 1)

Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] Le rang de la famille {u;,u,} est 2.

O [Faux] Le rang de la famille {u,, u,,us} est 3.

O [Faux] Le rang de la famille {u;,u,,us,u,} est 4.

O [Vrai] Le rang de la famille {u;,u,,u,} est 3.
Explications: Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par ces vecteurs. Autrement dit, c’est le nombre maximum de vecteurs de cette

famille qui sont linéairement indépendants. On vérifie que u; = u, + u; et que {u,,u,, us}
est libre.

Question 56
Dans R?, on considére les vecteurs u; = (1,1,—1,0), u, = (0,1,1,1) et u; = (1,—1,a, b),
ou a et b sont des réels. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Va,b € R,u;y ¢ Vect{u,u,}.
O [Vrai] 3a,b € R,u; € Vect{u,,u,}.
O [Vrai] uy € Vect{u,,u,} si et seulement sia =—3 et b = —2.
O [Faux]Va,beR, {u;,u,,us} est libre.
Explications: u; € Vect{u,, u,} si, et seulement si, il existe a, f € R tels que u; = au; + fu,.

En résolvant ce systeme, on obtient b = —2 et a = —3. Pour a = —3 et b = —2, la famille
{uy,u,y,us} n'est pas libre.

Question 57
Dans R,[X ], 'ensemble des polyndémes a coefficients réels de degré < 1, on considere les
polynomes P, =X + 1,P, = X —1,P; = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] {P,, P,, P;} est une famille libre.
O [Vrai] {P;,P,, Py} est une famille génératrice de R,[X].
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O [Faux] {P,, P,,P;} est une base de R,[X].
O [Vrai] {P,, P;} est une base de R;[X].
Explications: On a : P, —P,—2P; =0, donc {P,, P,, P;} n’est pas libre. Par contre, {P;, P,, P;}

est une famille génératrice de R,[X ] puisqu’elle contient 2 polynémes non colinéaires. Toute
famille extraite de {P,, P,, P;}, contenant 2 vecteurs, est une base de R;[X].

Question 58
Dans R,[X ], 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré < 2, on considere les
polynémes P, = X,P, = X(X + 1), P; = (X + 1)%. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] {P;,P,, P;} est une famille libre.

O [Faux] {P; + P,, P;} est une famille génératrice de R,[X ].
O [Vrai] {P;,P,, P;} est une base de R,[X].

O [Faux] {P,, P;} est une base de R,[X].

Explications: On vérifie que {P;, P,, P;} est une famille libre de R,[X ]. De plus, cette famille
contient 3 polynomes et la dimension de R,[X ] est 3, donc c’est une base de R,[X].

Question 59
Dans R,[X ], 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré < 2, on considere les
polynémes P, =1—X,P, = 1+X,P; =X? et P, = 1+X?. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Le rang de la famille {P,} est 4.
O [Vrai] Le rang de la famille {P;, P,} est 2.
O [Faux] Le rang de la famille {P,, P;,P,} est 2.
O [Vrai] Le rang de la famille {P,, P,, P;, P,} est 3.
Explications: Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel

engendré par ces vecteurs. Autrement dit, c’est le nombre maximum de vecteurs de cette
famille qui sont linéairement indépendants.

Question 60
Soit E{(x,y,z,t) € R*; x? + y? + 22 + t? = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] E est un espace vectoriel de dimension O.
[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 1.
[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 2.

[0 [Faux] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: E = {(0,0,0,0)} est un espace vectoriel de dimension 0.

Question 61
Soit E = {(x,y,%,t) € R*; |x + y|e*"* = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?
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[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 1.
[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 2.
[0 [Vrai] E est un espace vectoriel de dimension 3.
O [Faux] E n’est pas un espace vectoriel.
Explications: On vérifie que : E = {(x,y,2,t) € R*; x + y = 0} = Vect{v,,v,, v}, oll v; =

(1,-1,0,0), v, =(0,0,1,0) et v = (0,0,0,1). On vérifie que cette famille est libre et donc
c’est une base de E. Par conséquent, la dimension de E est 3.

Question 62
Soit E ={(x,y,2) €R®; y —x +2 =0 et x = 2y}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] {(2,1,1)} est une base de E.
O [Faux] dimE = 3.
[0 [Faux] E est un plan.
O [Vrai] E =Vect{(2,1,1)}.
Explications: E est un sous-espace vectoriel de R® défini par un systéme d’équations linéaires

homogenes de rang 2, donc dimE =3—2 = 1. Comme (2, 1, 1) est un vecteur non nul de E
etdimE =1, {(2,1,1)} est une base de E.

Question 63
Soit E = {(x +2,%,2); x,2 € R}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]{(1,1,1),(1,0,0),(0,1,1)} est une base de E.
O [Vrai] {(1,1,1),(1,0,0)} est une base de E.

O [Vrai] {(1,0,0),(0,1,1)} est une base de E.

O [Faux] dimE = 3.

Explications: On vérifie que : E = Vect{(1,0,0),(1,1,1)}. Comme ces deux vecteurs ne sont
pas colinéaires, ils forment une base de E et donc dimE = 2.

2.7 Base et dimension | Niveau 3

Question 64

Dans R;[X ], 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré < 3, on considere les
polynémes P, = X°* + 1,P, = P; (la dérivée de P,) et P; = P;’ (la dérivée seconde de P)).
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Le rang de la famille {P,, P;} est 3.

O [Faux] {P;, P,, P;} est une famille génératrice de R5[X ].
O [Vrai] {P;,P,, P;} est une famille libre de R,[X].

O [Vrai] Le rang de la famille {P,, P,, P;} est 3.
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Explications: On vérifie que {P,, P,, P;} est une famille libre de R;[X ] (ce sont des polynomes
de degrés distincts). Par contre, elle n’est pas génératrice de R;[X ], puisque la dimension
de cet espace est 4.

Le rang d’'une famille de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces
vecteurs. Autrement dit, c’est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants
de cette famille.

Question 65
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 3 etv,, v,, v des vecteurs linéairement indé-
pendants de E. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] {v;,Vv,,Vv3} est une famille génératrice de E.
O [Vrai] {v;,Vv,,v; +Vv3} est une base de E.

O [Faux] {v; —v,,Vv; + v5} est une base de E.

O [Vrai] {v; —v,, v, + v3} est famille libre de E.

Explications: Puisque {v;, v,, 3} est une famille libre qui contient 3 vecteurs et la dimension
de E est 3, elle est génératrice et donc c’est une base de E.

On vérifie aussi que {v;, V5, v; +V3} est une famille libre, et donc pour les mémes raisons que
précédemment, c’est une base de E.

Question 66
Soit E{(x,y,z,t) € R*; (x*> + y?)(2* + t?) = 0}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 0.
[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 1.
[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 2.
O [Vrai] E n’est pas un espace vectoriel.

Explications: E = {(0,0,2,t); z,t € R} U{(x,y,0,0); x,y € R} n’est pas un espace vecto-
riel.

Question 67
Soit n un entier = 3 et E = {(x,X,,...,X,;) € R"; x; = x, = -+ = x,,}. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Faux] dimE=n—1.
O [Faux] dimE = n.

O [Vrai] dimE = 1.

O [Faux] E =R.

Explications: On a : E = Vect{v}, ou v = (1,1,...,1). Par conséquent, E est un espace
vectoriel de dimension 1.
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Question 68

Dans l'espace vectoriel R, on pose u; = (1,0,1),u, = (—1,1,1), u; = (1,—1,0) et on
considere les sous-espaces vectoriels E = Vect{u;,u,} et F = Vect{us}. Quelles sont les
assertions vraies ?

[0 [Vrai] E est un plan vectoriel.
O [Faux] Une équation cartésienne de E est x +2y +z = 0.
[0 [Vrai] F est une droite vectorielle.
[0 [Faux] Une équation cartésienne de F est z = 0.
Explications: E est un plan vectoriel. Soit M(x, y,z) un vecteur de R3. M € E si et seulement

s’il existe a, b € R tels que M = au, + bu,. En résolvant ce systeme, on obtient une équation
cartésiennede E : x +2y —z = 0.

F est une droite vectorielle ; c’est donc l'intersection de deux plans de R3. Soit M(x, y,z) un
vecteur de R®. M € F si et seulement s’il existe un réel a tels que M = au,. En résolvant ce
x+y = 0

systéme, on obtient une représentation cartésienne de F : (S) { . = 0

Question 69
On note R,[X ] I'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré < 2. Soit

E={P eR,[X]; P(1)=P'(1) =0},

ou P’ est la dérivée de P. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] {X —1} est une base de E.
O [Vrai] {(X —1)?} est une base de E.
O [Faux] dimE = 2.
O [Vrai] dimE =1.

Explications: E = {aX?+ bX +c,a,b€R; a+b+c=2a+b=0}=Vect{X?—2X +1}.
Donc {(X —1)?} est une base de E et dimE = 1.

Question 70
Soit E = {P =aX®+ b(X®—1); a, b € R}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] dimE = 3.

O [Vrai] {1,X3} est une base de E.
O [Faux] {X3®—1} est une base de E.
O [Faux] dimE =1.

Explications: E = Vect{X>, X3 —1} = Vect{1,X3}. Comme 1 et X° ne sont pas colinéaires, on
déduit que {1,X3} est une base de E et que dimE = 2.

Question 71
Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] {1} est une base de R comme R-espace vectoriel.

O [Vrai] {+/2} est une base de R comme R-espace vectoriel.

O [Faux] {1, v2} est une base de R comme R-espace vectoriel.
O [Faux] {1, v2} est une base de R comme Q-espace vectoriel.

Explications: R est un R-espace vectoriel de dimension 1, donc pour tout a € R*, {a} est
une base de R.

{1, v/2} n’est pas une base de R comme Q-espace vectoriel. En effet, sinon, il existe a, f € Q
tels que v/3 = a + 3+/2. En considérant le carré de cette égalité, on déduit que +2 est un
rationnel, ce qui est absurde.

Question 72
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] {1} est une base de C comme R-espace vectoriel.

[0 [Vrai] {i} est une base de C comme C-espace vectoriel.

O [Vrai] {i,1+ i} est une base de C comme R-espace vectoriel.

O [Faux] 1 et i sont C linéairement indépendants.
Explications: C est un C-espace vectoriel de dimension 1 et c’est un R-espace vectoriel de
dimension 2. Par conséquent, pour tout a € C*, {a} est une base de C comme C-espace

vectoriel et pour tous a, 3 € C* tels que % ¢ R, {a, B} est une base de C comme R-espace
vectoriel.

Question 73
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] {(1,0),(1,1)} est une base de C? comme C-espace vectoriel.

O [Vrai] La dimension de C* comme R-espace vectoriel est 4.

O [Vrai] {(1,0),(0,1),(i,0),(0,1)} est une base de C*> comme R-espace vectoriel.
O [Faux] La dimension de C?> comme R-espace vectoriel est 2.

Explications: Lespace C? est un C-espace vectoriel de dimension 2. Par conséquent, pour
tous (a, b), (c,d) € C2, non colinéaires sur C, {(a, b),(c,d)} est une C-base de C2.

D’autre part C? est un R-espace vectoriel de dimension 4. Par conséquent, toute famille
{(a,b),(a’,b"),(c,d),(c’,d")}, de vecteurs de C? linéairement indépendants sur R, est une
R-base de C2.

2.8 Base et dimension | Niveau 4

Question 74

Soit n et p deux entiers tels que n > p = 1, E un espace vectoriel sur R de dimension
n, et vy, v,,..., v, des vecteurs linéairement indépendants de E. Quelles sont les assertions
vraies ?
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O [Faux] {vy,V,,...,V,} est une base de E.

O [Vrai] Il existe des vecteurs u;, ..., u; de E tels que {v;,v,,...,V,,Us,..., U} soit une
base de E.
O [Vrai] {v;,vy,...,V,1} est une famille libre de E.
O [Faux] {v;,v,,...,v,} est une famille génératrice de E.
Explications: Comme dimE = n et n > p, {v;,V,,...,V,} n'est pas une famille génératrice

de E. Puisque cette famille est libre, d’apres le théoréme de la base incomplete, on peut la
compléter pour avoir une base de E.

D’autre part, {vy,V,,...,V, 1} est libre, puisque toute famille extraite d'une famille libre est
libre.

Question 75
On considere les fonctions réelles f;, f, et f; définies par :

filx)=sinx, fy(x)=cosx, f3(x)=sinxcosx

et E I'espace engendré par ces fonctions. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] {f;, f,} est une base de E.
O [Faux] {fi, f3} est une base de E.
O [Faux] dimE = 2.
O [Vrai] dimE = 3.
Explications: Soit a, b,c € R tels que af; + bf, + cf; = 0. Alors,

asinx + bcosx + csinx cos x = 0, pour tout x € R.

En prenant x = 0, puis, x = 7, on démontre que b = a = ¢ = 0. Par conséquent, {fi, f,, f3}
est une base de E et donc dimE = 3.

Question 76
Soit n un entier 2 2. On considere les fonctions réelles f;, f, ..., f,, définies par :

Hl) =€, filx)=e*, ..., f(x)=e™

et E I'espace vectoriel engendré par ces fonctions. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension n — 2.

[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension n— 1.

[0 [Vrai] E est un espace vectoriel de dimension n.

[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension infinie.
Explications: Soit A,,...,A, des réels tels que A,e* + --- + A,e** = 0, pour tout réel x. En
divisant par e* et en faisant tendre x vers —oo, on obtient A, = 0. Puis, en divisant par e**
et en faisant tendre x vers —o0, on obtient A, = 0. En appliquant ce raisonnement n fois,

on démontre que tous les A; sont nuls. Par conséquent, {fi, f5,..., f,} est une base de E et
donc dimE = n.
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2.9 Espaces vectoriels supplémentaires | Niveau 1

Question 77
On consideére les deux sous-espaces vectoriels de R* :

E =vect{u;,u,,us}, ot u; =(1,—-1,0,1), u, =(1,0,1,0), u; =(3,—1,1,2)
et
F={(x,y,z,t)ER*; x+y—2z=0ety+2 =0}

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] dimE = 3.

O [Vrai]dimENF =1.

O [Vrai] E+F =R*

O [Faux] E et F sont supplémentaires dans R*.
Explications: On vérifie que {u,,u,,us} est libre et que F = vect{v,,v,}, ot v; =(2,—1,1,0)
et v, =(0,0,0,1). Par conséquent, dimE = 3 et dimF = 2.
Il y a une seule relation de dépendance entre u;, u,y,u;, v, et v,. Soit : u; +u, —v; —v, = 0.
On déduit que {u;,u,,us,v,} est une base de E + F, donc dim(E + F) = 4 et comme E + F

est un sous-espace de R* et dimR* = 4, E + F = R*. Du théoréme de la dimension d’'une
somme, on déduit que dimE NF =1, donc E et F ne sont pas supplémentaires dans R*.

Question 78
On consideére les deux sous-espaces vectoriels de R* :

E={(x,y,z,t)eR*; x+y=y+2=0} et F={(x,y,2,t)€ER*; x+y+z+t=0}

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] dimE =1.

O [Vrai] dimF = 3.

O [Vrai]dimENF =1.

[0 [Faux] E et F sont supplémentaires dans R*.
Explications: Une base de E est {u,,u,}, otu; =(1,—1,1,0) etu, =(0,0,0,1), doncdimE =
2. Une base de F est {v;,Vv,,v5}, ou v; =(1,0,0,—1),v, =(0,1,0,—1) et v = (0,0,1,—1),
doncdimF =3.ENF ={(x,y,z,t)ER*; x+y=y+z=g2+t =0}. Une base de ENF est

{w},ouw=(1,-1,1,—1), donc dimENF =1 et donc E et F ne sont pas supplémentaires
dans R*.

Question 79
On consideére les deux sous-espaces vectoriels de R* :

E={(x,y,z2,t)ER*; x—y=y—2=t=0} et F={(x,y,z,t)€ER*; 2=x+y}.

Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] dimE =1.

0 [Faux] dimF = 2.

O [Faux]dimENF =1.

O [Vrai] E et F sont supplémentaires dans R*.
Explications: Une base de E est {u}, ou u = (1,1,1,0), donc dimE = 1. Une base de F
est {vy, vy, v}, ou v; = (1,0,1,0),v, = (0,1,1,0) et v = (0,0,0,1), donc dimF = 3. On
vérifie que ENF = {(0,0,0,0)}. Donc, d’apres le théoréeme de la dimension d’'une somme,

dim(E + F) = 4 = dimR* et comme, en plus, E + F est un sous-espace de R* E + F = R*.
Par conséquent, E et F sont supplémentaires dans R*.

2.10 Espaces vectoriels supplémentaires | Niveau 2

Question 80
Dans R;[X ], 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < 3, on considéere les deux
sous-espaces vectoriels :

E={P €R;[X]; P(0)=P(1) =0} et F={(P € Ry[X]; P'(0)=P"(0) =0},

ou P’ (resp. P”) est la dérivée premiére (resp. seconde) de P. Quelles sont les assertions
vraies ?

O [Faux] dimE = 3.

O [Faux]dimF =1.

O [Vrai] E+F =Ry[X].

O [Vrai] E et F sont supplémentaires dans R;[X ].
Explications: Une base de E est {P;,P,}, ot P, =X>—X et P, = X?>—X, donc dimE = 2. Une
base de F est {Q,,Q,}, o Q, =1 et Q, = X3, donc dimF = 2. On vérifie que ENF = {0}.
Donc, d’apres le théoréme de la dimension d’'une somme, dim(E + F) = 4 et comme E + F

est un sous-espace de R;[X ] et dimR;3[X] =4, E + F = R4[X]. Par conséquent, E et F sont
supplémentaires dans R;[X ].

Question 81
Dans R;[X ], 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < 3, on considére les deux
sous-espaces vectoriels :

E={P=a(X—1)?>+b(X—1)+c; a,b,ceR} et F={P=aX®+bX?; a,b<R}.

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] dimE = 2.
O [Vrai]dimENF =1.
O [Faux] E et F sont supplémentaires dans R;[X ].
O [Vrai] E+F =R4[X].
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Explications: Une base de E est {P,,P,,P;}, ou P, = 1,P, = X —1, P, = (X — 1) donc
dimE = 3. Une base de F est {Q;,Q,}, ol Q; = X? et Q, = X3, donc dimF = 2. En
cherchant les relations de dépendance entre les polynomes P;, P,, P;,Q; et Q,, on trouve :
P,+2P,+P; = Q,. Par conséquent, ENF = Vect{Q, }, donc E et F ne sont pas supplémentaires
dans R;[X ]. Du théoréme de la dimension d'une somme, on déduit que dim(E + F) = 4 et
comme E + F est un sous-espace de R;[X ] et dimR;[X] =4, E4+F =R,[X].

2.11 Espaces vectoriels supplémentaires | Niveau 3

Question 82
Dans R;[X ], 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < 3, on considére les deux
sous-espaces vectoriels :

E={PeRy[X]; P(-X)=P(X)} et F={P e Ry[X]; P(—X) =—P(X)}.

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] dimE = 2.

O [Faux]dimF = 3.

O [Faux]dimENF =1.

O [Vrai] E et F sont supplémentaires dans R;[X ].
Explications: Une base de E est {1,X?}, donc dimE = 2. Une base de F est {X,X3}, donc
dimF = 2. On vérifie que E N F = {0}. Donc, d’apres le théoreme de la dimension d’'une

somme, dim(E + F) = 4 et comme E + F est un sous-espace de R;[X ] et dimR;[X ] = 4,
E +F =R4[X]. Ainsi, E et F sont supplémentaires dans R;[X ].

Applications linéaires

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

3 Applications linéaires

3.1 Applications linéaires | Niveau 1

Question 83
On considere les deux applications suivantes :

f: R - R g: R* —» R?
. et
X — sinx (x,y) — (y,x).

Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] f(0)=0.

O [Faux] f est une application linéaire.

O [Faux] g(x,y) = g(y,x), pour tout (x,y) € R
O [Vrai] g est une application linéaire.

Explications: f n’est pas linéaire car f () = f (5 +7) =0et f(5)+f(5) = 2. On vérifie que
g est linéaire.

Question 84
On considere les deux applications suivantes :
f: R* - R? g: R —» R?
(ty) = oy (x,y) = (x,—x).

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] f(0,2) =(0,4).

[0 [Faux] f est une application linéaire.

O [Vrai] g(0,0) =(0,0).

O [Vrai] g est une application linéaire.

Explications: Lapplication f n’est pas linéaire. Contre-exemple : f(2(0,1)) = f(0,2) =(0,4)
et 2f(0,1) = (0,2). On vérifie que I'application g est linéaire.

Question 85
On considere les deux applications suivantes :
f: R - R? g: R - R?
(x,¥,2) —» (x+y,x—2) et (x,v,2) — (xy,x2).

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] £(0,0,0) =(0,0).

O [Vrai] f est une application linéaire.

O [Faux] g(1,1,0)=g(1,0,0)+ g(0,1,0).

0 [Faux] g est une application linéaire.

Explications: f est linéaire. g ne I'est pas, puisque g((1,0,0)+(0,1,0)) = g(1,1,0) =(1,0)
et g(1,0,0) +¢(0,1,0) = (0,0).

3.2 Applications linéaires | Niveau 2

Question 86
On note R, [X ] 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < n, n € N. On considére
les deux applications suivantes :

fo R[x] - R g: Ry[X] — R,[X]

P = pO)+P(0) P - 1+P +XP,
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ou P’ (resp. P”) est la dérivée premiére (resp. seconde) de P. Quelles sont les assertions
vraies ?

O [Faux] f(0)=1.
O [Vrai] f est une application linéaire.
O [Vrai] g(0)=1.

0 [Faux] g est une application linéaire.

Explications: On vérifie que f est linéaire. Par contre, g ne I'est pas, puisque g(0) =1 # 0.

Question 87
On considere les applications suivantes :

f+: ¢ - ¢C tg:(C—> C
z — Re(z) € z — Im(z),

ol Re(z) (resp. Im(2)) est la partie réelle (resp. imaginaire) de z. Quelles sont les assertions
vraies ?

O [Faux] f est C-linéaire.

O [Vrai] f est R-linéaire.

[0 [Vrai] g est R-linéaire.

O [Faux] g est C-linéaire.

Explications: On vérifie que f et g sont R-linéaires. Par contre, elles ne sont pas C-linéaires.

Question 88
On considere les applications suivantes :

@

f: C - C g: C
Z

ﬁ
et
z — |z -

\JNI

ol |z| (resp. 2) est le module (resp. le conjugué) de z. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] f est C-linéaire.
O [Faux] f est R-linéaire.
[0 [Vrai] g est R-linéaire.
O [Faux] g est C-linéaire.

Explications: On vérifie que f n’est pas R-linéaire (donc n’est pas C-linéaire) et que g est
R-linéaire, mais non C-linéaire.
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3.3 Applications linéaires | Niveau 3

Question 89
On considere les deux applications suivantes :

f: R - R g: R* — R2
(y) = lx+yl (x,y) = (max(x,y), min(x,y)).

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] f(1,—1)=0.

[0 [Faux] f est une application linéaire.

O [Vrai] g(0,0) =(0,0).

[0 [Faux] g est une application linéaire.
Explications: f n’est pas linéaire. Contre-exemple : f((1,0) + (—1,0)) = f(0,0) = 0 et
f(LO)+f(=L0)=[1]+]|-1]=2.

g n'est pas linéaire. Contre-exemple : g((1,0) + (—1,0)) = g(0,0) = (0,0) et g(1,0) +

Question 90
On considere les applications suivantes :

f: R - R? g: R - R
(x,y,2) = (x—y,y+2z+a) et (x,¥,2) — (ax+Db)(x+y).

ou a et b sont des réels. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] Pour tout a € R, f est une application linéaire.

[0 [Vrai] f est une application linéaire si et seulement si a = 0.

[0 [Faux] g est une application linéaire si et seulement sia = b = 0.

O [Vrai] g est une application linéaire si et seulement si a = 0.
Explications: Si a # 0, alors f(0,0,0) = (0,a) # (0,0), donc f n’est pas linéaire. On vérifie
aussi que, si a = 0, alors f est linéaire.

Sia#0,g(2(1,0,0)) =4a+2bet2g(1,0,0) =2a+2b # 4a+2b, donc g n’est pas linéaire.
On vérifie que si a = 0 et b est quelconque, g est linéaire.

Question 91
On considere les applications suivantes :

f: R - R? o & R - R3
(x,y,2) — (z,x+ax?) (x,¥,2) — (z+asinx,y+ be*,c|x|+1).

ou a, b et ¢ sont des réels. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Faux] Pour tout a € R, f est une application linéaire.

[0 [Vrai] f est une application linéaire si et seulement si a = 0.
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O [Faux] g est une application linéaire si et seulement sia = b =c¢ =0.
[0 [Vrai] Pour tous a, b,c € R, g n’est pas une application linéaire.

Explications: On vérifie que f est linéaire si et seulement si a = 0 et que g n’est pas linéaire
pour tous réels a, b et c.

Question 92
On note R,[X ] 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < n, n € N. On considére
les deux applications suivantes :
[ RlX] — Ry[X] ot g: Rs[X] — Ry[X]
p — R p - Q:

ol R (resp. Q) est le reste (resp. le quotient) de la division euclidienne de P par X° + 1.
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] f(0)=0.

O [Vrai] f est une application linéaire.

O [Vrai] g(0)=0.

O [Faux] g n’est pas une application linéaire.

Explications: On vérifie que f et g sont linéaires.

3.4 Applications linéaires | Niveau 4

Question 93
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] Une application f : R — R est linéaire si et seulement s’il existe un réel a tel
que f(x) = ax, pour tout x € R.
O [Faux] Une application f : R? — R? est linéaire si et seulement s’il existe des réels a
et b tels que f(x,y) = (ax, by), pour tout (x, y) € R%
[0 [Vrai] Une application f : R* — R? est linéaire si et seulement s’il existe des réels
a,b,cetd tels que f(x,y) = (ax + by,cx +dy), pour tout (x,y) € R
[0 [Faux] Une application f : R® — R? est linéaire si et seulement s’il existe des réels
a, b et c tels que f(x,y,z) = (ax, by, cz), pour tout (x, y,z) € R3.
Explications: Une application f : R" — R™ est linéaire si et seulement s’il existe des réels
a;;,1<ism,1<j<n,telsque:
Flxp,x0,.00,x,) = (a1 +ay 5Xg 4+ + a1 ;1 Xy, ..o, A 1 X + Ay 0 Xo + 00+ @y X)), POUT tout
(x1,Xg,...,Xx,) €R".

3.5 Noyau et image | Niveau 1

Question 94
Soit E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Quelles sont les
assertions vraies ?
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O [Faux] ker f peut-étre vide.

O [Vrai] ker f est un sous-espace vectoriel de E.
O [Faux]O0peImf.

O [Vrai] Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Explications: ker f est un sous-espace vectoriel de E, il contient au moins Og.
Im f est un sous-espace vectoriel de F, il contient au moins O, puisque f (05) = O.

Question 95
Soit E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Faux] f est injective si et seulement si ker f est vide.
O [Faux] f est injective si et seulement si ker f est une droite vectorielle.
[0 [Vrai] f est surjective si et seulement si Imf = F.
O [Faux] f est bijective si et seulement si Im f = F.
Explications: f est injective si et seulement si ker f = {0;}.

f est surjective si et seulement si Im f = F.
f est bijective si et seulement si ker f = {0z} etImf =F.

3.6 Noyau et image | Niveau 2

Question 96

Soit f une application linéaire de R*® dans R°. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Faux] Si ker f = {(0,0,0)}, alors f est surjective.
O [Vrai] Siker f est une droite vectorielle, alors Im f est un plan vectoriel.
O [Vrai] f est injective si seulement si dimIm f = 3.
[0 [Faux] f est bijective si et seulement si ker f = {(0,0,0)}.

Explications: f estinjective si et seulement si ker f = {(0,0,0)}. f ne peut pas étre surjective,
puisque d’apres le théoreme du rang, la dimension de Im f est au plus 3.

Question 97
On considere I’ application linéaire :
f: R - R?
(x,y,2) = (x—2z,y+z,x+Yy).

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] {(1,—1,1)} est une base de ker f.
O [Faux] f est injective.
O [Vrai] {(1,0,1),(0,1,1)} est une base de Im f.

41



0 [Faux] f est surjective.

Explications: ker f = {(x,y,2) €R®; (x—z,y+2,x+y)=1(0,0,0)} = {(x,—x,x) ; x €R}.
Donc {(1,—1,1)} est une base de ker f. Comme ker f # {(0,0,0)}, f n’est pas injective.
D’apres le théoréme du rang, dimIm f = 2 et comme f(e;) =(1,0,1) et f(e,) =(0,1,1) ne
sont pas colinéaires, ils forment une base de Im f. Comme dimIm f = 2, Im f # R3, donc
f n’est pas surjective.

Question 98
On considere I’ application linéaire :

f: R > R3
(x,y,2) = (x—y,y—2z,x+2).

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]dimkerf =1.

O [Vrai] f est injective.

O [Vrai] dimImf = 3.

O [Faux] f n’est pas bijective.
Explications: ker f = {(x,y,2) € R®; (x —y,y —2,x +2) = (0,0,0)} = {(0,0,0)}. Donc
dimker f =0 et f est injective.

D’aprés le théoréme du rang, dimIm f = 3 = dimR® et comme Im f est un sous-espace de
R3, Im f = R3, donc f est surjective. Par conséquent, f est bijective.

Question 99
On considere I’ application linéaire :

f: R — R?
(x,v,2) = (x+y+z,x+y—2).

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] dimker f = 1.

[0 [Faux] f est injective.

O [Faux]rg(f)=1.

O [Vrai] f n’est pas bijective.
Explications: ker f = {(x,y,2) €R®; (x+y+z,x+y—2)=1(0,0,0)} = {(x,—x,0) ; x € R}.

Donc {(1,—1,0)} est une base de ker f. Comme ker f # {(0,0,0)}, f n’est pas injective, donc
f n’est pas bijective. Du théoréme du rang, on déduit que rg(f) =dimIm f = 2.

Question 100
On considére R® muni de la base canonique 8 = {e;, e,,e5} et f ’endomorphisme de R*
défini par f(e;) =e3, f(e,) =e; +e,, f(e3) =e; +e,+e;. Quelles sont les assertions vraies ?
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0 [Faux] {e; +e,—e3} est une base de Im f.

O [Vrai] dimImf = 2.

O [Vrai] {e; + e, —e3} est une base de ker f.

0 [Faux] dimkerf = 2.
Explications: On remarque que f(e;) = f(e;) + f(e;) et que f(e;) et f(e,) ne sont pas
colinéaires, donc {e; + e,, e5} est une base de Im f et donc dimIm f = 2.

D’apres le théoréme du rang, dimker f =1 et comme f(e; +e;,—e;) =0ete; +e,—e; #0,
{e; + e, —es} est une base de ker f.

3.7 Noyau et image | Niveau 3

Question 101
On considere I’ application linéaire :

fi Ry[X] - Ry[X]
P - P,

ou R,[X ] est ’'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 2 et P’ est la dérivée
de P. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] {1} est une base de ker f.

O [Vrai] {1,X} est une base de Imf.

[0 [Faux] {0,1,X} est une base de Im f.

[0 [Faux] f est surjective.
Explications: ker f = {P € R,[X]; P’ = 0} = R. Donc {1} est une base de ker f. Comme
ker f # {0}, f n’est pas injective.
D’apres le théoréme du rang, dimIm f = 2 et comme f(X) = 1 et f(X?) = 2X ne sont pas

colinéaires, {1,X} est une base de Im f. Donc f n’est pas surjective, puisque dimIm f = 2
et dimR,[X] = 3.

Question 102
On considere I'application linéaire :

f: Rz[X] - ]Rz[X]
P - Xp' —X?P",

ou R,[X] est 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 2 et P’ (resp. P”) est
la dérivée premiere (resp. seconde) de P. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] {1 +X?} est une base de ker f.

O [Vrai] {1,X?} est une base de ker f.

[0 [Faux] {1+ X} est une base de Im f.

O [Vrai] rg(f)=1.
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Explications: ker f = {P € R,[X]; XP'—X?P” =0} = {aX*>+b; a,b € R}. Donc {1,X?}
est une base de ker f. Du théoréme du rang, on déduit que rg(f) = dimIm f = 1 et comme
f(X)=X #0, {X} est une base de Im f .

Question 103
On note R,[X ] 'espace des polynomes a coefficients réels de degré < n, n € N. On consideére
I'application linéaire :
i Re[X] — Ry[X]
p - R,

ol R est le reste de la division euclidienne de P par (X + 1)3. Quelles sont les assertions
vraies ?

O [Faux] {X3} est une base de ker f.

O [Vrai] dimker f =1.

O [Faux] {1+X +X?} est une base de Im f.

O [Faux]rg(f)=S3.
Explications: kerf = {P € Ry[X]; R =0} = {{X +1)°Q ; Q € R}. Donc {(1 + X)3} est

une base de ker f. D’apres le théoreme du rang, rg(f) = dimIm f = 3 et I'on vérifie que
{1,X,X?} est une base de Im f.

Question 104
On considere R;[X ], I'espace des polynomes a coefficients réels de degré < 3, muni de sa
base canonique % = {1,X,X?,X?} et f l'endomorphisme de R,[X ] défini par :

f)=X, fX)=1+X, fXH=X-1), f(X°)=X—1)".

Quelles sont les assertions vraies ?

0 [Faux]dimkerf =1.

O [Vrai] f est injective.

O [Faux] f n’est pas injective.

O [Vrai] rg(f) = 4.
Explications: Soit P = aX® + bX?>+cX +d, a,b,c,d€R.Ona:

Pekerf @aX—-1P+bX -1 +(c+d)(X—1)+2c+d=0.

Comme {1,X — 1,(X — 1)?,(X — 1)*} est une famille libre, on déduit que P = 0. Donc
dimker f =0 et f est injective.

D’aprés le théoréme du rang, rg(f) = dimImf = 4 et comme Imf est un sous-espace
vectoriel de R;[X ], Im f = R4[X ] et donc f est surjective.
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Question 105
Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions finies et f une application linéaire de
E dans F. On pose dimE = n et dim F = m. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] Si f est injective, alors n < m.

O [Faux] Sin < m, alors f est injective.

O [Vrai] Si f est surjective, alors n = m.

O [Faux] Sin=m, alors f est surjective.
Explications: On a : dimImf < dimF = m.
Du théoréme du rang, on déduit que si n > m, dimker f > 0 et donc f n’est pas injective et
que sin <m, dimIm f < m et donc f n’est pas surjective.

Sin < m, alors f n’est pas nécessairement injective et si n 2 m, alors f n’est pas nécessai-
rement surjective. Exemple : L'application nulle de R dans R.

Question 106
Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions finies tels que dimE = dimF =n et f
une application linéaire de E dans F. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] SidimKker f =0, alors dimIm f < n.
O [Vrai] si f estinjective, alors f est surjective.
O [Vrai] SidimIm f < n, alors dimker f > 0.
O [Vrai] si f est surjective, alors f est injective.

Explications: Du théoréme du rang, on déduit que f est bijective si, et seulement si, f est
injective ou surjective.

Question 107
Soit E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions finies et f une application linéaire de
E dans F. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Si f est injective, alors f est surjective.

O [Faux] Si f est surjective, alors f est injective.

O [Faux] SidimE =dimF, alors f est bijective.

O [Vrai] Si f est bijective, alors dimE = dim F.
Explications: Si dimE # dimF, alors f peut-étre injective (resp. surjective) sans qu’elle soit
surjective (resp. injective).
SidimE =dimF, f n’est pas nécessairement bijective.

Par contre, si f est bijective, comme E et F sont deux R-espaces vectoriels de dimensions
finies, du théoréme du rang, on déduit que dimE = dimF.

Question 108

Soit E et F deux R-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Soit k € N*,
F ={uy,u,,...,u;} une famille de vecteurs de E et Z' = {f (u;), f (u,), ..., f (u;)}. Quelles
sont les assertions vraies ?
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O [Faux] Si & est une famille libre, alors &’ est une famille libre.
O [Vrai] Si Z est une famille libre et f est injective, alors &’ est une famille libre.

0 [Faux] Si Z est une famille génératrice de E, alors Z' est une famille génératrice de
F.

O [Vrai] Si & estune famille génératrice de E et f est surjective, alors &' est une famille
génératrice de F.

Explications: Si Z est libre, &' n’est pas nécessairement libre. Exemple : 'application nulle
de R? dans R? et 7 la base canonique de R

Par contre, si de plus f est injective, alors Z est injective. En effet, soit A, ..., A, des réels
tels que A, f (uy) +... A f (u) = 0, alors A u; +... Ay, € ker f et comme f est injective,
Aquq + ... Ay = 0. Puisque & est libre, on déduit que A, =--- = A, =0.

Si Z est génératrice de E, &' n’est pas nécessairement génératrice de F. Exemple : appli-
cation nulle de R? dans R? et & la base canonique de R?.

Par contre, si de plus f est surjective, alors &’ est génératrice de F. En effet, puisque f est
surjective, F = f (E) et comme E = Vect (&), on déduit que F = Vect (Z').

3.8 Noyau et image | Niveau 4

Question 109
On considére E un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que : f2+ f +1d = 0,
ol Id est I'application identité de E. Quelles sont les assertions vraies ?

0 [Faux]dimkerf =1.

[0 [Vrai] f est injective.

O [Vrai] f est bijective et f 1 = f2.

O [Vrai] f est bijective et f 1 = —f —Id.
Explications: Soit x € E tel que f(x) = 0. De I'égalité f2(x) + f(x)+ x = 0, on déduit que
x =0, donc dimker f = 0 et donc f est injective.
De I'égalité >+ f + Id = 0, on déduit que fo(—f —Id) = Id, donc f est bijective et
fl=—f—Id=f2

Question 110
Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E et f 'applica-
tion de E dans E définie par :

f: E=FeG - E
X=x;+x, (x;€Fx,€G) — Xx;.

f est appelée la projection vectorielle de E sur F parallelement a G. Quelles sont les asser-
tions vraies ?

O [Vrai] f est un endomorphisme de E.

O [Faux] f2=0.

O [Vrai] f2=Ff.

46



O [Vrai] F=Imf et G =kerf.

Explications: On vérifie que f est un endomorphisme, f2=f, kerf =G etImf =F.

Question 111
Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E et f 'applica-
tion de E dans E définie par :

f E=F&®G — E
X=x;+x, (x;€FXx,€G) — X;—X,.

f est appelée la symétrie vectorielle de E par rapport a F parallelement a G. Quelles sont
les assertions vraies ?

O [Vrai] f est un endomorphisme de E.

O [Faux] f2=f.

O [Vrai] f2=1d, ot Id est l'identité de E.

O [Vrai] F={x€E; f(x)=x}etG={x€E; f(x)=—x}.

Explications: On vérifie que f est un endomorphisme, f2=1d, F = {x € E; f(x) = x} et
G={x€E; f(x)=—x}.

Question 112
Soit E un espace vectoriel et f un projecteur de E, c.a.d. un endomorphisme de E tel que
f? = f.On notera Id l'identité de E. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] f est injective.

O [Vrai] Id — f est un projecteur de E.
O [Vrai] E=kerf &Imf.

O [Vrai] Im f = ker(Id — f).

Explications: f n’est pas nécessairement injective. Contre exemple : I'application nulle de R
dans R.

Comme f2=f,(Id—f)o(Id—f)=1d—2f + f2=1d — f, donc Id — f est un projecteur.
Soit y € Im f Nker f, alors il existe x € E tel que y = f(x) et f(y) =0, donc f?(x) = 0. Or
f?=f, on déduit que y = 0.

Soit x € E, alors x = f(x)+ (x — f(x)). Comme f(x) €Imf et x — f(x) € ker f, on déduit
que E =ker f +Im f. Par conséquent, E =ker f ® Im f.

Soit y € Im f, alors il existe x € E tel que y = f(x), donc (Id — f)(y) = f(x)— f3(x) =0,
puisque f2 = f. Réciproquement, si (Id — f)(y) =0, alors y = f(y) et donc y € Im f. Par
conséquent, Im f = ker(Id — f).

Question 113

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme nilpotent de E, c.a.d. un endomorphisme
non nul de E tel qu'il existe un entier n = 2, vérifiant f" = 0. On notera Id l'identité de E.
Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Faux] f est injective.

O [Faux] f est surjective.

[0 [Vrai] Id — f est injective.

O [Vrai] Id — f est bijective.
Explications: Soit f ’endomorphisme de R? défini par f (x,y) = (x—y,x—y). Alors, f2=0
et f n’est ni injective, ni surjective.
D’une maniere générale, si f est nilpotent, f n’est pas bijectif. En effet, supposons qu'’il existe
une application g telle que gof = Id et considérons un élément x € E tel que f(x) # 0 et
k le plus petit entier = 2 tel que f*(x) = 0. Alors, g(f*(x))=0=gof (f*(x)) = f*(x),
ce qui est absurde.
Soit x € E tel que (Id — f)(x) =0, alors f(x) = x et, par récurrence, f"(x)=x.Or f*" =0,
donc x = 0. On en déduit que Id — f est injective.
De I'égalité : (Id — f)Id + f + f2+---+ f" 1) =1d — f" = Id, on déduit que Id — f est
bijective et que (Id — f) * =Id + f + f2+---+ f" L.

Question 114
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme involutif de E, c.a.d. un endomorphisme
non nul de E tel que f? =1d, ot Id est I'identité de E. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] f est bijective.

O [Faux]Im(Id+ f)NIm(Id—f)=E.

O [Vrai] E =Im(Id + f)+Im(Id — f).

O [Faux] Im(Id + f) et Im(Id — f) ne sont pas supplémentaires dans E.
Explications: De I'égalité f2 = Id, on déduit que f est bijective et f 1 = f.

Soit y € Im(Id + f)NIm(Id — f), alors il existe x,x’ € E tels que y = x + f (x) = x’— f (x').
De I'égalité f2 = Id, on déduit que f(y)=f(x)+x=f(x')—x'=y =—y, donc y =0.

Soit x € E, alors x = %(x +f(x))+%(x—f(x)) € Im(Id+f)+Im(Id—f). On en déduit que

E =Im(Id+f)+Im(Id—f). Par conséquent, Im(Id+ f ) et Im(Id — f ) sont supplémentaires
dans E.

Question 115
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]Sif?=0, alors f = 0.

O [Faux]Si f?=0, alors f est bijective.
O [Vrai] Si f2=0, alors Im f C ker f.
O [Vrai] SiImf C ker f, alors f2 = 0.

Explications: Si f? = 0, f n’est pas forcément nulle. Exemple : f : R? — R? définie par :

flo,y)=x—y,x=y).
Supposons que f2 =0 et que f # 0. Alors, il existe x, € E tel que f (x,) # O et f(x,) € ker f,
puisque f?(x,) = 0. Donc f est non injective et donc non bijective.
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Soit y € Im f, alors il existe x € E tel que y = f(x). De I’égalité f2 = 0, on déduit que

f(y)=0.
Soit x € E, alors f(x) € Im f. Comme Im f C ker f, f?(x) =0.

Question 116
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Quelles sont
les assertions vraies ?

O [Faux]E=kerf ®Imf.

O [Vrai] Siker f =kerf?, alorsE =kerf @Imf.
O [Vrai] SiImf =1Imf2, alors ker f = ker f2.

O [Vrai] Si E =kerf ®Im f, alors ker f = ker f2.

Explications: Le noyau et 'image d’un endomorphisme ne sont pas nécessairement supplé-
mentaires.

Soit y € ker f NIm f. Donc f(y) = 0 et il existe x € E tel que y = f(x), donc f?(x) = 0.
Or ker f2 C ker f, donc f(x) = 0 et donc y = 0. En utilisant le théoréme du rang, on déduit
que E=kerf ®Imf.

D’aprés le théoréme du rang, dimker f + dimIm f = dimker f? + dimIm f2? = dimE. Si
Imf =Im f2, on déduit que dimker f = dimker f2. Or ker f est un sous-espace de ker f?2,
donc ker f = ker f2.

On suppose que E =ker f ® Im f. Soit x € ker f2, alors f2(x) = f(f(x)) = 0. Donc f(x) €
Imf Nkerf. Or Imf Nkerf = {0}, donc x € ker f et donc ker f2 C ker f. On déduit que
ker f2 = ker f, puisque ker f C ker f2 pour tout endomorphisme f.

Calcul matriciel

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

4 Calcul matriciel

4.1 Calcul matriciel | Niveau 1
Question 117
Soit A et B deux matrices. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] Sila matrice A+ B est définie, alors B + A est définie.
[0 [Faux] Si la matrice A+ B est définie, alors AB est définie.
O [Faux] Si la matrice AB est définie, alors BA est définie.
O

[Vrai] Si la matrice A+ B est définie, alors A'B est définie, ou ‘B est la transposée de
la matrice B.

49



Explications: La somme de deux matrices est définie si les deux matrices admettent la méme
taille. Dans ce cas, on a A+ B = B+A. Le produit AB de deux matrices est défini si le nombre
de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Le produit n’est pas commutatif.

Question 118
On considére les matrices :

12 1 1 1 3 3 -1 4 6
=5 3)e=(h A)e=(s5) =7 D) e=(22)

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai]2A—B=C.
O [Vrai] AB = D.
0 [Faux] BA=E.
0 [Faux]AB = BA.

Explications: Ona:2A—B=C,AB=DetBA=(_4 6 )

Question 119
On considére les matrices :

1 0 1
A=(11 2),B=| -1 |,c= P3 MY b= 1 a1 |eE=(2
1 111 5 1 3 1

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux]A+B=B.
O [Vrai]AB=( 2 ).

O [Faux] CA:( g )

O [Vrai] CD =E.

Explications: Les opérations A+ B et CA ne sont pas définies.

Question 120

On considere M, ,,(R) 'ensemble des matrices & n lignes et m colonnes, a coefficients dans
R, muni de I'addition usuelle et la multiplication par un scalaire. Quelles sont les assertions
vraies ?

O [Vrai] M, ,,(R) est un espace vectoriel.
O [Vrai] dimM, ,(R) = mn.
O [Faux] dimM,, ,(R)=m+n.
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O [Faux] M, ,,(R) est un espace vectoriel de dimension infinie.

Explications: On vérifie que M, ,,(R), muni des opérations usuelles est un R- espace vectoriel.
Pour 1<i<netl<j<m,onnoteD,;lamatrice dont le coefficient située a la ieme ligne
et jieme colonne est 1 et les autres coefficients sont nuls. Alors, {D; ;; 1<i<n,1<j<m}
est une base de M, ,,(R). Par conséquent, dim M, ,(R) = mn.

4.2 Calcul matriciel | Niveau 2

Question 121
On considére les matrices :

1 1 2 11 -1
A= -1 0 2 et B= 1 1 3
1 -1 1 -1 1 O

Quelles sont les assertions vraies ?

55 1
O [Vrai] 2A+3B = 1 3 13
-1 1 2
0 0 3
O [Faux]A—B=| —2 -1 1
2 -2 1
0 4 2
O [Faux]AB=| —3 1 1
-1 1 4
-1 2 3
O [Vrai] BA= 3 -2 7
—2 -1 0
0 0 3 0 4 2
Explications: Ona:A—B=| —2 -1 -1 et AB=| -3 1 1
2 =2 1 -1 1 —4
Question 122
On considere les matrices :
0 1 -1 0
A=(1 2 4),B=| 1 ,C:((l)_oli) et D=| 2 1 1
—1 0o 2 1

On notera ‘M la transposée d’une matrice M. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai]A+B=(1 3 3).

0O 0 O
O [Vrai]B'B=| 0 1 -1
0 -1 1
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O [Faux]AtCz(B 4 0).

2 2 -1
: t —
O [Vrai] C D—(O 1 1 )

Explications: Ona : A'C = ( 3 4 )

Question 123
Soit A, B et C des matrices d’ordre n = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]AB=0=A=0o0ouB=0.

O [Faux] A(BC) = (AC)B.

O [Vrai] A(B+C)=AC +AB.

O [Faux] (A+B)?=A%+2AB + B2
Explications: Le produit de deux matrices peut étre nul sans que 'une des deux matrices soit
nul. Contre-exemple : avec A = ( (; 8 ) on a : A> = 0. Le produit de deux matrices est

associatif et distributif par rapport a I'addition. Comme le produit n’est pas commutatif, en
général, (A+ B)?> =A%+ AB + BA+ B% # A2 + 2AB + B2.

Question 124

. 11
SmtA-( 11

O [Vrai] A% = 2A.
[0 [Faux] A™ = 2"A, pour tout entier n = 1.

10 .. .y . .
) et] = ( 0 1 ), la matrice identité. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] (A—1)** =1, pour tout entier n > 1.
O [Faux] (A—I)>"*' = A+ 1, pour tout entier n > 1.

Explications: On vérifie que pour tout entier n > 1, A" = 2" A (A—I)** =T et (A—1)*"*! =
A—1I.

Question 125
On considere les matrices :

2 —4 100 10 1
A=(101), B=|1 -2 |, c=[111 e¢e D= 11 0
0 0 01 2 01 —1

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Faux] Le rang de A est 3.
[0 [Vrai] Le rang de B est 1.
0 [Vrai] Le rang de C est 3.
[0 [Faux] Le rang de D est 3.
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Explications: Le rang d’une matrice est le nombre maximum de vecteurs colonnes ou lignes
qui sont linéairement indépendants. Le rang de A est 1, le rang de B est 1, le rang de C est
3 et lerang de D est 2.

Question 126

Soith{Mz( a b

0 a

O [Faux] E n’est pas un espace vectoriel.

) |a,be R}. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] E est un esapce vectoriel de dimension 1.
[0 [Faux] E est un esapce vectoriel de dimension 4.

[0 [Vrai] E est un esapce vectoriel de dimension 2.

. . 10 01
Explications: On vérifie que E est un espace vectoriel et que {( 0 1 ), ( 0 0 )} est une
base de E. Donc dimE = 2.

Question 127

—b a-—
Soit E = {M —( a—c |a,b,ce R}. Quelles sont les assertions vraies ?
b—c b—a

O [Faux] E n’est pas un espace vectoriel.
[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 3.
[0 [Vrai] E est un espace vectoriel de dimension 2.

[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 4.

Explications: On vérifie que E est un espace vectoriel, que
a
E—{M—( ba )la,/} eR}

1 0 01
et que {( 1 1 ), ( 1 0 )} est une base de E. Donc dimE = 2.

Question 128
Soit M,(RR) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels et f 'application
définie par :
f M,(R) - M,(R)
_(a b e (@ c
i=(Ca) = =5 a)

ou ‘M est la transposée de M. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] f est une application linéaire.

[0 [Faux] dimkerf =1.
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O [Vrai] dimker f = 0.
O [Faux] dimImf = 3.

Explications: On vérifie que f est une application linéaire, ker f = {0} et Imf = M,(R).
Donc dimker f =0 et dimIm f = 4.

4.3 Calcul matriciel | Niveau 3

Question 129

Soit A une matrice de rang r. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] A admet r vecteurs colonnes linéairement indépendants.
[0 [Vrai] A admet r vecteurs lignes linéairement indépendants.
[0 [Faux] Toute famille contenant r vecteurs colonnes de A est libre.

[0 [Faux] Toute famille contenant r vecteurs lignes de A est libre.

Explications: Le rang d’une matrice est le nombre maximum de vecteurs colonnes ou lignes
qui sont linéairement indépendants.

Question 130

SoitE:{MZ( a b

0 a
[0 [Vrai] E est stable par addition.

) |a,be R}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] E est stable par multiplication de matrices.
[0 [Faux] la multiplication de matrices de E n’est pas commutative.
O [Vrai] Soit M € Ry(R). SiMM’' = M’'M, VM’ € E, alors M € E.
Explications: On vérifie que E est stable par addition et par multiplication de matrices et que

la multiplication de matrices de E est commutative.
Soit M € R,(R). On vérifie que si MM’ = M’M, pour toute matrice M’ de E, alors M € E.

Question 131
Soit M,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels et f 'application
définie par :

f: M,(R) - R
M:(ccz Z) — tr(M)=a+d,

le réel tr(M) est appelée la trace de M. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] f est une application linéaire.
O [Vrai] dimker f = 3.
O [Faux] dimImf = 2.
O [Vrai]Imf =R.
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Explications: On vérifie que f est une application linéaire et que

kerfz{(ccl _ba ) ; a,b,ceR}.

. 1 0 01 00 . B
Donc la famille {( 0 —1 ), ( 0 0 ), ( 1 0 )} est une base de ker f et dimker f = 3.

Or, d’apres le théoreme du rang, dimIm f = 1 = dimR et comme Im f est un sous-espace
vectoriel de R, donc Im f = R.

Question 132
Soit M,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels et f 'application
définie par :

f: M,(R) - M,(R)

_(a b — 0 b—c
M_(c d)_)M_M_(c—b 0 )’

‘M est la transposée de M. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] f est une application linéaire.
O [Vrai] dimker f = 3.
O [Faux] dimImf = 2.
O [Faux] dimImf = 3.

Explications: On vérifie que f est une application linéaire, ker f = {( Z Z ) ;a,b,de R}

etImf = {( _2 g ) ; ae]R}. On déduit que dimker f =3 et dimIm f = 1.

4.4 Calcul matriciel | Niveau 4

Question 133

Soit a,b € R, A = et N =A—al,oul = . Quelles sont les

S O Q
S Q -
QNS
o O
o~ O
— O O

assertions vraies ?
O [Vrai] N* =0, pour tout entier k > 3.

O [Faux] On ne peut pas appliquer la formule du binéme pour le calcul de A".

nn—1)

O [Vrai] Pour tout entier n > 2, A" = a"I + na" 'N + a">N?2,

a" na"!' na"'b+n(n—1)a"?

O [Vrai] Pour tout entiern=>2,A"=| 0 a" 2na™!
0 0 a"
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0 1%b 0
Explications: Ona:N=| 0 0 2 | N*>=| O et N* =0, pour tout k > 3.
0

o O O
S OoON

Ona:A= N +al. Comme le produit des matrices N et al est commutatif, on peut appliquer
la formule du binéme pour le calcul des puissances de A.
1 3 1
SoitA=| O 2 |etN=A—-I,oul=| O
0

0
0 |.
0 01 1

On consideére 3 suites récurrentes (U,,),>0, (V=0 €t (W)= définies par u, vy, w, des réels
donnés et pour n =1 :

Question 134
2
1

O = O

u, = U,_;+2v,_,+3w,_,4
(S) vn = vn—l + 2Wn—1
w, = Wp1-

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] N¥ =0, pour tout entier k > 2.
[0 [Vrai] Pour tout entier n = 2, A" =1+ nN + @N 2,

[0 [Faux] Pour tout entier n = 0,

u, = Uug+2nvy+3nw,
8) v, = Vo + 2nw,
w, = wo.
[0 [Vrai] Pour tout entier n = 0,
u, = uy+2nvy+n2n+1)w,
8L v, = Vo + 2nw,
w, = wo.

0 2 3
Explications: Ona:N=| 0 0 2 |, N?= et N =0, pour tout k > 3.

o O O
o O O
o O N

Comme A = N + I et le produit des matrices N et I est commutatif, on peut appliquer la
formule du binome pour le calcul des puissances de A.

un uO
En calculant A" et utilisant I’égalité : v, |=A"| v, |, on déduit que:
Wn WO
u, = Uuy+2nvy+n2n+ 1w,
v, = Vo + 2nw
w, = Wo.
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Question 135
On note M,(RR) I'espace des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Soit

E={MeM®R)|[M=M} et F={MeMR); M=-M},

ou ‘M désigne la transposée de M. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] E est un espace vectoriel de dimension 3.
[0 [Faux] E est un espace vectoriel de dimension 2.
[0 [Vrai] F est un espace vectoriel de dimension 1.
O [Vrai] E et F sont supplémentaires dans M,(R).

b
Explications: Soit M = ( Ccl ) telle que ‘M = M, alors b = c. Donc la famille

d

{(o0)(5 )00 )

forme une base de E. D’ou dimE = 3.

SoitM=(ccl 2)tellequetM:—M,alorsa=d=0etc=—b.Donc{( _(1) é)}est

une base de F et donc dimF = 1.
On vérifie que ENF = {0z} et en utilisant le théoreme de la dimension d’'une somme, on
déduit que E et F sont supplémentaires dans M,(R).

Question 136
Dans M,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels, on considére
la famille 8’ = {B;, B,, B, B,}, ou

11 01 00 10
2=(00)-2=(01)2=(17) 5=(10)

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] A’ est une famille libre de M,(R).
O [Faux] %’ est une base de M,(R).
O [Faux] VectB’' = M,(R).
O [Vrai] dimVect#’ = 3.

Explications: On vérifie que B, + B; = B, + B, et que {B,, B,, B;} est une famille libre. Donc
dimVect%' = 3.

Question 137
On considere M,(RR) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels,

A= ( (1) (1) ) et f I’ application linéaire définie par :

fi: MyR) — M,(R)
M — AM — MA.

Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] dimker f = 2.
O [Faux] f est injective.
O [Vrai] rg(f)=2.

O [Faux] f est surjective.

d—a
b—c

Explications: On vérifie que pour M = ( Ccl 3 ), fM) = ( 2:2 ) Par consé-

quent, kerfz{(g 2);a,b€R} etImf:{( _g p );a,ﬁe]R}. On déduit

—a
que dimker f =2, rg(f) =dimIm f = 2 et que f n’est ni injective, ni surjective.

4.5 Inverse d’une matrice | Niveau 1

Question 138
Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels et I la matrice identité. Quelles sont
les assertions vraies ?

[0 [Vrai] A est inversible si et seulement s’il existe une matrice B telle que AB =1.
[0 [Vrai] A est inversible si et seulement s’il existe une matrice B telle que BA=1.

[0 [Faux] A est inversible si et seulement si les coefficients de A sont inversibles pour la
multiplication dans R.

[0 [Vrai] A est inversible si et seulement si pour toute matrice Y a une colonne et n
lignes, il existe une matrice X a une colonne et n lignes telle que AX =Y.

Explications: Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible.
(ii) 1l existe une matrice B telle que AB=BA=1.
(iii) 1l existe une matrice B telle que AB =I.
(iv) Il existe une matrice B telle que BA=1.

(v) Pour toute matrice Y a une colonne et n lignes, il existe une matrice X a une colonne
et n lignes telle que AX =Y.

4.6 Inverse d’une matrice | Niveau 2

Question 139
On considére les matrices

1 1
A:(; g); B= 20 1 , C=
11

I
N
N R

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] A est inversible.
O [Vrai] B est inversible.
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O [Faux] B est inversible et B! = C.

O [Faux] C est inversible.

-1 2 1

1
Explications: On vérifie que A et B sont inversibles, que B~} = = 3 =2 1 # C et
2 0 =2
que C n’est pas inversible.
Question 140
On considere les matrices :
- 11 1 -1 1 =2
A=(5), B=(2_4), c=(10 -1, D= 1 1 0
11 O 2 =1 3

Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] A est inversible.
[0 [Faux] B est inversible.
[0 [Vrai] C est inversible.

O [Faux] D est inversible.

Explications: A est inversible et A™! = ( = ) B n’est pas inversible, puisque les deux vecteurs

colonnes sont proportionnels. C est inversible et

1 1 -1
cl=| -1 -1 2
1 0 -1

D n’est pas inversible, puisque les trois vecteurs colonnes sont linéairement dépendants.

Question 141
Soit A une matrice inversible. On notera ‘A la transposée de A. Quelles sont les assertions
vraies ?

[0 [Vrai] 3A est inversible.

O [Vrai] ‘A est inversible.

O [Vrai] A'A est inversible.

O [Faux]A+"A est inversible.

Explications: Comme A est inversible, il existe une matrice B telle que AB=BA=1,oul est

la matrice identité. On en déduit : 3A est inversible et son inverse est —B.

‘A est inversible et son inverse est ‘B. En effet, I = ‘(AB) = ‘B'A.
A'A est inversible et son inverse est ‘BB. En effet, ("BB)A'A = ‘B(BA)'A= 'B'A= ‘(AB) =1.

( . . . 11
A+" A n’est pas nécessairement inversible. Contre exemple : A= ( 10 ) .
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Question 142

Soit M,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et I la matrice
identité. Soit A € M,(R) telle qu'’il existe un entier m = 1 vérifiant A™ = I. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Vrai] A est inversible et A1 =A™,

[0 [Vrai] Le rang de A est n.

[0 [Faux] A n’est pas inversible.

O [Vrai] Si m =2, A est inversible et A™! = A.

Explications: Ona : AXA™ ! =], donc A est inversible et A”! = A™1, Comme A est inversible,
le rang de Aest n. Sim =2, alors A™! = A.

4.7 Inverse d’une matrice | Niveau 3

Question 143

1 -1 -2
On considere la matrice : A= 0 1 1 |[.Quellessont les assertions vraies?
-1 1 2

[0 [Faux] A est inversible.
O [Faux] A? est inversible.
O [Faux] A®+ A? est inversible.

O [Vrai] A+ ‘A est inversible, ol ‘A est la transposée de A.

Explications: A n’est pas inversible, puisque les trois vesteurs colonnes sont linéairement
dépendants.

Si A? est inversible, alors il existe une matrice B telle que A2B = I, donc A(AB) = I et donc
A est inversible, ce qui est absurde.

Si A® + A? est inversible, alors il existe une matrice B telle que (A® +A?)B = I. On en déduit
que A[(A* +A)B] =1 et donc A est inversible, ce qui est absurde.

A+ A est inversible, puisque les vecteurs colonnes de cette matrice sont linéairement indé-
pendants.

Question 144
Soit A= (q, ;) une matrice carrée. On rappelle les définitions suivantes :

. A est dite diagonale si tous les coefficients q; ;, avec i # j sont nuls.

NE

. A est dite symétrique si pour tous i, j, a; ; = a; ;.

. Aestdite triangulaire inférieurement (resp. supérieurement) si pour tousi < j, a;; =0
(resp. pour tous i > j, a; ; = 0).

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] SiA est diagonale, A est inversible si et seulement s’il existe un coefficient a; ;
non nul.

O [Vrai] Si A est diagonale, A est inversible si et seulement si tous les coefficients a; ;
sont non nuls.
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O [Vrai] A est symétrique si ‘A=A, ol ‘A est la transposée de A.

[0 [Faux] Si A est triangulaire inférieurement, A est inversible.
Explications: A est inversible si et seulement si les vecteurs colonnes sont linéairement in-
dépendants. On en déduit que si A est diagonale, A est inversible si et seulement si tous
les coefficients a;; sont non nuls et que si A est triangulaire (inférieurement ou supérieure-

ment), A est inversible si et seulement si tous les coefficients a; ; sont non nuls. Par définition,
A est symétrique si ‘A =A.

Question 145
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n = 1. On notera ‘A la transposée de A et rg(A) le
rang de A. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] rg(A) = rg(‘A).

O [Vrai] Si A est inversible, rg(A) = rg(A™1).

O [Faux] rg(A+ B) = max (rg(A), rg(B)).

O [Faux] rg(AB) =rg(BA).
Explications: Le rang d’une matrice est le nombre maximum de vecteurs colonnes ou lignes
qui sont linéairement indépendants. On en déduit que rg(A) = rg(‘A) et que, si A est inver-
sible, rg(A) =rg(A™!) =n.
En général, rg(A+ B) # max (rg(A), rg(B )) et rg(AB) # rg(BA). Contre-exemple : avec

1 —1 -1 1 1 2

(a7 ) (0 h) e=(h2)

-1 1 .
). Donc rg(A) = rg(B) = 1 mais

on vérifie que : A+ B = 0, AC = 0 et CA = ( 11
1g(A+ B) =0 et rg(AC) = 0 est différent de rg(CA) = 1.

Question 146
On considere M, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et A et B
deux matrices non nulles telles que AB = 0. Quelles sont les assertions vraies ?

0 [Faux]A=0ouB=0.
[0 [Faux] A est inversible.
[0 [Faux] B est inversible.
O [Vrai] A n’est pas inversible.
Explications: Si A est inversible, alors il existe une matrice C telle que CA =1, ou I est la

matrice identité. Donc (CA)B = B. Or (CA)B = C(AB) et AB = 0, donc B = 0, ce qui est
absurde.

Question 147
On considere M, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et A, B
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et C trois matrices non nulles deux a deux distinctes telles que AB = AC. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Faux]B=C.

O [Faux]A=0.

[0 [Vrai] A n’est pas inversible.

[0 [Faux] Le rang de A est n.

Explications: On a : A(B—C)=0,A# 0 et B—C # 0 (le produit de deux matrices peut étre
nul sans que les deux matrices soient nulles).

Si A est inversible, alors il existe une matrice D telle que DA = I, ou I est la matrice identité.
Donc (DA)(B—C)=B—C.Or (DA)(B—C)=D(A(B—C)) et A(B—C)=0,doncB—C =0,
ce qui est absurde. On déduit que A n’est pas inversible et donc le rang de A est < n.

4.8 Inverse d’une matrice | Niveau 4

Question 148
cosx —sinx

sinx  cosx ) , X € R. Quelles sont les assertions vraies ?

On considere la matrice A = (

[0 [Faux] Le rang de A est 1.

cosx sinx

O [Vrai] A est inversible et A™! = ( .
—sinx cosx

),XER.

O [Vrai] Pour toutn €N, (A+A )" = (2" cos" x)I, ot1 I est la matrice identité.

cos(nx) —sin(nx))

. n_—
O [Vrai] Pour tout n € Z, A" = ( sin(nx) cos(nx)

cosx sinx

Explications: On vérifie que A est inversible et que A~ = .
—sinx cosx

). le rang de A est

donc 2.
De I'égalité A+A~! = (2cosx)I, on déduit que (A+A1)" = (2" cos" x)I, pour tout entier n.
Par récurrence sur n € N, on démontre que

o :( cos(nx) —sin(nx) ) et (A1) :( cos(nx) sin(nx) )

sin(nx) cos(nx) —sin(nx) cos(nx)

On déduit que, pour tout n € Z, A" = ( cos(nx) —sin(nx) )

sin(nx) cos(nx)

Question 149

Soit M, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et I la matrice
identité. Soit A € M, (R) telle qu’il existe un entier m > 1 vérifiant : A" +A™ 1 +---+A+1 = 0.
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] A est inversible et A1 = A™,

O [Vrai] A est inversible et At = —(A™ 1+ ... + A+1).
[0 [Vrai] Le rang de A est n.
O

[Faux] A n’est pas inversible.
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Explications: De I'égalité : Ax (A" ! +A™ 2+ ...+ 1) =—I, on déduit que A est inversible et
que A =—(A"1+...+ A+ 1) =A™ Puisque A est inversible, le rang de A est n.

Question 150
Soit A une matrice nilpotente, c.a.d il existe un entier n = 1 tel que A" = 0. On notera I la
matrice identité. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] A est inversible.
O [Faux] A est inversible et A™! = A" L,
O [Vrai] Il existe a € R, tel que A—al n’est pas inversible.

O [Vrai] Pour tout a € R*, A— al est inversible.

Explications: On suppose que A est inversible, alors A est non nul et il existe une matrice C
telle que AC = I. Soit m le plus petit entier > 1 tel que A™ = 0. Alors, 0 = A"C =A™ }(AC) =
A™1 ce qui est absurde. Par conséquent, A n’est pas inversible.

Comme A n’est pas inversible, pour a = 0, A—al n’est pas inversible.

Soit a € R*, de I'égalité : (A—al)(a" I +a" 2A+---+aA" 2+A" 1) = A"—a"] = —a"], on dé-

1
duit que A—ald est inversible et que (A—ald)™ = —— (@' +a" A+ +aA" 2+ A,
a

Applications linéaires et matrices

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

5 Applications linéaires et matrices

5.1 Matrice d’une application linéaire | Niveau 1

Question 151
On considére R et R? munis de leurs bases canoniques et f 'application linéaire définie par :

f: R* - R
(x,y) = y—x.

La matrice de f relativement aux bases canoniques est :
O [Vrai] ( -1 1 )

O [Faux] ( _1 )
O [Faux] ( _(1) (1) )
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O [Faux] ( 10 )

10
Explications: Soit 8 = {e,,e,} et B’ = {1} les bases canoniques de R? et R respectivement.
La matrice de f relativement a ces bases est la matrice dont la 1ere colonne est f(e;) =—1

et la 2eme colonne est f(e,) = 1. Cette matrice est : ( -1 1 )

Question 152
On considére R et R munis de leurs bases canoniques et f 'application linéaire définie par :

f: R - R?
x — (x,—x).

La matrice de f relativement aux bases canoniques est :
O [Faux]( 1 -1 )

O [Vrai] ( _1 )
O [Faux]( L _01 )

O [Faux] ( _1 8 )

Explications: Soit 8 = {1} et B’ = {e,, e,} les bases canoniques de R et R? respectivement.

1
Comme f (1) =(1,—1), la matrice de f relativement a ces bases est la matrice : ( 1 )

Question 153

On considére R? et R® munis de leurs bases canoniques et f I'application linéaire définie
par :

f: R - R?
(X,J’) - (y,X,_y)-
La matrice de f relativement aux bases canoniques est :

O [Faux](O 10 )

1 0 —1
01 O
O [Faux]| 1 0 —1
00 O
0 1
O [Vrai]| 1 O
0 -1
0O 1 O
O [Faux]| 1 0 O
0 -1 O
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Explications: Soit B = {e,e,} et B’ = {e’, e}, e} les bases canoniques de R* et R® res-
pectivement. La matrice de f relativement a ces bases est la matrice dont la 1ére colonne

0 1 0 1
f(e;)=| 1 | etla2éme colonne est f(e,) = 0 |. Cette matriceest: [ 1 O
0 -1 0 —1

Question 154
On considére R? muni de sa base canonique et f 'application linéaire définie par :

f: R* - R?
(x,y) — (2x+y,4x—3y).

Quelles sont les assertions vraies ?

0 [Faux] La matrice de f dans la base canonique est : ( 2 4 )

—_
I
w

1
O [Vrai] La matrice de f dans la base canonique est : ( )

AN
|
w

O [Vrai] f est injective.
O [Vrai] f est bijective.

Explications: Soit 8 = {e,, e,} la base canonique de R?. La matrice de f dans la base % est
la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées de f (e;) dans la base 2.

Cett tri t: 21
ette matriceest:| , o |.

On vérifie que ker f = {(0,0)}, donc f est un endomorphisme injectif de R?, et donc f est
bijectif.

Question 155
On considére R®> muni de sa base canonique et f I'application linéaire définie par :

fr R - R?
(x:%z) - (x+yax_23y+z)'

Quelles sont les assertions vraies ?

1 1 O
[0 [Vrai] La matrice de f dans la base canoniqueest: | 1 0 -1
01 1
1 1 O
[0 [Faux] La matrice de f dans la base canoniqueest: [ 1 0 1
-1 1

O [Vrai] Le rang de f est 2.
[0 [Faux] Le rang de f est 3.
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Explications: Soit 8 = {e;, e,,e;} la base canonique de R*. La matrice de f dans la base %
est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées de f(e;) dans la base

11 O
2B. Cette matrice est : 1 0 —1
01 1

On vérifie que f(e;) = f(e,) — f(eq) et que f(e;) et f(e,) ne sont pas colinéaires, donc
{f(ey),f(ey)} est une base de Im f et donc rg(f) = dimIm f = 2.

Question 156

Dans R?, on considére la base canonique 9 = {e;,e,} etlabase B’ = {u,,u,}, ot u; =(1,1)
et u, = (2,3). On notera P la matrice de passage de la base 8 a la base %’ et Q la matrice
de passage de la base 98’ a la base 2.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]P=( _? _12 )

O [Vrai]P=(} 3)

O [Vrai]Q=( _i _12 )

O [Vrai] P est inversible et P~ = ( _:1)) _12 )

Explications: Une matrice de passage est inversible, puisque 'application linéaire associée
est bijective. L'inverse de la matrice de passage de la base 9 a la base 4’ est la matrice de
passage de la base %’ a la base % :

(12 (3 =2
p=(13) @a=r=(37)

Question 157

Dans R3, on considére la base canonique B = {e,,e,,e,} et la base B’ = {u;,u,,us}, ot
u; =(1,1,-1),u, =(0,2,1) et u3 = (0,1,1). On notera P la matrice de passage de la base
A alabase %’ et Q la matrice de passage de la base 8’ a la base 4.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 9’. La matrice de passage de
la base 28 ala base 9’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ 4 la base 98. Autrement

dit, c’est la matrice dont la jieme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %8’ dans la base 2.

Quelles sont les assertions vraies ?
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1 00
O [Vrai] P = 121 1.
-1 1 1
1 0O
O [Faux] Q= 1 21 .
-1 1 1
1 0 O
O [Vrai]lQ=| —2 1 -1
3 -1 2
1 0O
O [Faux] P est inversible et P~ = 1 21
-1 1 1

Explications: Une matrice de passage est inversible, puisque 'application linéaire associée
est bijective. L'inverse de la matrice de passage de la base 9 a la base 8’ est la matrice de
passage de la base 98’ a la base 4.

100 1 0 O
P=| 121 |eeQq=pP'=| 2 1 -1
111 3 -1 2

Question 158
Soit A une matrice inversible d’ordre n = 1 et f : R" — R" I'application linéaire de matrice
A dans la base canonique de R". Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] f est bijective.

[0 [Faux] Le noyau de f est une droite vectorielle.
O [Vrai] Le rang de f est n.

[0 [Vrai] Le rang de A est n.

Explications: Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) A est inversible.
(ii) Le rang de A est n.
(iii) f est bijective.
(iv) Le rang de f est n.

(v) Le noyau de f est nul.

5.2 Matrice d’une application linéaire | Niveau 2

Question 159

Dans R,[X ], 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 2, on considére la base
canonique 8 = {1,X,X?} etlabase B’ = {P,,P,,P;},ou P, =X,P, =1—X et P, = (1—X).
On notera P la matrice de passage de la base 9 a la base 8’ et Q la matrice de passage de
la base 8’ a la base A.
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Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 2. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

11 1
O [Faux]P=| 1 0 —1
0 0 1
11 1
O [Vrai]lQ=| 1 0 -1
0 0 1
0 1 1
O [Faux]Q=| 1 -1 -2
0O O 1

O [Vrai] La matrice de l'application identité de R,[X ] de la base 98’ a la base % est :

0 1 1
1 -1 -2
0O 0 1

Explications: Par définition, P est la matrice de I'application identité de R,[X ] de la base %’
ala base 2 :

0 1 1 11 1
p=[1 -1 =2 et Q=1 0 —1
0 0 1 00 1

Question 160
Soit u; = (1,0,0), u, =(1,1,0), u; = (0,1,1), v; = (1,1), v, = (1,—1) et f 'application
linéaire définie par :
f: R3 — R?
(XJJ’:Z) - (x+y7x_z)‘
Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] {u,,u,,us;} est une base de R3.

O [Vrai] {v;,V,} est une base de R?.

S Wi
N = O

1
0 [Faux] La matrice de f par rapport aux bases {u,, u,, us} et {vy,v,} est: 5

O [Vrai] La matrice de f par rapport aux bases {uy,u,,us} et {vy,v,} est:
1 2 3 0
20 1 2 )°

68



Explications: On vérifie que {u;, u,,u;} est une base de R® et que {v;,v,} est une base de R?.
La matrice de f par rapport a ces bases est la matrice dont la jiéme colonne est constituée

1/2 30
des coordonnées de f (u;) dans la base {v;,v,}. Cette matrice est : > ( 01 2 )

Question 161
On considére R® muni de sa base canonique notée % et f lapplication linéaire définie par :

f: R3 — R3
(x,y,2) = (y+z,x+z,x+Yy).

Soit B’ = {u,,u,,us}, ou uy = (1,0,0),u, = (1,1,0),u; = (1,1, 1). Quelles sont les asser-
tions vraies ?

O [Vrai] 9’ est une base de R®.

011
[0 [Faux] La matrice de f danslabase Best:| 1 0 1
1 11
01 2
O [Vrai] La matrice de f de la base 8’ danslabase Best: | 1 1 2
1 2 2
-1 0 O
O [Faux] La matrice de f dans la base %’ est : 0 -1 0
1 2 1

Explications: La matrice de f d’une base % = (u;) dans une autre base %’ = (v;) est la
matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées de f (u;) dans la base 98’. On
déduit que :

011
La matrice de f dans la base canoniqueest: | 1 0 1 |.
110
01 2
La matrice de f de la base 88’ danslabase Best:| 1 1 2
1 2 2
0 0
La matrice de f dans la base %8’ est : O -1 0
1 2 2

Question 162
On considére R® muni de sa base canonique notée 28 et f I'application linéaire définie par :

fr R - R?
(x,¥,2) — (x+32,2x+2z,—x —2).

Soit u; =(0,1,0),u, =(1,2,—1) et u; = (1,0, 0). Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] {u,,u,,us;} est une base de R3.

O [Vrai] {u,,u,} est une base de ker f.

O [Faux] ker f et Im f sont supplémentaires dans R>.

0 0
0 0
0 00

Explications: {u;,u,,u,} est une base de R®, {u;,u,} est une base de ker f et {u,} est une

base de Im f. Comme ker f NIm f est non nul, ker f et Im f ne sont pas supplémentaires
dans R®. Comme f (u;) = f (u,) = 0 et f(us) = u,, la matrice dans la base {u;,u,,u;} est :

0
O [Vrai] La matrice de f dans la base {u;,u,,u;} est: 1

o O O
o O O
o~ O

Question 163
Soit R,[X ] 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré < 2, muni de sa base
canonique % = {1,X,X?} et f I'application linéaire définie par :
fi R[X] = R,[X]
P - XP,

ol P’ est la dérivée de P. Soit B’ = {P,,P,,P,},ou P, =1+X,P,=1—X,P, = (1+X)2
Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] 8’ est une base de R,[X].

0 0O
[0 [Vrai] La matrice de f dans labase Best:| O 1 O
0 0 2
0O 0 O
O [Vrai] La matrice de f de la base 8’ danslabase Best: | 1 —1 2
0O 0 2
1 -1 —4
O [Faux] La matrice de f dans la base %’ est : % -1 1 4
0 0 4

Explications: La matrice de f d’une base 9 = (u;) dans une base 8’ = (v;) est la matrice
dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées de f(u;) dans la base 98’. La matrice

1 -1 —4
de f danslabase B'est:3| =1 1 0
0O 0 4

Question 164
Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,} est :

(1 2)
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Soit B’ = {uy,u,}, ott u; = (3,1),u, = (1,—1), une base de R2. On note P la matrice de
passage de la base 98 a la base %’ et B La matrice de f dans la base %’.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 28 et 98’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 8’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base 98’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]P=(:i _11 )

O [Faux] P_1=(i _11 )

-2 0
O [FauX]B—( 0 9 )
3+(—1)" 3—3(—1)"
1—(=1)" 1+3(=1)"
Explications: Soit E un espace vectoriel de dimension finie, muni de deux bases % et %’
et P la matrice de passage de la base 98 a la base 98’. Soit f un endomorphisme de E de
matrice A (resp. B) dans la base 98 (resp. 98’). Alors, on a la relation : AP = PB. De cette

O [Vrai] A" =2"2 ( ), pour tout entier n = 1.

1 1 2 0
: 4 : n__ np—1 -1 _1 —
relation, on déduit que A" =PB"P™". P7" = 4( 1 —3 ), B ( 0 —2 ) et que
An — 2n—2( 3+(_1)n 3_3(_1)11

i = 1.
1— (_1)n 1+ 3(_1)n ), pour tout entier n 1

5.3 Matrice d’une application linéaire | Niveau 3

Question 165
On considére R;[X ], 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré < 3, muni de
sa base canonique notée 2 et f l'application linéaire définie par :

fi Ry[X] — Ry[X]
p - R,

ol R est le reste de la division euclidienne de P par (X — 1)%. Soit 8’ = {P,, P,, P, P,}, ol
P,=1,P,=1—X,P;=(1—X)?et P, = X(1—X)?. Quelles sont les assertions vraies ?

1 0 -1 -2
O [Vrai] L trice de f dans la base 28 est : 23
rai] La matrice de f dans la base 2 est : 00 0 0
00 O O
O [Vrai] 8’ est une base de R;[X].
0 01 O
O [Faux]L trice de f dans la base %’ est : 0001
aux ] La matrice de f dans la base %’ est : 000 0
0 0 0O
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O [Vrai] ker f et Im f sont supplémentaires dans R;[X].

Explications: La matrice de f d’une base % = (u;) dans une autre base %’ = (v;) est la
matrice dont la ji¢éme colonne est constituée des coordonnées de f (u;) dans la base %’.

1 0 -1 -2
. lab ) 2 3
La matrice de f dans la base 28 est : 00 0 O
00 0O O
1 000
. , 1 0100
La matrice de f de la base %’ est : 000 0
0 00O

De cette matrice, on déduit que {P,,P,} est une base de Im f et {P;,P,} est une base de
ker f. Comme {P,,P,,P;,P,} est une base de R;[X], Imf et ker f sont supplémentaires
dans R4[X].

Question 166
On considére R,[X ] I'ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré < 2 et R® mu-
nis de leurs bases canoniques notées respectivement 93, et 93. Soit f I'application linéaire
définie par :
[ R[X] — R
P — (P(0),P(1),P(-1)).

On considére la base %, = {P,,P,,P;}, o0 P, =1,P, =1+ X,P, = 1+ X2 Quelles sont les
assertions vraies ?

1 1 1
O [Faux] La matrice de f de la base %8, alabase Best:| 0 1 —1
01 1
1 0 O
[0 [Vrai] La matrice de f de labase 98, alabase Best:| 1 1 1
1 -1 1
1 11
[0 [Vrai] La matrice de f de la base B, alabase Best:| 1 2 2
1 0 2
1 11
[0 [Faux] La matrice de f de la base %8, alabase Best:| 1 2 0
1 31

Explications: La matrice de f d’une base 8 = (u;) dans une base %’ = (v;) est la matrice
dont la jieme colonne est constituée des coordonnées de f (u;) dans la base %’. La matrice

-1 1

1 0 O
de f delabase 9, alabase Best:| 1 1 1 |.
1
1
La matrice de f de la base %, alabase B est: | 1
1

oON =
NN =
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Question 167

Soit Z l'espace vectoriel des fonctions réelles engendré par les fonctions f;, f, et f; définies
par : fi(x) =1, f,(x) =cosx et f5(x) = sinx. On munira & des bases B = {f,, f5, f3} et
B’ = {f1,fo+ f3,f» — f3}. On notera P la matrice de passage de la base 8 a la base %’ et
Q la matrice de passage de la base 98’ a la base 4.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 9’. La matrice de passage de
la base 9 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jieme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

10 0
O [Vrai]pP=| 0 1 1
01 —1
20 0
O [Faux]P=3| 0 1 1
01 -1
2 0 0
O [Vrai]lQ=3| 0 1 1
01 —1

O [Faux] La matrice de I'application identité de .Z de la base 9 a la base %’ est :

1 0 O
01 1
01 -1

Explications: Par définition, P est la matrice de I'application identité de . de la base 8’ a
la base 2 et Q est la matrice de I'application identité de & de la base 9 a la base %’. Donc

10 0 (20 o0
p=| 01 1 donc Q== 0 1 1
01 —1 2\ 01 41

Question 168
Soit f ’'endomorphisme de R*® dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e;} est :

1 -1 1
A=| 0 1 O
0 -1 2

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] dimker(f —Id) =2 et dimker(f —2Id) = 1.
O [Faux] dimker(f —Id) =1 et dimker(f —2Id)=2.
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o = O
N O O

O [Vrai] Il existe une base de R® dans laquelle la matrice de f est: B = (
0

O [Vrai] Il existe une matrice C inversible telle que : C"'AC = 0
2

oS O

0
1
0

v OO F

Explications: On vérifie que dimker(f —Id) = 2 et dimker(f —2Id) = 1. Soit {u;,u,} une

base de ker(f —Id) et {u;} une base de ker(f —2Id).

Soit A, Ay, A5 des réels tels que A u; + A,u, + Asus = 0. En considérant I'image par f,

on obtient A u; + A,u, + 2A5u; = 0. On déduit que A; = 0 et comme {u,,u,} est libre,

A=A, =0.

Par conséquent, 98’ = {u;,u,,u;} est une base de R>. Dans cette base, la matrice de f est :
1 00

B=| 0 1 0 |.On prend C la matrice de passage de la base 8 a la base %’, c.a.d la
0 0 2

matrice de l'identité de R® de la base 9B’ a la base A.

Question 169
Soit f ’'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e3} est :

3 -1 1
A= -1 3 1
2 2 2

On note I la matrice identité. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] Soit a € R. A—al est inversible si et seulement si a # 0 et a # 4.
O [Faux] rg(A) =3 etrg(A—4I)=2
[0 [Faux] dimker f =2 et dimker(f —4Id)=1.

A O
o O

0
O [Vrai] Il existe une base de R® dans laquelle la matrice de f est: B=| 0
0 0 4

Explications: On vérifie que A—al est inversible si et seulement si a # 0 et a # 4, que rg(A) =
2 etrg(A—4I) = 1. Une base de ker f est {u;}, ot u; =(1,1,—2), et donc dimker f = 1. Une
base de ker(f —4I) est {u,, us}, ot u, =(1,—1,0) etuy; =(1,0,1) donc dimker(f —4I) =2

o

La matrice de f dans la base {u,,u,,u;} est: B =

o MO
A~ O O

0
0

Question 170

Soit f ’'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e;} est :

-1 1
0 1
0 —2

A=

N = -

74



On note Id I'application identité de R3. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] dimker(f + Id) = dimker(f —2Id) = dimker(f —3Id) = 1.
O [Faux] dimker(f +1d)=dimker(f —2Id)=1 et dimker(f —3Id) = 2.
—1
O [Vrai] Il existe une base de R® dans laquelle la matrice de f est: B =

o N O
w o O

0
0
O [Vrai] Lapplication (f + Id)o(f —2Id)o(f —3Id) est nulle.

Explications: On vérifie que {u; = (1,0,0)} est une base de ker(f + Id), {u, = (2,3,3)}
est une base de ker(f — 2Id) et que {u; = (3,4,8)} est une base de ker(f —3Id). Donc
dimker(f + Id) = dimker(f —2Id) = dimker(f —3Id) = 1.
On vérifie que B’ = {u,,u,,u;} est une base de R* et que la matrice de f dans cette base

-1 0 O
est: B = 0 20

0 0 3

Soit g = (f +1d)o(f —2Id)o(f —3Id). On pose A, = —1,A, = 2, A5 = 3. On vérifie que
pouri=1,2,3, g(u;) = (A;—A,)(A;—A,)(A;—A3)u; = 0. Par conséquent, g est 'application
nulle, puisque B’ = {u;,u,,u;} est une base de R>.

Question 171
Soit f ’'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique % = {e;, e,,e3} est :

0 2 -1
A=| 2 -5 4
3 8 6

Soit v; =(1,1,1),v, =(1,0,—1),v3 =(0,1,1) et B’ = {v{, V5, v3}. On note Id l'application
identité de R3. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] dimker(f2—1Id)=1.

O [Faux] {v,} est une base de ker(f?+Id).
O [Vrai] R® =ker(f2—1Id)®ker(f2+1Id).
O

[Vrai] 98’ est une base de R? et la matrice de f2 dans cette base est :

1 0 O
0 -1 O
0 0 -1

Explications: On vérifie que {v,} est une base de ker(f?—Id), que {v,,v,} est une base de
ker(f2 +1d) et que B’ = {v,,Vv,, v} est une base de R>. On en déduit que :

R? =ker(f?—1d) ® ker(f>+Id).

1 0 O
La matrice de f2 dans la base 98’ est: | 0 —1 O
0O 0 -1



Question 172
Soit A une matrice a coefficients réels, a 3 lignes et 4 colonnes. Quelles sont les assertions
vraies?
[0 [Faux] A est la matrice d’une application linéaire de R*® dans R* dans des bases de R®
et R?.
[0 [Vrai] A est la matrice d’'une application linéaire de R* dans R® dans des bases de R*
et R,
[0 [Faux] A est la matrice d’une application linéaire de noyau nul.
[0 [Faux] A est la matrice d’une application linéaire bijective.
Explications: A est la matrice d’une application linéaire f : R* — R® dans des bases de R* et
R3. D’apres le théoréme du rang, le noyau d’une telle application est non nul.

Comme A n’est pas une matrice carrée, A n’est pas inversible et donc si f est une application
linéaire de matrice A, f n’est pas bijective.

Question 173
Soit A une matrice a coefficients réels, a 4 lignes et 3 colonnes. Quelles sont les assertions
vraies?

O [Vrai] A est la matrice d’'une application linéaire de R*® dans R* dans des bases de R®
et R*.

O [Faux]A est la matrice d’'une application linéaire de R* dans R* dans des bases de de
R3? et R*.

[0 [Faux] A est la matrice d’une application linéaire de rang 4.

[0 [Faux] A est la matrice d’une application linéaire bijective.

Explications: A est la matrice d’une application linéaire f : R® — R* dans des bases de R? et
R*. D’apres le théoréme du rang, le rang d’une telle application est au plus 3.

Comme A n’est pas une matrice carrée, A n’est pas inversible et donc si f est une application
linéaire de matrice A, f n’est pas bijective.

5.4 Matrice d’'une application linéaire | Niveau 4

Question 174
On considere & l'espace vectoriel des fonctions réelles engendré par les fonctions f;, f, et
f5 définies par : f;(x) =1, f,(x) =e" et f3(x) = xe*. Soit ¢ I'application linéaire définie :

¢o: F - F
f = f+f =1

ou f' (resp. ") est la dérivée premiére (resp. seconde) de f. On notera M la matrice de ¢
dans la base 8 = {fy, f5, f3}. Quelles sont les assertions vraies ?

1 0 O
O [VrailM=]| 0 1 —1
0 0 1

76



O [Faux] Le rang de la matrice M est 2.
O [Vrai] ¢ est bijective.

1 0
O [Vrai] M estinversibleet M= 0 1
00

Explications: La matrice de ¢ d’une base % = (u;) dans une base 8’ = (v;) est la matrice
dont la ji¢tme colonne est constituée des coordonnées de ¢ (u;) dans la base 98’. Donc

I

0
—1
1

M =

S O
o~ O

Le rang d’une matrice est le nombre maximum de vecteurs colonnes ou lignes linéairement

indépendants. Donc le rang de M est 3. Par conséquent, ¢ est bijective et M est inversible.
1 00

On vérifieque M= 0 1 1

0 01

Question 175
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E tel que

f2 =0. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai]Imf Ckerf.
O [Faux]Imf =kerf.
[0 [Faux] Le rang de f est 2.

[0 [Vrai] Il existe une base de E dans laquelle le matrice de f est : ,oua

o O O
o O O
o O QA

est un réel non nul.

Explications: Comme f2 = 0, Imf C kerf. D’apres le théoréme du rang, on déduit que
dimkerf =2etrg(f)=1.
Soit {u} une base de Im f. On compléte cette base pour obtenir une base {u,v} de ker f,
puis, on complete cette derniere base pour obtenir une base {u,v,w} de E. Alors, la matrice
0 0 a
de f dans cette base est de la forme: | O O O |, ou a est un réel non nul.
0 0O

Question 176
On considere M,(RR) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels
muni des deux bases B = {A;,A,,A;,A,} et B’ ={B;,B,,B;,B,}, ou

10 01 00 00
v=(o0)a=(o0)a=(Vo)a=(o 1)

11 01 00 10
=(o0)m=(01)-2=(V 1) 2=(a0)
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On notera P la matrice de passage de la base 9 a la base 8’ et Q la matrice de passage de
la base %8’ a la base 2.

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 88’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base 98’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

1 00 1
. 1 10 O
O [Vrai] P = 00 1 -1
011 O
1 1 1 -1
1f{ -1 1 -1 1
O [Faux] P = 5 1 -1 1 1
1 -1 -1 1
1 00 1
110 O
O [Faux] Q= 00 1 —1
011 O
O [Vrai] La matrice de 'application identité de M,(R) de la base 4 a la base %’ est :
1 1 1 -1
[ -1 1 -1 1
1 -1 1 1
1 -1 -1 1
1 0 0 1 1 1 1 -1
. 110 O 1f -1 1 -1 1 s
Explications: P = 00 1 —1 etQ= > 1 -1 1 1 [ Par définition, Q est
011 O 1 -1 -1 1

la matrice de I'application identité de M,(R) de la base 9 a la base %’.

Question 177
Soit f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique 9 = {e;, e,,e5} est :

b

[l

|
[ R =
_ = O
_ = O

Soit B’ = {uy,u,,us}, ot u; = (0,1,—1),u, = (1,0,1),u; = (0,1,1), une base de R3. On
note P la matrice de passage de la base 98 a la base %8’ et B la matrice de f dans la base
B’

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 2 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 88’ a la base 9. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jieme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base 98’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?
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010
O [Vrai] P = 1 01
-1 1 1
1 1 1 —1
O [Faux] P =- 2 0 O
2l 211 1
1 1 1 —1
O [Vrai]Pt== 2 0 O
2211 1
1 O 0
O [Vrai]A"= —2n=1 on=l 2n=1 | "pour tout entier n > 1.

1— 2n—1 2n—1 2n—1
Explications:Soit E est un espace vectoriel, de dimension finie, muni de deux bases % et 8’
et f un endomorphisme de E. On note P la matrice de passage de la base 9 a la base %/,
A la matrice de f dans la base % et B la matrice de f dans la base %’. Alors AP = PB. De
cette relation, on déduit que A" = PB"P~. Par définition, on a :

010 1 1 1 -1
P= 101 |=>ptl== 2 0 O
11 1 2\ -11 1
0 0O 1 O 0
On vérifie aussique B=| 0 1 0 |. Dou A" = —2n~1 on=b 2n71 " hour tout
0 0 2 1—2mt 2n7l gn-l

entier n = 1.

Question 178
Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique 8 = {e;, e,,e5} est :

S

Il
_ o O
© = o
© o

Soit B’ = {uy,u,,us}, ot u; = (0,1,0),u, = (1,0,1),u; = (1,0,—1), une base de R>. On
note P la matrice de passage de la base 98 a la base %’ et B la matrice de f dans la base
B’

Définition : Soit E un espace vectoriel muni de deux bases 98 et 98’. La matrice de passage de
la base 98 alabase B’ est la matrice de I'identité de E de la base 98’ a la base 2. Autrement
dit, c’est la matrice dont la jiéme colonne est constituée des coordonnées du jieme vecteur
de la base %’ dans la base 4.

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] f est bijective.

1 0 O
O [Faux]B=| 0 —1 O
0 0 1
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0
O [Vrai]P'=1 1

_ = o
O OoON

—1

14(=1)" 0 1—(=1)"
O [Vrai]A"=1 0 2 0 , pour tout entier n = 1.
1—(=1) 0 14(=1)"

Explications: On vérifie que f est bijective car le rang de la matrice A est 3 et que

1 0 O
B=| 01 O
0 0 —1

Soit E est un espace vectoriel, de dimension finie, muni de deux bases % et %’ et f un
endomorphisme de E. On note P la matrice de passage de la base 9 a la base %', A la
matrice de f dans la base 98 et B la matrice de f dans la base 9’. Alors AP = PB. De cette
relation, on déduit que A" = PB"P~. Par définition, on a :

01 1 (o2 0
p=l10 0 |=>pt==[10 1
01 —1 2\ 1 0 41

1+(=1)" 0 1—(=1)"
D’ol, pour toutn =1, A" = — 0 2 0
1—(=1)" 0 1+4(=1)"

Question 179
Soit f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique 98 est :

1 0 0 O
01 -1 1
A= 0 -1 1 1
0O 0 0 -1

Soit B’ = {a,,a,,a;,a,}, ou
al = (1) OJ 0, O): a2 = (O) 13 1) O)J a3 = (O: 11_1; O)) a4 = (O, ]-) 1,_1)

Soit (U,)n=0, Vidnz=0> Wn)uso €t (k,),=o des suites récurrentes définies par la donnée des
réels ug, vy, wo, ko et pourn =1 :

u, = Up_q

(S) Vo = Vp1— Wit kn—l
Wy, = —Vpatwp gt kn—l
kn = _kn—l .

Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] {a,} est une base de ker(f —Id) et {a;} est une base de ker f.
OO0 [Faux] {a,} est une base de ker(f —2Id) et {a;} est une base de ker(f + Id).
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O [Vrai] %’ est une base de R* et la matrice de f dans cette base est :

1 00 O
0 00 O
B=1002 o
0 0 0 —1
[0 [Vrai] Pour tout entiern=1,ona:
u, = U,
Vn - 2n_1vO - 2n_1W0 + (_1)n_1k0
(S) — n—1 n—1 n—1
w, = 2"y, +2"wy+(—-1)""k,
kn == (_1)le0.

Explications: On vérifie que {a;} est une base de ker(f —Id), {a,} est une base de ker f,
{a,} est une base de ker(f —2Id), {a,} est une base de ker(f +Id) et que %’ est une base
de R*.

100 O
0 00 O
: / . —
La matrice de f dans la base %" est: B = 00 2 0
0 00 —1
La matrice de passage de 8 a B’ (c.a.d la matrice de I'identité de R;[X ] de la base 8’ ala
10 0 O 20 0 O
101 1 1 L _1Ifo1 1 2
base %) est: P = 01 -1 1 =P =5l o01 -1 o
00 0 -1 00 0 -2
1 0 0 0
0 2n—1 _2n—1 (_1)n—1
: A — -1 4 : n__ np—1 _
De la relation : A= PBP~, on déduit que A" = PB"P™" = 0 —o1 g1 (11 |
0 0 0 (=1
pour tout entier n = 1.
Uy Up_q Uy Up
Delarelation:| " |=a| 'm! , on déduit que : Ynol=pr| Yo
Wy Wn1 Wy Wo
kn kn—l kn kO

Question 180
On considere R;[X ], 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré < 3, muni de
sa base canonique 8 = {1,X,X?,X>} et f 'endomorphisme de R,[X ] défini par :

f=1,fX)=X—-X% fX)=—X+X? F(X>) =X +Xx>+2x°.

On note A la matrice de f dans la base 4. Soit P, =X+X? P, =1,P, =X+X3? P, =X*+X>
et B’ = {P,, P,,P;,P,}. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Faux] {P,} est une base de ker f et {P,;} est une base de ker(f —Id).

O [Vrai] {P;,P,} est une base de ker(f —2Id).
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O [Vrai] 8’ est une base de R;[X] et la matrice de f dans cette base est :

0 00O
01 0O
B= 0 0 20
0 0 0 2
1 0 0 0
) 0 21‘[—1 _2n—l 2n—1 )
O [Vrai] A" = 0 _on-1 on-1 on-1 [, POUT tout entier n = 1.
0 0 0 2
1 O 0 O
O 1 —-11
Explications: La matrice de f dans la base % est : A = 0 -1 1 1| On vérifie
0O O 0o 2

que {P;} est une base de ker f, {P,} est une base de ker(f —Id), {P;,P,} est une base de
ker(f —2Id) et que A’ est une base de Ry[X].

0 0 0O
. , 0100 .
La matrice de f dans la base %’ est : B = 0020 | La matrice de passage de la
0 00 2
01 00 0 1 1 -1
1 010 112 0 0 O
\ / . — -1 ——
base % ala base %' est: P = 100 1 et donc P =210 1 -1 1
0 011 0O -1 1 1
1 0 0 0
0 2n—1 __on—1 2n—1
Enfin, la relation A= PBP~! donne A" = PB"P~! = 0 _on-1 gn-1 on-1 |, Pourtout
0 O 0 2"

entier n = 1.

Deuxieme partie

Analyse

Primitives

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari
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6 Primitives des fonctions réelles

6.1 Primitives | Niveau 1
Question 181
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Vrai] Si u est une fonction dérivable, strictement positive, alors 4/u est une primitive

/
u
de

2/u

[0 [Vrai] Si u est une fonction dérivable, alors arctan(u) est une primitive de

/

+u?’
O [Faux] Si u est une fonction dérivable, alors e" est une primitive de e".

[0 [Faux] Siu est une fonction dérivable et ne s’annulant pas, alors In(u) est une primitive
/

u
de —.
u / /
. . u u / /
Explications: On a : (v/u) = , (arctan(u))’ = et (e¥)’ = u’e“. Donc 24/u est une
2/u 1+ u?

L u L ! . L y

primitive de —, arctan(u) est une primitive de et e n’est pas une primitive de e".
Vu 1+u?

Enfin, In(u) peut ne pas étre définie. Il suffit de prendre u = —1 — x2, par exemple.

Question 182
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] F(x)= x>+ e est une primitive de f(x) = 2x +e* sur R.
e2x

O [Vrai] F(x)=x2%+ — estune primitive de f(x) = 2x +e** sur R.

O [Faux] F(x) = x%e* est une primitive de f(x) = 2xe* sur R.

O [Vrai] F(x) = (2x —2)e" est une primitive de f(x) = 2xe* sur R.
e2x
Explications: On calcule F'(x). Il en découle que x? + - est une primitive de 2x + e?* et

que (2x —2)e* est une primitive de 2xe*.

Question 183
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O [Faux] F(x)= v x +1+e”* est une primitive de f(x) = +e*sur ]—1,+00].
vx+1
1
O [Vrai] F(x)=2+4x +1+e¢" est une primitive de f(x) = +e* sur |—1,+00][.
vx+1
1
O [Faux] La primitive de f(x) = + e* sur ] —1,4+00[ qui sannule en 0 est
P f Vx+1 :
F(x)=vx+1+e*—2.
1
0 [Vrai] La primitive de f(x) = +e* sur ] —1,4+00[ qui s’annule en 0 est
b 1= 1

F(x)=2vx+1+e“—3.



Explications: Le calcul de F’(x) montre que 24/ x + 1+ e* est une primitive de +e*

x+1
sur ] —1,+00[. Donc, toute primitive de f(x) sur ] —1,+00[ est de la forme : F(x) =

2vx+1+e*+k, k €R, et celle qui vérifie F(0) =0 est F(x) =2V x+1+¢e*—3.

Question 184
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] F(x) = (x + 1) + cos(2x) est une primitive de f(x) = 2x + 2 — 2sin(2x) sur
R.

O [Faux] F(x) = x*+ 2x — cos(2x) est une primitive de f(x) = 2x + 2 — 2sin(2x) sur
R.

O [Faux] F(x) = 2x?cos(x?) est une primitive de f(x) = 4x sin(2x) sur R.
O [Vrai] F(x) =—2x cos(2x) + sin(2x) est une primitive de f (x) = 4x sin(2x) sur R.
Explications: On a : [(x +1)*+ cos(2x)] = 2x + 2 —2sin(2x). Donc (x + 1)* + cos(2x) est

une primitive de 2x +2—2sin(2x) sur R. De méme, —2x cos(2x)+sin(2x) est une primitive
de 4x sin(2x) sur R.

Question 185
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux] Une primitive de f(x) =e *cosx sur R est F(x) =€~ cos x.
1

[0 [Faux] Une primitive de f(x)=e *cosx sur R est F(x) = Ee"‘ (cosx + sinx).
1

[0 [Vrai] Une primitive de f(x) =e “cosx sur R est F(x) = Ee_x (sinx — cos x).
1 T

[0 [Vrai] Une primitive de f(x) =e “cosx sur R est F(x) = —e *sin (x — Z)

T

1 ! 1 !
Explications: [Ee_" (sinx — cos x)] =e ¥cosx et [—e_x sin (x — —)] = e ¥ cosx. Donc

/2 4

1 . 1 . s . _
—e ¥ (sinx —cosx) et —e *sin (x — —) sont des primitives de e cos x sur R.
2 V2 4

Question 186
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies. Sur ]0,+oo[, on a :

O [Faux] f (% +e2x)dx = _—f +2e?* +k, ot k €R.
x X

2 1
O [Vrai] J (— + ez") dx = In(x?) + Eezx +k, otk €R.
x

O [Vrai] f (#—sinx)dx = /x+cosx+k,ouk€e€R.
X
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O [Faux] J (%—sinx)dx = 4/x—cosx +k,ouk€e€R.

2d 1
Explications: On a : f X In(x*) + k et J e**dx = Eezx + k. D’ot, par linéarité,
x

f (E + ez") dx =In(x?) + %ezx + k.

X

1
De méme, on vérifie que : f (F —sinx) dx = +/x +cosx +k,ou k €R.
X

Question 187
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies. Sur ]| —1,+00o[,on a:

dx -3
F = k, ou k € R.
O [aux]J(JH_l)3 (x+1)4+ ,ouke

dx -1
O [Vrai - +k, otk €R.
[ ral]f(x+1)3 2x+1y2 oo

O [Vrai]fd—len(x+1)+k, ou k €R.
x+1

dx —1
O [F = +k,ouk €R.
[aux]fx+1 (x+1)2 od

Explications: Avecu =1+ x, on a : du =dx,

dx 3 -1 -1
= —d :—_2+k:—+k keR
J(x+1)3 Ju t= 2Ax+12 0 ’

etJ dx :f@=1n|u|+k=1n(x+1)+k,keR.
x+1 u

Question 188
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
[0 [Faux] Une primitive de cos(7tx)+ — sur ]0,+o0o[ est sin(7tx) + In x.
x

sin(7tx)

1
[0 [Vrai] Une primitive de cos(mtx)+ — sur ]0,+00[ est + In(7mtx).
x

1
[0 [Faux] La primitive de cos(mtx)+ — sur ]0,+00[ qui s’annule en 1 est sin(7rx)+1Inx.
x

sin(rx) +Inx.

1
[0 [Vrai] La primitive de cos(7tx)+ — sur ]0,+00o[ qui S’annule en 1 est
x T

Explications: Par linéarité, les primitives de cos(7tx) + — sur ]0,+o0o[ sont
x

_sin(mx)

F(x)zj(cos(rcx)+l)dx— +Inx+k, keR.
x T
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1
Ensuite F(1) = 0 = k = 0. Donc la primitive de cos(7tx)+ — sur ]0,+oo[ qui s’annule en 1
X

sin(7tx) tlnx

est F(x) =

Question 189
On note par F une primitive de f(x) = xe* sur R. Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :

O [Faux] F(x)=xInx+k, ouk € R.
2

O [Faux] F(x) = %ex +k,ouk eR.

O [Vrai] F(x)= xe* —f e“dx.

O [Vrai] F(x)=(x—1)e*+k,ou k eR.

Explications: Une intégration par parties avec u = x et v =e* donne

F(x)=xex—Jexdx=xex—ex+k, ou k eRR.

Question 190
On note par F une primitive de f(x) = Inx sur ]0,+oo[. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] F(x)=e*+k, keR.
O [Vrai] F(x)=xInx —J dx.
O [Vrai] F(x)=xlnx—x+k, k€R.
0 [Faux] F(0) =~ +k, kR

Explications: Une intégration par parties avec u = Inx et v = x donne

Jlnxdx:xlnx—fdxlenx—x—i-k, k e R.

6.2 Primitives | Niveau 2

Question 191
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
2
x4dx 1
O [Vrai] Sur ]—1,+0o[,ona: ==In(1+x®)+k, otk €R.
1+x3 3
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Zd 3
O [Faux]Sur |—1,+o00[,ona: xexr X +k, ou k € R.
1+x3  3(1+x3)

+k,ouk eR.
x—1

0 [Faux] Sur ]1,+oco[,ona: f vx—1dx =

2
O [Vrai] Sur ]1,+oco[,ona: f Vx—1dx = g(x—1)3/2+k, ou k €R.

Explications: Avecu =1+ x3, on a : du = 3x%dx et

2dx 1 (du 1 1
X o E o Chmul+k==In(1+x%)+k, kER.
1+x3 3] u 3 3

De méme, avecu =x — 1, on a du =dx et

JVX—ldx=J\/ﬂdu=§u3/2+k=§(x—1)3/2+k, k € R.

Question 192
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] f 4332+ x)3dx =x*(2+x*)3 +k, ou k eR.

_ @+ x*)*

O [Vrai] J 4x3(2 + x*)3dx +k, otk eR.

O [Faux] bxdx =6 | xdx x dx =3x% xIn(1+3x%) +k, k €R.
1+ 3x2 1+ 3x2

O [Vrai] bxdx _ In(1+3x?*)+k, ou k €R.
14 3x2

Explications: Avecu = 2+ x*, on a : du = 4x3dx et

4 2 1 x4
f4x3(2+x4)3dx:Ju3du:uz+k=%+k, k ER.
De méme, avec u =1+ 3x2, ona: du = 6xdx et
6xd d
XX | @) +k=In(1+3x2) +k, keR.
14 3x2 u

Question 193
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2
O [Vrai] J 4x v/ 2x2 + 1dx = §(2x2 +1)*2 4k, otk €R.
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2
O [Faux] J v/ 2x2 +1dx = 5(2x2 +1)%2+k, ot k €R.
0 [Vrai]fﬂ—\/sxuuk ol k €R
V3x2+2 ’ '

dx
O [Faux ———— =V3x2+2+k,ouk eR.
: ]f21/3x2+2

Explications: Avec u =2x*+1, on a : du = 4xdx et
2 2
J4x\/2x2+1dx :J Vudu = §u3/2+k= 5(2x2+1)3/2+k, k € R.

De méme, avec u = 3x2+2, on a : du = 6xdx et

3xdx du
T o | = Ju+k=+3x2+2+k, keR.
fv3x2+2 2vu

Question 194
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] Les primitives de 16x3(x*+1) sur R sont données par F(x) = x*(x*+1)*+k,

k e R.
O [Vrai] Les primitives de 16x3(x* + 1)° sur R sont données par F(x) = (x*+ 1)* +k,
k e R.
4x3
[0 [Vrai] Les primitives de ——— sur R sont données par F(x) =2V x4+ 1+k, k € R.
Vxt+1
[0 [Faux] Les primitives de 4—363 sur R sont données par F(x) = x_“ +k,keR
Vxt+1 Vxir1 '

Explications: Avecu = x*+1, on a : du = 4x3dx. D’ou
f 16x3(x* +1)%dx = f 4du=u*+k=(x*+1)*+k, kR,

et

4% dx du
R — —:21/u+k:2\/x4+1+k,k€R.
Vxt+1 JVu

Question 195
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O [Faux] (e3x + )dx = e3> + arctan(2x) + k, k €R.
1+4x2

1
Vrai 3x
O [ ral]J(e +1+4x2

e3*  arctan(2x
) _ ¢ | arctan(2x)

+k, keR.
3
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3x
O [Vrai] (egx + 4 )dx - +4arctanx + k, k € R.
1+ x2 3

O [Faux] f (e3x + 2)dx =e* +4arctanx + k, k €R.
3x

Explications: Utiliser la linéarité en remarquant que : f edx = 3 + kq,

dx arctan(2x 4dx
= (2x) +k, et = 4arctanx + k3, k; €R.
1+ 4x2 2 1+ x2

Question 196
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :
1 d
[0 [Faux] Sur ]0,+oo[,ona: f ﬂdx = f —xlnx =Ilnx xInx +k, k eR.
x

1
O [Vrai] Sur ]0,+oo[,ona: f de— Elnx xInx+k, keR.
x

O [Vrai] Sur ]1,+oo[,ona: f _dx =In(lnx)+k, k €R.
xInx

O [Faux] Sur ]1,4+o0o[,ona: J _dx =In(xIlnx)+k, k eR.
xInx

Explications: Avec u =Inx, on aura : du = —. D’ou
x

1 1 1
Jﬂdx_Judu:5u2+k=§(1nx)2+k, keR

et

J A _ [ M+ k= In(inx) +k, kR,
xInx u

Question 197
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

—1
O [Vrai] Sur ]1,+oo[,ona: dJ; =—+k, keR.
xln®x Inx
O [Faux]Sur]1,+oo[,ona:J dJ; =In(xIn®x) +k, k €R.
xIn”x
dx dx 1 VInx
O [Faux]Sur]1,+oo[,ona:f—=J—x = +k, k eR.
2x+v1n X  2+vInx 2
O [Vrai]Sur]1,+oo[,ona:J——vln +k, keR.
2xv1
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.. dx _, |
Explications: Avec u =1Inx, on aura : du = —. D’ou
x

dx _fdu_=Z1 =l g ker
x1n®x u? u Inx

et

dx du
= =+Jvu+k=+Inx+k, keR.
f2xvlnx JZ\/H

Question 198
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2
O [Faux] JXV x2+1dx = %(1+x2)3/2+k, k € R.
1
O [Vrai] Jxx/x2+1dx = 5(1+x2)3/2+k, k eR.

00 [Faux] xde X 1 ieR
W R 2 ert oo

O [Vrai]J‘/%:‘vx2+1+k,k€]R.

Explications: Avec u = x*+ 1, on a du = 2xdx. Dol

1 3/2 1
JxVx2+1dx=§Jﬁdu=%+k=§(1+x2)3/2+k, k eR,

et

xdx du
—— = | —=Vu+k=vx2+1+k, keR.
f«/x2+1 f%/ﬂ

Question 199
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

= arctan(x) + k, ol k € R.

xdx
+x2

O [Faux] f 1

2
X
O [Faux] f xe+ ) dx = ?e(”xz) +k,ouk €R.

d
O [Vrai]Jlx_l_x =Inv1+x2+k,oukeR.
x

3 =

1
O [Vrai] J xe )y = Ee(”xz) +k, ol k €R.
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Explications: Avecu =1+ x?, on a : du = 2xdx. Dol

1 1
J xde 1 fdu 1 ) tk=tnvVItxZ+k keR,
1+x2 2 u 2

et
1 1 1
J xed+ gy = 3 f e'du = Ee“ +k= Ee(1+x2) k, k eR.

Question 200
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] Le changement de variable u = x(1+x*) donne f 4x3(1+x*)3dx = f 4udu.

O [Vrai] Le changement de variable u = 1 + x* donne J 4x3(1 +x*)3dx = f uidu.

d d
[0 [Faux] Le changement de variable u = 2x donne f X J u

d 1 d
[0 [Vrai] Le changement de variable u = 2x donne X - 4 .
1+4x2 2 ) 1+u?

Explications: Avec u = 1+ x* on a : du = 4x3dx. Dot | 4x3(1 + x*)3dx = Jugdu. De

d 1 d
meéme, avec u = 2x, on a : du = 2dx. D’ou X __2 4 .
1+4x2 2 ) 1+u?

Question 201
On note par F une primitive de f (x) = x Inx sur ]0, +oo[. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

2
O [Faux] F(x)= %lnx+k, ou k e R.

_ x? 1
O [Vrai] F(x)= ?lnx -5 xdx.

x? x .
O [Faux] F(x)=?lnx—§+k, ou k €R.

x? x?
O [Vrai] F(x)= ?lnx—z+k, ou k €R.

Explications: Une intégration par parties, avec u = Inx et v = x?/2, donne

2 1 2 2
F(x):x—lnx——fxdxzx—lnx—x—+k, k € R.
2 2 2 4
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Question 202
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
[Vrai] f x cos(1+ x?)dx = 3 sin(1+ x?) +k, ot k € R.

O [Faux] f e*sin(2+e*)dx = J e*dx x J sin(2 + e*)dx.

2
O [Faux] | xcos(l+x?)dx = XE sin(1+4 x?) +k, ot k € R.

O [Vrai] Jex sin(2+e*)dx =—cos(2+e*)+k, ou k €R.

Explications: Avecu =1+ x?, on a : du = 2xdx et
) 1 1 . 1. 2
xcos(1l+ x*)dx = > cos(u)du = > x sin(u) + k = Esm(l +x°)+k, keR.
De méme, avecu =2+¢e*,on a: du =e*dx et

J e“sin(2+e*)dx = J sin(u)du = —cos(u) + k =—cos(2+¢e*) +k, k eR.

Question 203
Le changement de variable u = 4/x donne :

O [Fau ]f51n(f) Jsin(u)du.

u
Faux] f sm‘(/é_) dx = cos(u) + k, k € R.
O [Vrai] J sin(v/x) dx = ZJ sin(u)du.

O [Vrai] J sm(\/_) =—2cos(u) + k, k € R.

dx .
Explications: Avec u = ﬁ, ona:du=——.Dou

24/x

sin(/x )
s

= ZJ sin(u)du = —2cos(u) + k, k € R.

Question 204

1
Le changement de variable u = — donne :
X

O [Vrai] J Sin(x#dx = —f sin(u)du.
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O [Vrai] J Sin(x#dx =cos(1/x)+k, k eR.

O [Faux] Jsin(l/x)dx = J sin(u)du.

O [Faux] f sin(1/x)dx = —cos(u) + k, k € R.

- 1 —dx .
Explications: Avec u = —, on aura : du = —, - Dou
x x

J Sin(l/x)dx — _J sin(u)du = cos(u) + k =cos(1/x)+k, k € R.

x2

Question 205
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O [Vrai] f cos x sinxdx = > sin*x + k, ott k € R.
. 1 .
O [Faux] cosxsmxdxzicos x +k,ouk €R.
. . 9 1. .
O [Vrai] | cosxsin®xdx = gsm x+k,oukeR.

. 1 . .
O [Faux] J cos? x sin® xdx = 7 sin*x + k, ott k € R.
Explications: Avec u = sinx, on a : du = cos xdx,

([ 1 1
Jcosxsinxdx: udu:5u2+k:§sin2x+k,keR,
J

et
r

1 1
Jcosxsinzxdxz u*du = §u3+k= gsin?’x—i-k, k € R.
J

Question 206
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux] Le changement de variable u = cos x donne J cos® xdx = J udu.
[0 [Vrai] Le changement de variable u = sin x donne f cos® xdx = f(l —u?)du.

[0 [Faux] Le changement de variable u = sin x donne f sin® xdx = J udu.
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[0 [Vrai] Le changement de variable u = cos x donne J sin® xdx = | (u®—1)du.

Explications: On a : cos® x = (1 —sin® x) cos x. Donc, avec u = sinx, on a : du = cosx dx et

f cos® xdx = J(l —sin?x)cosxdx = J(l —u?)du.

De méme, on a : sin® x = (1 — cos? x) sin x. Donc, avec u = cosx, on a : du = —sinxdx et

f cos® xdx = J(l —cos? x)sinxdx = —J(l —u?)du.

6.3 Primitives | Niveau 3

Question 207
Le changement de variable u = 2 4+ cos x donne :
2+ 6
O [Vrai] J sinx(2 + cosx)’dx = —% +k, ot k €R.
2+ >)°
O [Faux] J(Z + cos x)’dx = w +k,ou k €R.
2+ -2
O [Vrail J sinx (2 + cos x) 2 dx = % +k otk ER.
- 2+ -
O [Faux] J (2 +cosx)2dx = % +k,ou k eR.
Explications: Avec u =2+ cosx, on a : du = —sinx dx. D’ou
u6
sinx(2+4cosx)’dx =— | v’du= 3 +k, keR,
et
U2
J sinx(2 + cosx)3dx = —J u3du= - +k, keR.
Question 208

Le changement de variable u = 2 + sin x donne :

O [Vrai] J cos xe2tsinxdx = e2™inx L kot k € R.

O [Faux] f e2tsinxdqy = J e'du.

O [Faux] f d—x = d_u
2+ sinx u
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d
O [Vrai] M =In(2+sinx) +k, ou k € R.
2+sinx

Explications: Avec u =2+ sinx, on a : du = cos xdx et puis

f cos xe*tinxdy = f eldu =e'+k =e?™"* 4k, k eR.

d du
Ensuite, f M = 4 =Injul|+k=1In(2+sinx)+k, k eR.
2+sinx u

Question 209
Le changement de variable u = sin x donne :

d
O [Vrai] CO—S_’dex = nlly
1+ sin“x 1+ u?

O [Vrai] f cosX dx =arctan(u) + k, k € R.
1+ sin®

du
O [F = .
[ aux]f1+sin2x J1+u2
dx
O [Faux] f ———— =arctan(u) + k, k € R.
1+ sin“x

Explications: Avec u = sinx, on aura du = cos xdx. D’ou

&dx S arctan(u) + k, k € R.
14+u?

1+sin®x

Question 210
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

cos(2x)

v/ 1+ sin(2x)

O [Faux] J cos(2x)4/ 1+ sin(2x)dx = +k, ou k € R.

O [Vrai] f cos(2x)4/1 + sin(2x)dx = = [1 +sin(2x)]*? + k, ot k € R.

1

3

O [Vrai] sm(3x)dx = 1n[2 —cos(3x)]+kou k €R.
cos(3x) 3

O [Faux] J m =In[2—cos(3x)]+k, k € R.

Explications: Avec u =1+ sin(2x), on aura du = 2 cos(2x)dx. D’ou
1
f cos(2x)4/1 + sin(2x)dx = ZJ Vudu = Eug/z +k, k€R.
De méme, avec u = 2 — cos(3x), on aura du = 3sin(3x)dx. D’ou

in(3x)d d 1
sinGudx _1Fdu 1y ker.
2—cos(3x) 3 ) u 3
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Question 211
Le changement de variable u = e* donne :

e*dx du
Vrai = .
O ral]Jl+e2’< J1+u2

=arctan(u) + k, k € R.

du
E = .
H [aux]J1+e2x J1+u2

= = arctan(u) + k, k € R.

Explications: Avec u = e*, on aura : du = e*dx. D’ou

*d d
e _ ‘o arctan(u) + k, k € R.
1+ u?

1+e2x

Question 212
On se place sur ]0,+00[. Le changement de variable u = e ™ donne

0 [Faux]fd_x_J_u
vex—1 Vi—u?
dx
O [Vrai ——— =—arcsin(u) + k, k e R.
[ ]fm ()

e *dx
O [Faux]f1/eZT Ny

O [Vrai] J \/ez—% = /1 —w)+k keR.

—X

Explications: Avec u =e™*, on aura : du = —e *dx. D’ou

e *dx

u
f\/ez"—l_ Ji—e> ) JI-u?

= —arcsin(u) + k, k € R.

Et
e *dx e 2Xdx —udu
_— = — — 1,2
T T 0 =4/(Q—-u?)+k, keR.
Question 213

On note par F une primitive de f(x) = arcsin(x) sur ] — 1, 1[. Parmi les propositions sui-
vantes, cocher celles qui sont vraies :
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O [Faux] F(x) = +k,ou k €R.

— x2

O [Vrai] F(x) = x arcsin(x) — f m.

O [Faux] F(x) = arccos(x)+k, ot k € R.
O [Vrai] F(x)=xarcsin(x)+ vV1—x2+k,ou k €R.

Explications: Une intégration par parties avec u = arcsin(x) et v = x donne

= xarcsin(x)+vV1—x2+k, keR.

F(x) = xarcsin(x) — J ‘/17 =

Question 214
On note par F une primitive de f(x) = arctan(x) sur R. Parmi les propositions suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

1
O [Faux] F(x) = +k, ou k € R.
14 x2

O [Faux] F(x) = x arctan(x) + k, ou k € R.
xdx
1+x2

O [Vrai] F(x) = x arctan(x) — f

O [Vrai] F(x)= xarctan(x)— % In(1+ x?) +k, ot k €R.

Explications: Une intégration par parties avec u = arctan(x) et v = x donne

J

1
> = xarctan(x) — 3 In(1+x3)+k, keR.

Question 215
On se place sur ] —1,+00o[. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] f In(x +1)dx ="' +k, ot k €R.

O [Vrai] f In(x+1)dx=(x+1)In(x+1) —J dx.

2
O [Faux] | xIn(1+ x)dx = f xdx xIn(1+x) = x—ln(l +x)+k,ouk eR.

Explications: Une intégration par partles avecu =In(x+1) et v=x+1 donne

Jln(x+1)dx:(x+1)1n(x+1)—fdx=(x+1)ln(x+1)—x+k, k € R.
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Une intégration par parties avec u = In(x + 1) et v = x?/2 donne

fxln(1+x)dx = —ln(1+x) fm

Question 216

Soit f(x) = peap—s Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
eX+e-

O [Vrai] f admet une primitive sur R.
O [Faux] La fonction F telle que F(x) =1n (e" + e_x) est une primitive de f sur R.

m
O [Vrai] La fonction F telle que F(x) = i arctan (e_") est une primitive de f sur R.

T
[0 [Faux] La primitive de f sur R qui s’annule en 0 est définie par F(x) = Z—arctan (e9).

Explications: La fonction f est continue sur R, donc elle y admet des primitives. Avec t = e™,

ona:dt=—e*dx et

d —~d de
e S = —arctan(t) + k = —arctan (e_") +k, keR.
ex +ex 1+e 2 1+¢2

La condition F(0) = 0 implique que k = %

Question 217
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

dx
O [Faux ——— = —arcsin(x) + k, k e R.
[ ]f T 0
X
O [Vrai]JVl—dex:x 1—x2+J—.
V1—x2
O [Faux] Légalité x> = (x2—1)+ 1 donne : f

- :—arcsinx— v 1—x2dx.
v1— J

1
[0 [Vrai] Une primitive de v/ 1 —x2 sur | —1,1[ est ixv 1—x2+ > arcsin(x).

Explications: D’abord = arcsin(x) + k, k € R. Une intégration par parties avec

dx
v1—x2
u=+1—x2etv=x donne

J\/l x2dx=xv1— xz—Jm

Ensuite, en écrivant —x? = (1 —x?)—1, on obtient :

fmdx—xm fmdﬁfm

D'ou : Zf V1—x2dx =x+1—x2+arcsinx + k.
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Question 218
On pose t = cosx pour x €]0,t[. Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont
vraies :

0 [Faux]sinx = +/1—cos?x et J

dx dt
Vrai = .
Ol 1ral]fsinx Jtz—l
2 1 1

O [Vrai] Vt eR\ {-1,1 - _ ,
[Vrai] ¥ M ’}’t2—1 t—1 t+1

1_
. [Faux]in_x:m(ﬂ)+k,keR.
Sinx

dx = de = arcsint + k, keR
.nx_ '—1—t2_ > .

S1

1+ cosx
Explications: Avec t = cosx, on a : dt = —sinxdx et
dx [ sinxdx —dt dt
sinx | sin®’x | 1—¢t2 ] 2—1
2 1 1 dx 1 1—t
Or, = — . Donc - = —ln(—)+k, keR.
t2—1 t—1 ¢t+1 sinx 2 1+t
Question 219

On note par F une primitive sur R de f(x) = ———————. Parmi les assertions suivantes,
2 +4x2—4x

cocher celles qui sont vraies :

O [Vral] f(X) = m

du
O [Faux] F(x)zf T avec u =2x — 1.
O [Faux] F(x)=arctan(2x —1)+k, k € R.
1
O [Vrai] F(x) = > arctan(2x —1)+k, keR.

Explications: Ona: 2+4x?>—4x =1+ (2x —1)* etavecu =2x — 1, on a : du = 2dx et

1 du 1 1
F(x)=— = —arctanu + k = —arctan(2x —1) + k, k € R.
2] 1+uz2 2 2

Question 220
o 2x+3 . . .
On note par F une primitive sur R de f(x) = ———————. Parmi les assertions suivantes,
) ) X2 +2x +2
cocher celles qui sont vraies :
2x +2 1

O [Vrai] Vx €R, f(x)= + .
[ 1V f(x) xX2+2x4+2 x24+2x+2

1
O [F F(x)=In(x*+2x+2)+ ————+k, keR.
[Faux] F(x) = In(x x+2) Y
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O [Faux] F(x) =In(x? + 2x + 2) + arctan(x?> + 2x + 2) + k, k € R.
O [Vrai] F(x)=In(x?+2x +2) +arctan(x + 1) + k, k € R.
2x + 2 1

+ .
x24+2x+2 14+ (x+1)2
Donc, par linéarité : F(x) = In(x? + 2x + 2) + arctan(x + 1) + k pour un k € R.

Explications: L'égalité 2x + 3 = (2x + 2) + 1 donne : f(x) =

6.4 Primitives | Niveau 4

Question 221
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux] Le changement de variable x =sint pour t € [—n/2, /2] donne :
f v/ 1—x2dx :J V1—sin®tdt = f cos t dt.
[0 [Vrai] Le changement de variable x = sint pour t € [—7/2, /2] donne :

f\/l—xzdx:Jcosztdt.

t in(2t t int t
O [Faux] cosztdt:——sm( )+k:——w+k,k€R.
2 4 2 2
arcsinx  xv'1—x2
O [Vrai] Une primitive de v 1 —x2 sur [—1,1] est 2 + 2 .

Explications: Avec x = sint,on a : dx = costdt et v1—x2 =cost cart € [—1/2,7/2].
D’ou

J vV1—x2dx :Jcosztdt=f(1+ COS(Zt))dt: E+ smiZt) +k, keR.

2 2 2
Ainsi
t sintcost arcsinx x+v'1—x2
\/1—x2dx=§+—2 +k= > + 5

+k, keR.

Question 222

Pour x € [0,+00[, on pose t = x2. Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont
vraies :

xdx Jtdt
O [Faux] f prympwanr-tall Ircur

. xdx 1 dt
= [Vral]fx4—x2—2_§ft2—t—2'

3 11 3dt
O [Vrai] ¥t € R\ {-1,2}, =—— ) A

Vel Ve RA L2, o 5 =2 1 ftz—t—Z !
k € R.
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d 1 22
O [Faux] L T +k, keR.
x4—x2—-2 2 |x2+1
d 1 dt
Explications: Avec t = x2, on a : dt = 2xdx et _ex =z —— . O,
xt—x2—2 2] (t=2)(t+1)
3 1 1 3dt t—2
Vt e R\ {—1,2}, = — .Donc | ———— =In|——|+k, keR, et
t2—t—2 t—2 t+1 t2—t—2 t+1
d 1 22
ensuite : L=—lnx +k, keR.
x4—x2—-2 6 |x2+1
Question 223
Le changement de variable t = x2, pour x €]0, +oo[, donne :
2dx dt
O [Faux = .
[ ]f x(x2+1)2 f (t+1)2
2dx dt
O [Vrai = .
[ ]f x(x2+1)2 J t(t+1)2
2dx dt
O [Faux = .
[Fau] f G+ 17 J Vi 17
2d dt dt dt
O [Vrai] e (&L — .
x(x2+1)2 t t+1 (t+1)2
Explications: Avec t = x* on a : dt = 2xdx et
2dx . 2xdx dt
x(x2+1)2 ) x2(x2+1)2 ) t(t+1)>
Ensuite, on décompose en éléments simples donne :
v 111
t(t+1)2 ¢t t+1 (t+1)2
Question 224
., tan® x _
Pour x €]—m/2,7/2[, on pose t = tan(x) et on rappelle que sin“ x = T an?x Parmi les
an? x
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
1 1+1¢t2 d 1+ t2
O [Faux] —— = et x S = dt.
1+sin“x 14+2t2 1+ sin“x 1+ 2¢2
d t 1
O [Faux] —X2 = - — ——arctan(V2t) + k, k €R.
1+sin’x 2 242
dx 1
O [Vrai = dt
[ ]J1+sin2x J1+2t2
dx 1
O [Vrai]Sur ]—7/2,7/2[,ona;: | ——— = — arctan(v/2tanx)+k, k € R.
[Vrai] Sur ]— /2, 7/2] flﬂmzxﬁ ( )
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oo 1 1+ t2 dt .
Explications: Avec t = tan x, on aura = tdx = D’ou

(] X .
1+sin®x 1+2t2 1+ t2

dx dt 1
B = —arctan(v/2t) + k, k €R.
J1+sin2x J1+2t2 V2 (V20

Question 225

Pour x €] — /2, m/2[, on pose t = cosx. Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui
sont vraies :

tan xdx dt
O [Faux] =tanx = tan x.arctan(cos x) + k, k € R.
1+cos2x 1+ ¢t2

tan xdx dt
O [V = _
[ 1ral]fl+cosz Jt(1+t2)

1 t 1 dt v1+t2
O [Faux] Vt € R¥, = ——etdonc [ ————— =1In + k,
t(1+t2) 1+¢t2 ¢t t(1+t2) t
k e R.
t d v/1+ cos?
O [Vrai] Sur |—m/2,7/2[,ona: e S P +k, kEeR.
1+ cos2 x COS X
o tanx sin x . .
Explications: Avec t = cos x, on aura = et dt = —sinxdx. D’ou

1+cos2x  cosx(1l+ cos2x)

tan xdx dt 1
— = | ————==-In(1+t3)—In|t|+k, keR.
J1+coszx ft(1+t2) 2 n( )~ Inlel

Question 226
Le changement de variable t = sinx donne :

. [Faux]J cos® xdx osBxJ dt

1+sin®x 1+¢2°

1+sin®x

d 1—1¢t2
O [Vrai] cos’ xdx dt
1+sin®x | 1+¢2

d
O [Vra1]f cos’ xdx =—t+2arctant + k, k e R.

cos® xdx
O [Faux] f = cos® x.arctan(sinx) + k, k € R.

1+sin®x
o ) cos® x cos x(1 —sin® x) , .
Explications: D’abord, —— = — . Ensuite t =sinx = dt = cosxdx et
1+sin”x 1+sin“x

cos® xdx 1—t2 2
— = dt = -1+ dt =—t+2arctant + k, k €R.
1+sin®x 1+ t2 1+ t2
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Question 227
1—tan?(x/2)

O 1 d I'intervalle | — m, t 11 = ——— et
n se place dans l'intervalle ] — 7, [ et on rappelle que cosx 1+ tan?(x/2) et que
2t 2
sinx = M. Le changement de variable t = tan(x/2) donne :
1+ tan?(x/2)

O [Vrai] d—x: Zdt.
2+ cosx 3+ t2
O [Vrai]Jd—)f=JL.
2+ sinx t2+t+1
dx 1 t
O [F —————— = —arct — |+k, keR.
[aux]f2+cosx ﬁarcan(ﬁ) ,

d 1
0 [Faux]f X In(t2+t+1)+k, k eR.
2+sinx 2t +

v 1

. 2dt
Explications: Avec t = tan(x/2),on a: dx = —,
1+ t2
1 1+t 1 1+

= et = .
2+cosx 3+t 2+sinx  2(t2+t+1)

d—x_ 2dt —iarctan( )+k k e R.
2+cosx | 3+t2 /3 V3

dx dt 2 2t+1
- = = — arctan +k, keR.
2 +sinx t2+t+1 4/3 V3

et

Question 228
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

Une

dt
O [Faux] Le changement de variable t = +/x donne f \/_(x T J RN
dt t 2t%dt
O [Vrai = + .
[ ral]ft2+1 t2+1 (t2+1)?
. 2dt t
O [Vrai] J @117 =1 +arctant + k, k € R.
1 1
O [Faux] Une primitive de W CTET sur ]0, +oo[ est 3 (x\{l—yl + arctan ﬁ)
Explications: Avec t = y/x,ona: x = t?> = dx = 2t dt et 2dt

P B B B f(x+1)2 (t2+1)2

et v =t donne

1ntegratlon par partles avec u =

de __t 2t2de ¢ L[ 2de 2dt
t24+41 241 (t24+1)2 241 t24+1 (t2+1)2°
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2dt t d
D’otl = +arctant+k = X = VX +arctan vx +k, k € R.
(t2+1)2 t2+1 Vx(x+1)2 x+1

Question 229
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] Le changement de variable t = +/x donne f ﬁ(ix— 2 = J (tzitl)z'

4 1 1 1 1
O [Vrai] YteR\{-1,1}, = — + + .
[ ] M J (t2—1)2 t+1 t—1 (t+1)2 (t—1)2
4dt t+1 2t
O [Vrai — +k, keR.
[ ]J(2—1)2 t—1‘ t2—1
1 +1 2
O [Faux] Une primitive de —————— sur ]1,+00[ est In vx — ﬁ.
Vx(x—1)2 Vx—=1| x-—1
o 9 dx 2dt
Explications: Avec t = v/x,ona: x =t*=>dx =2tdtet | ———=| ———.la

Vx(x —1)2 (e2—1)>
1 1 i 1

décomposition en éléments simples donne : = — + + .
P P (2—1)2 41 t—1 (t+12 (t—1)7

Donc
dt t+1 2t
4 T2 ik keRr
(t2—1)2 t—1 t2—1
D’ou
1 1 2 1 2

S Y Y ] L P A A VX ) ik keR.

Vx(x—1)2 2 t—1| t2—1 Jx—1 Cx—1
Question 230

1

Soient a et b deux réels et f la fonction telle que f(x) = ————. Parmi les affirmations

vax2+b

suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux] Si a et b sont strictement positifs, il existe une constante C telle que F(x) =
C arcsin (x va/ b) soit une primitive de f(x).

[0 [Vrai] Si a et b sont strictement positifs, il existe une constante C telle que F(x) =
C+ax? + b soit une primitive de xf (x).

O [Vrai] Si a est strictement négatif et b est strictement positif, il existe une constante
C telle que F(x) = C arcsin (x v—a/ b) soit une primitive de f(x).

OO0 [Faux] Si a est strictement positif et b est strictement négatif, il existe une constante
C telle que F(x) = C arcsin [x v/ a/(—b)] soit une primitive de f(x).

_Cya

Explications: 11 suffit de dériver : [C arcsin (x val/ b)]/ \/bf

Par contre,

# f(x) pour tout C € R.

(Cv ax?2+ b)/ =

1/:+—xf(x) si C=Cl_1.
ax?
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Si a est strictement négatif et b est strictement positif,

[Carcsin(x\/—a/b)]/=\/%=f(x) si Cv/—a=1.

Par contre, si a est strictement positif et b est strictement négatif alors, pour tout C € R,

[C arcsin (x v a/(—b))]/ # f(x).

Calculs d’intégrales

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

7 Calculs d’intégrales

7.1 Calculs d’intégrales | Niveau 1

Question 231
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :
1
dx 1 1 3
O [Faux = — ==,
[ ]JO (x+1)2 (1412 (0+1) 4
1
d 1 1 1
O [Faux] X = — =—=.
o X+1 141 0+1 2

1
) dx B
O [Vral]J;) \/x—-H_Z(ﬁ 1).

O [Faux]f0 \/x+1dx=m.

Explications: Avecu=1+x,ona:du=dx,u(0)=1,u(l)=2et

1 2 9 1 2
dx du —1 1 dx du 2
J(x+1)zzf EZ[T] =3 © fx+1:J fz[lnu]lzlnz'

0 1 1 0 1
dx
x+1

1
=2(vV/2-1) etf Vx+1dx = 3(2«/5—1).
0

1
De méme, on vérifie que : J
0

Question 232
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1 1
O [Faux]f efdx=e—1 etJ e*Xdx =e*—1.
0 0
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n/4 1 n/4 1
O [Vrai] f sin(2x)dx = > et J cos(2x)dx = 5
0

0
1

b odx dx
O [Faux] ——=In2et =In3.
o X+1 0o X+2

1 1
O [Vrai]f dx ZzletJ dX2=E.
0 (1+)§) 2 J, 1+x2 4

1 ' e e2—1
Explications: On a : e dx = [ex] = e — 1 mais e dx = [— = . De méme
0 0 0 2 lo 2
/4 n/4 n/4 - . /4
— 2 1 2 1

sin(2x)dx = [M] =— et cos(2x)dx = sin( x)} = -,

b dx 1 bodx 11

:[ln(x+1)] =In2 et :[ln(x+2) =In3—1In2.

0 0 x+2 0

x+1 0

Enfin,

'odx 17 1 'odx 1
= =— et =[arctanx] =mn/4.
o (x+1)2 x+1], 2 o 1+x? 0

Question 233
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] J xsinx dx = J cos xdx.
0 0

O [Vrai]f xsinxdx=77:+J cos xdx.
0 0

O [Faux]f xsinxdx =m—2.
0

O [Vrai] J xsinxdx = .
0

Explications: Une intégration par parties, avec u = x et v =—cos x = v’ = sinx, donne

T TT T
T
f xsinxdx:[—xcosx]o+f cosxdx:n—l-f cosxdx = .
0 0 0

Question 234
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai]f xcosxdx:—f sinx dx.
0 0
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T

O [Faux] xcosxdx = J sinx dx.
0

0

O [Faux] f xcosxdx =2

O [Vrai] f xcosxdx =

Explications: Une intégration par parties, avec u = x et v = sinx = v’/ = cos x, donne

T TT T
TT TT
f xcosxdx = [x sinx:|0 —f sinxdx = —f sinxdx = [cosx]o =—2.
0 0 0

Question 235
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai]f lntdtZ[tlnt]j—f dt.
1 1

O [Vrai] J Intdt =1.
1

e

2
O [Faux]f tlntdtz[tzlnt]j—f tdt.

1
2+1

O [Faux]f tlntdt =

Explications: Une intégration par parties avecu =Int etv=t = v’ =1 donne :

felntdt: [tlnt]i—fedt: 1.
1 1

Une intégration par parties, avecu =Int et v =t*/2= v’ =t, donne :

2 2 e e 2
1
tlntdt:[t—lnt] — Edt=e + .
1 2 1 1 2 4

Question 236
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1 1 1
O [Vrai] J xe*dx = [xex]o —f e*dx.
0 0

1
O [Vrai] f xe*dx = 1.
0
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1 1
1
O [Faux]f x2e¥dx = [xzex] —f xe*dx.
0 ° Jo
1
O [Faux] J x’e*dx =e—1.
0

Explications: Une intégration par parties avec u = x et v =¢e* = v/ = e* donne :

1 1 1
J xe*dx = [xex]O—J e*dx=1.
0 0

Une intégration par parties avec u = x% et v =e* = v/ = e* donne :

1 1
1
J xzexdxz[xzex]o—Zf xeXdx =e—2.
0 0

7.2 Calculs d’intégrales | Niveau 2

Question 237
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
g /2
[0 [Vrai] Le changement de variable t = 1 — x donne f sinxdx = J sinx dx.
2 0

n/

n/2 /2
dt
[0 [Faux] Le changement de variable t = 2x donne f sin(2x)dx = f sint ER
0 0
/2 /4 dt
O [Faux] Le changement de variable t = 2x donne f sin(2x)dx = J sint Ch
0 0
/2 /2
[0 [Vrai] Le changement de variable t = 2x donne sin(2x)dx = sin t dt.

0
Explications: Avec t = m—x,ona: dt =—dx, t(n/2) =n/2, t(r)=0et

b 0 /2
f sinxdxz—f sin(7r—t)dt=f sintdt.
/2 /2 0

Avec le changement de variable t = 2x, on a : dt = 2dx, t(0) =0, t(/2) = 7 et

/2 1 m /2 m /2
J sin(2x)dx = —f sintdt :J sintdt car f sint dt :J sint dt.
0 2 Jo 0 /2 0

Question 238
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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e?—1
R

e 1 e
[0 [Faux] Le changement de variable t = Inx donne J BX ix = J tdt =
1 X 1

1 1
O [Faux] Le changement de variable t = 1 — x? donne J 2xel ™ dx = —f e'dt.
0

0

In3 x
[0 [Vrai] Le changement de variable t = 1+ e* donne J 1+ or dx =1n2.
e
a . 0
. , sinx dx
O [Vrai] Pour tout réela > 0,on a : — =0
_o 1+cos?x

e 1
Inx 1
Explications: Le changement de variable t = Inx donne : J —dx = f tdt = X Avec
1 X 0

1 0
. , . —x2 .
t = 1—x? dans la seconde intégrale, on obtient : f 2xel™ dx = —f e'dt = e—1. Ensuite,
0 1

In3 X

4
. ., ) e dt ]
avec t = 1+e* dans la troisiéme intégrale, on obtient : dx = — =1n2. Enfin,
o 1l4er , t
) sin x ) . sin x dx
la fonction x —» ————— est impaire. Donc, pour tout a > 0 : —_— =
1+ cos?x _, 1+cos?x

Question 239

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

e2 2

d < dt
[0 [Faux] Le changement de variable t = In x donne J X - f —=1.

xIlnx
e

2
2x dx 4
O [Vrai] Le changement de variable t = x? + 1 donne —_— =,
X
o (x2+1)2 5
1 1
x dx dt
O [Faux] Le changement de variable t = x> + 1 donne — = — =1.
o V Xz +1 0 21/?
i sinx dx
O [Vrai] Le changement de variable ¢t = cos x donne J =1
0 cos? x

e 2
d dt
Explications: Le changement de variable t = Inx donne : J X - f - = In2.
1

e

2 oxdx *dt 4
Ensuite, avec t = x2+ 1 = dt = 2x dx, on obtient : J (— J — =—cet
0 1

x2+12 |, 2 5
1 2
d de
e

n/3 . 1/2
! . . sin x dx de
Enfin, avec t = cosx = dt = —sinx dx, on obtient : =— — =
0 cos? x 1

Question 240
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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1
O [Faux] f cos® x sinx dx = —3
0

1
O [Vrai] f sin? x cos x dx = 3
0

V¥ e?
O [Faux —dx=——e.
[ ] L VX 2
w2 cos x dx
O [Vrai] f —— =1In3.
2+ sinx
/2 0 1
Explications: Avec u = cosx = du = —sinxdx : J cos® x sinx dx = —J u*du= 3
/2 0 1 11
Avec u =sinx, on a : du = cosx dx et f sin x cos x dx = f u?du = N
9 0
Ensuite, avecu = 4/x,ona:du=——et J 2f e'du = 2(e* —e).
Ve |
2 cos x dx du
Enfin, avec u = 2 + sin x, on obtient : du = cos x dx et — = =In3.
/2 2+sinx . u
Question 241
/3
L'intégrale f tanx dx est égale a :
—1/6
4
O [Faux] —
2«/_
O [Faux] —

O [Vrai]f tan x dx.

O [Vrai] %ln 3.

/3 /6 nn/3
Explications: La relation de Chasles donne J tanx dx = J tanx dx + J tan x dx
—1/6 —1/6 n/6

n/6 .
. . . ;. sinx
et tanx dx = O car tan est impaire. Ensu1te, on ecrit tanx = et on pose t =
COS X
—1/6

/3 1/2 d
cosx = dt = —sinx dx. D’oﬁ,J tanxdxz—f — =1nV3.
n/6 V3/2 t

Question 242
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :
-5
O [Vral]f ——— |dt=—.
4
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0
x 1 1 x dx 1
O [Vrai] Vx €R\ {1 = + td Go—1pe 2 %
[Vrai] Vx \ { },( 12T x—1 (x—l)z’e onc L —12 2 n

1/2
O [Faux] f arctanx] = arctan(1/2).

O [Faux] f
4

1 1 1 * 5
Explications: Par linéarité, on a : (— — —) dt= [—— — 21/?] =—.
J; t2 L/t t 1 4

1/2
arctan( x)] = arctan(—1/2).

On vérifie que : ! + donc, par linéarité,
V )
e 12 T x—1 " (x—1)2 P
0
d 1
_xde (7 J T
L, (x—=1) X (x—1)2 1) 2
) 1 1 1
Enfin, == + —— |. Donc, par linéarité,
1—x2 2\1—x 1+4x
12 dx 1 12 dx 1 ! dx 1 1+x 12
J—— + — = — |:11’1 ] =In \/§
o 1—x2 2 o lI—x 2 ), 1+x 2 —Xx|],

Question 243
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
4 1/v2
Tt dx f M ae
1

[0 [Vrai] Le changement de variable ¢t = sin x donne —_— =
/6 SILXtanx

o

1 1
O [Faux] f — ==
/6 SINX sinx tanx f 2

[0 [Faux] Le changement de variable t = cos x donne J
0

/3

1/2
sinxe“*dx = f e'dt.
1

O [Vrai] f sinxe*dx = e— +e.
0
Explications: Avec t = sinx = dt =cosxdx, ona: t(/6)=1/2, t(n/4)=1/+/2 et

i dx /e cosxd x 12 dt 1772
- = — 5 = — == =2—4/2.
/6 sinx tan x nje SIN°X 1/2 t t 112

Avec t = cosx = dt = —sinxdx,ona: t(0)=1, t(n/3)=1/2 et

n/3 1
f sinxecosxdx=f eldt =e— e.
0 1

/2
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Question 244 N
Soit f(x) =
f(x) a1

4

dt

2
O [F ]ff( Jdx= [ —.
aux 0 x)dx e

1 (2 2 2
O [Vrai]—J xdx<J f(x)dx<J x dx.
5 Jo 0 0

1

O [Vrai] f(x)dx=0
—1
O [Faux] J f(x)dx =In5.

Explications: Avec t = x2, on a : dt = 2x dx, t(0) =0, t(2) =4 et

2 4
1 (% dr 1 s 1
de==| ——==[mm(+1)] ==Ins.
Jof(x)x 2, t+1 L+ 1] = m

2 2

2
xdx < [ f(x)dx < f x dx. Enfin,
0

1
Pour tout x €]0,2[, on a : g < f(x) < x. Donc EJ
0

0

la fonction f étant impaire sur R, pour touta > 0, on a : f(x)dx=0

7.3 Calculs d’intégrales | Niveau 3

Question 245

Inv3 X In2
e’ dx dx )
On note [ = etJ = . Le changement de variable t = e* donne :
o l+eX o l+er

V3 dt T
O [Vrai] I = J =—.
1

1+t2 12
V3
tdt 1
O [Faux]I= =—In2.
, 1+e2 2
2
dt
O [Faux]J = —— =In3—-1n2.
L 1+t
, >t
O [Vrai]lJ = =2In2—1n3.
, t(+1)
o AT V3
Explications: Avec t = e* = dt =e*dx,ona: [ = = [arctan t] = —
, 1+¢2 1 12

2
de t 72
Avect =e*=>dt =e¥dx,ona:J = =[ln—] =2Iln2—1n3.
, t(1+1) 1+th
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Question 246
2

On note [ = f x%In(x + 1)dx. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont
0

vraies :
2

O [Vrai] I < 4f In(x + 1) dx.
0
2

O [Faux]I?lnBJ x?dx.

0

2
x3dx
x+1°

1
O [Faux] I:§ln3+—J
3 0

3
. 8
O [Vrai] I = 31n3—§.

Explications: Pour tout x €]0,2[, x2In(x+1) < 4In(x+1) et x2In(x+1) < x?In3. Donc I <
3

2

4[ In(x+1)dxetl < lnBJ x?dx. Enfin, une intégration par parties avec u = In(x + 1)
0 0

et v=x>/3 donne :

2

1 34

1= S L XX 558
3 3], x+ 9

Question 247

1/v/2
/ x dx

0 \/]__.x‘2

On pose I = . Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1/v2 de

O [Faux] Le changement de variable t = 1 —x? donne I = — —_—
. 2/t

1
dt
O [Vrai] Le changement de variable t = 1 — x? donne I = —_—
1/2 24/t
1/v2 de
O [Faux] Le changement de variable t = x? donne I = e ——
g 0 2 Vv 1 - t

/4

O [Vrai] Le changement de variable x = sint donne I = f sintdt.

0
1

de
Explications: Avec t = 1—x2,ona: t(0)=1, t(1/+/2)=1/2,dt = —2xdx et] = —_—.
1/2 24/t

1/2

dt
Avec t =x%, ona: t(0)=0, t(1/+/2)=1/2,dt =2xdx et] = —.
(0) (1/v2)=1/ fo Wi

Avec x =sint,ona: t(0) =0, t(1/+/2) = /4, v1—x2 =cost, dx = costdt et

n/4
I =J sin tdt.
0
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Question 248

/ /3 .

CoS X sin x ) . . .

On pose I = —dx etJ = dx. Parmi les affirmations suivantes, cocher
/6 SILX /6 COSX

celles qui sont vraies :
O [Vrai]l I =J.

1

O [Faux] I =-.

[Faux] [ =

1

O [Vrai] I = 2 In3.

O [Faux]J =—In+3.

/6 .
sint
Explications: Avec t = /2 —x = dt = —dx, on obtient : [ = — dt =J.
/3 COSE
Jyzdt
Avec t =sinx = dt = cosx dx, on obtient:I=J — =In+v3.
1/2 t
Question 249
M2 cosx dx i sin(2x)dx . ! .
On pose I; = — ., I, = ————— et I = I, + I,. Parmi les affirmations
o 1+2sinx o 1+2sinx
suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Vrai] I =1.

O [Faux]I; =2In3.
1
O [Vrai] I, = §1n3.
O [Faux]I,=1-—2In3.

/2

Explications: Dans I,, on écrit sin(2x) = 2sinx cosx. Dot I; + I, = J cosxdx =1.
0

. . Ydr 1 .
Avec t =1+ 2sinx = dt = 2cosx dx, on obtient : [; = o = ElnS. Enfin, I, =1—1,.
1

Question 250
/4 1
On note [ = f (tanx + t—) dx. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui
anx
n/6

sont vraies :

/4
) , . sin x ) 2dx
O [Vrai] En écrivant tanx = ,on obtient : I = - .
cos X /6 sin(2x)
Y2 odt
O [Faux] Le changement de variable t = cos(2x) donne I = J T
. _
2 1 1 2dt 1+t
O [Vrai] YVteR\{-1,1}, = + et =In +k, keR.
WVral] Ve RAL AL T =1 Y e f1—t2 1—¢
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O [Faux]I=In3.

. n/4 n/4
. sin x . dx 2dx L.
Explications: Avec tanx = ,on obtient : I = _— = On écrit

Cos X /6 SinXcosx B sin(2x)
[ fﬂM 2sin(2x)dx
s

/6
56 sin®(2x)

. Posons, t = cos(2x), on obtient : dt = —2sin(2x)dx, t(w/6)=1/2,

t(m/4)=0et
Y2odae 1 J1+¢]]” 1
I= ~=—|ln|—|| =-h3
o 1-e2 2 |1-t|l, 2
Question 251
/2 /2 /2
On pose I = xcos’xdx, J = xsin?xdx et K = f x cos(2x)dx. Parmi les
0 0

0
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

. V4 . . ].
O [Faux] Une intégration par parties donne : K = 2

2
D[WmM+J=%wH—J=K

% +4
O [F I=
[Faux] 16
nt—4
O [F J=
[Faux] T

Explications: Une intégration par parties, avec u = x et v = 1/2sin(2x), donne

/2
X /2 ] T 1
K = [— sin(2x)] - = sin(2x)dx =——.
2 0 2 J, 2
A l'aide des relations cos? x + sin® x = 1 et cos® x —sin® x = cos(2x), on obtient :

/2 2
i 1
I+J= xdx =—etlI—J=K=——.
0 8 2

n*—4 n*+4
etJ = .

La somme et la différence de ces égalités donnent : [ = 16 16

Question 252
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
n/6

1/2
dx dt
[0 [Faux] Le changement de variable t = sin x donne = .
o COSX o t2—1

/6 dx
O [Vrai] f —— =Inv3.
o COSX
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t2°

3 1/2
v/ tan x dx _ / dt
CcOS X .

[0 [Faux] Le changement de variable t = cos x donne J
0

O [Vrai] J tanx dx =1.
cos x

Explications: Avec t =sinx = dt =cosxdx,ona: t(0) =0, t(n/6)=1/2 et

6 6 6 1/2
fn/ dx _fn/ cosx dx _Jn/ cosx dx _J/ dt
- a2 v 1 _cinZv 2"
o COsx 0 cos2 x o l—sin“x 0 1—t
/6 1/2

Or,;=1(i+i).Doncf dx =|In ﬂ] =In+3.
0

1—t2 2\1—t 1+t CoS X 1—t
Avec t =cosx = dt =—sinxdx,ona: t(0)=1, t(n/3)=1/2 et

3 3 . 1/2
J"/ tanxdx_Jn/ sinxdx J / dt_1
— —=— — =
0 COS X 0 cos2 x .t

Question 253
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

/4 dx - 1/v2 dt
sinxcosx |, t(1—t2)

[0 [Vrai] Le changement de variable t = sin x donne f
/2

n/6

1 1 1 1
O [F teR\{-1,0,1}, ———=—-+ — — ——.
[Faux] v \ } t(1—t2) t 1—t 1+t

1
O [Faux] Une primitive de ——— sur ]0,1[ est F(t) =In .
[Faux] Une p e S0 st F() =l

O [Vrai] J =In+v3.
sin x cos x

Explications: Avec t = sinx = dt =cosxdx, ona: t(/6)=1/2, t(n/4)=1/+/2 et

4 4 4 1/v2
Jn/ dx _Jn/ cos x dx _Jn/ cosx dx _J / dt
/6 SILX COSX x/6 SIMX COS?X /6 sin x(1 — sin® x) 1y t(d—1t2)

1 1 1 1
r,——————=—+ — . Donc
t(1—t2) t 2—2t 242t

Y2 gt ¢ Y2 /3
—  =|In ] =In+v3.
Jl/z t(l_tz) |: v1—t2 1/2

Question 254
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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O [Vrai] Le changement de variable t = cosx donne

/2 dox B 1/2 dt
/3 Sinx(1+cosx) B o (=01 +1)?

4 1 1 2
Vel VE€RML U g e ~ 1= T 1xc T (rop
1 1+t 2
[0 [Faux] Une primitive de =00+ 02 sur |—1,1[ est ln:_l—-l—t'

/2
d 2
O [Faux] - X =In3+ —.
/3 sinx(1 + cos x) 3

Explications: Avec t = cosx = dt = —sinxdx,ona: t(n/3)=1/2, t(n/2)=0et

m/2 dx B "3 sinxdx _ ’ —dt
/3 Sinx(1+cosx) 6 sin®x(1+cosx) )y, (A—t2)(1+1¢)

T

or 4 1,12
1—-0)A+t)2 1—t 1+t (1+1)?

w2 dx [ 1+t 2 772 1 2
- =-|ln—— —— ==|In3+=].
/3 sinx(1+cosx) 4 1—t 1+t 4 3

Donc, en tenant compte de la linéarité,

Question 255
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] La dérivée de tanx sur ]— /2, /2[ est 1 + tan?x.

nn/3 /3
dx dt
[0 [Faux] Le changement de variable t = tan x donne —_— = .
o l+2cos?x o 3+t?

sarean( )
sur R est —arctan| — |.
3 V3

[0 [Faux] Une primitive de
[Faux] Une p 3+ (2

3 dx T
O [Vrai = .
[Vrai] Jo 1+2cos2x 443

Explications: Avec t = tanx = dt = (1+tan?x)dx, ona: t(0) =0, t(7/3) = V3 et

T [T ()] -
0 1+2cos2x 0 3+t2 /3 v3)l,  av3

Question 256
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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/3 tan x dx _Jl/z dt
1

[0 [Faux] Le changement de variable t = cos x donne .
1+ cos2 x t(1+t2)

0
1 1 t

Vrai] Yt e R*, — = — — .

[ 1V t(1+1¢t2) t 1+4t¢2

O [Vrai] Une primitive de L sur ]0,+00[ est ln( { )
Vi —_— , .
d END) it
n/3
t d 1+1 5
O [Faux] an x dx n
o l+cos?x 2

Explications: Avec t = cosx = dt =—sinxdx,ona: t(0)=1, t(n/3)=1/2 et
i tanxdx /3 sin x dx _ 12 de
o l4cos2x | cos(l+cos2x) ), t(1+¢2)
1 1 t 1 t t
O VteR, — = —— et (—— )dtzln + k. Donc
t(1+¢t2) t 14¢2 f t 1+t2 V12

fn/g tan x dx —[ln t ]1 _In5—In2
o 1-+cos?x Vi+ezly, 2

Question 257
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
8 3
O [Vrai] Le changement de variable t = +/x + 1 donne d—x = 2dt
s xVx+1  J, t2—=1
8
dx 3
O [Vrai] ———=In-.
3 XxVx+1 2
vx+1
[0 [Faux] Le changement de variable t = +/x + 1 donne J t2 T

v 1, 3
O [Faux]f x+1 dx=1+—-In-.
3 X 2 2

Explications: Avect = vx+1=>x=t>—1,ona:dx=2tdt,ona: t(3)=2,t(8)=3et

*odx 7 a2de _[lnt—1]3_ln§
s xvx+1 ), t2—=1 L t+1], 2

+
8 3
Vx+1 2t2dt 2t2 1 1
De méme, X dx = . Or =2+ ————— donc
, X , 2—1" 7 21 t—1 t+1
8 3
vx+1 t—1 3
X dxz[Zt—i—ln—] =2+In-.
3 X t+1 2 2
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Question 258
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

> dx 3 ade

O [Vrai] Le changement de variable t = /x donne fl m = fl 1
’ dx T
O [Vrai —_— =
[Vrai] Jl (x+Dvx 6
3 V3 5
t=dt

O [Faux] Le changement de variable t = y/x donne VX dx = .

1 X +1 1 t2+1

3
O [Faux] ﬂdx —V3-1- =2,
L x+1 12

Explications: Avec t = /x = x =t2,ona:dx =2tdt, t(1)=1, t(3) = +/3 et

3 73

2dt =[2arctant]1 :g.

J (x+1)f . t2+1

X 2t2dt 2t2 2
De méme, J VX dx = f . Or =2———, donc
1 1

x+1 t2+1° t2+1 t2+1

’ Jx

x+1

[2t—2arctant] =23 — 2—%.

Question 259
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2t 1 1
O [Faux]Vte R\ {—1}, = — .
[ 1V VU t24+2t+1 t+1 (t+1)2
1 2t
O [Faux]In(t+1)+ est une primitive de ——— sur |—1,+00[.
t+1 t2+2t+1
1 1
d 2td t
O [Vrai] Le changement de variable t = /x donne X _
o X+2¢y/x+1 ), t2+2t+1

1
dx
O [Vrai ———— =2In2—-1.
[ ral]_fo x+2/x+1 1

Explications: Avec t = y/x = x =t%,ona:dx =2tdt, t(0)=0, t(1)=1et

! dx Y oorde 2 7
— = | —/————=[2In(t+1)+——| =2In2-1.
o X+1+2Vx o t2+2t+1 t+1 ]

Question 260
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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2t 2t+1 4 1
O [Vrai] Vt € R, = =

£24+t+1 t2+t+1_3(2t+1)2+1'

V3

2 2t+1 2t
O [Vrai]ln(t*+t+1)—— arctan( ) est une primitive de Tiio1 sur R.

/3 /3 +1
1 1
O [Faux] Le changement de variable t = 4/x donne A _tde
8 B o X+Y/x+1 ) t24t+1
1
dx In3 T
O [Faux _— = — -
[ ] fo x+4/x+1 2 643
2t 2t +1 4 1
Explications: D’abord, Vt € R, = — . Donc, par linéarité,

3

2tdt 2 2t+1
—zln(t2+t+1)——arctan( )+k,k€R.
t2+t+1 V3 V3

Ensuite, avec t = /x = x = t?, ona: dx =2tdt, t(0)=0, t(1)=1et

1
dx [ 2 2t +1\71* m
— = =|In(t?*+t+1 ——arctan( )] =ln3———.
Lx+ﬁ+1 ( ) V3 V3 Jlo 3v3

24+t+1 t2+t+1_3(2t+1)2+1

7.4 Calculs d’intégrales | Niveau 4
Question 261

T
On pose I = J e* cos® xdx, J =
0

T T

e*sin® xdx et K = J e* cos(2x)dx. Parmi les affir-

0 0
mations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 [Vrai] Al'aide de deux intégrations par parties successives, on obtient : K = e"—1—4K
e"—1
et donc K = =

O [Faux]I+J=e"etlI—J =K.

T—1
O [Faux]I= e

10

T+1
O [Faux]J:4e b .

10

Explications: Deux intégrations par parties successives, avec u = cos(2x) et v = e* et ensuite
avec u = sin(2x) et v = e*, donnent

e™—1

T
K:e“—1+2f e*sin(2x)dx =e"—1—4K =K =
0

A l'aide des relations cos? x + sin®x = 1 et cos? x —sin® x = cos(2x), on obtient :

3(e™—1 2(e™—1
I+J:e“—1etI—J=K:>I:(eT) et J:(eT)_
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Question 262

X sin x sin x . . . .
On pose I = ———dxetJ = —  —dx. Parmi les affirmations suivantes,
1+ cos2 x o l+cos?x
cocher celles qui sont vraies :
1
. . dt T
[0 [Vrai] Le changement de variable t = cos x donne J = T+ 2 =5
-1

[0 [Vrai] Le changement de variable t = 7 —x donne I = wJ —1I.

2
O [Faux]I —J x dx. J sin.x s

1+cosx 2
O [Faux]I=—
[Faux] %
Explications: Avec t = cosx = dt = —sinx dx, on obtient :

1
de 1 b

J= = [arctan t] = —.
142 -1 2

Avec t = T — x = dt = —dx et puisque sin(7t — t) = sint, on obtient :

O(R—t)sint "(n—1t)sint
I=— ——dt = ——dt=nJ—1I.
14 cos?t o l+cos?t
2
T T
On en déduit que : [ = EJ = R

Question 263
6x +8
Soit f(x) = X . Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
(x+3)(x2—4)
b
O [Faux]La décomposition en éléments simples de f ala forme : f (x) = . .
x+3 x2—4
. . ) (4—x2)
[0 [Vrai] Une primitive de f sur ] —2,2[ est donnée par F(x) =1In 137
X
' 3
O [Vrai] J f(x)dx =3In-.
0 4
T2 (8+6cost)sint 3
O [Vrai] dt =3In-.
(3+cost)(cos2t—4) 4
— 1 e g
Explications: On vérifie que : f(x) = + el Dong, par linéarité,
x
(x 2—4)
dx =In +k, keR.
J f(x) ' 3y

A1r151f f(x)dx—?)lnz Avec x =cost,ona:dx =—sintdt, x(0)=1, x(n/2)=0et

Jn/z (84 6cost)sint ' 6x +8
0

3
(34 cost)(cos? t —4) o (x+3)(x2—4) * "4
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Question 264
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 [Vrai] Le changement de variable t = cos x donne

w2 dx [ de
/3 sinx(1+cos2x) o (A—t)(1+1¢2)

4 _ 1 .12
(1—t2)(1+t2) 1—t 14t 1+¢2

O [Vrai] VteR\ {-1,1},

0 [Faux] Une primitive de

1+t
sur |—1,1[ estIn| —— |+ 2arctant.
G bl ()

w2 dx 1
O [Faux] - =1In3+ 2arctan —.
/3 sin x(1 + cos? x) 2

Explications: Avec t = cosx = dt = —sinxdx,ona: t(n/3)=1/2, t(n/2)=0et

JR/Z dx _JR/Z sin x dx . fl/z dt
/3 sinx (1 + cos2 x) /3 (1 —cos2x)(1+ cos?x) o (1—t2)(1+t2)°

4 1 1

= + + . Donc
1—t2)(1+¢t2) 1—t 1+t 1+t

Op Vt e R\ {—1,1},

w2 dx 1 1+t 1 1/2 1 1
- =|—-In——+ —arctant = —1In3+ —arctan —.
/3 sinx(1 + cos? x) 4 1—t 2 0 4 2 2

Question 265

2
Soit f la fonction définie par f(x) = 5-On pose I = J f(x)dx. Parmi les affirma-
0

_ 1
(4+x2)

tions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2 2
O [Faux]Ona:§<IetI>Z.

1
dt
[0 [Faux] Le changement de variable x = 2t donne I = —_
o (1+1t2)2

1 t 1t boae
Vrai] I = — [ }+ .
O [vrai] 16( 1+e2o L 1+t2)

2+ 7
O [Vrai]l = ——.
[ ] 64
Explications: P 2 -1< <1D 2<[<2
xplications: Pour tout x € [0,2], on a : = < f(x) < = onc zSisg
1 1
2dt 2 dt
Le changement de variable x =2t donne [ = | ———==— | ———.
o (4+4t2)2 42 | (1+t2)2
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1
o de
En intégrant f T+t 5 par parties avec u =

_1[ t ]1+ bodr _2+n:>1_2+77:
(1+t2)2_2 1+e2do ), 1+t2) 8 64

5 etv=t,on obtient :

Question 266
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
O [Vrai] Le changement de variable t = \ X donne :
\ ' 1+ X4 " 4edr
1— x (t2+1)2°

°dt T

O [F =—.

O [Vrai] ¢ _a —[ ‘ ]ﬁ+ ﬁ—ZtZdt
t2+1 L1+¢2 L (2+1)2

1
O [Faux]J \1+§ +1.

t2—1 . 4tde
,ona:x= .Doutdx=—"—¢
1—x t2+1 (t2+1)?

1'1+x 4t2dt
1—x t2+1)2

Une intégration par parties avec u =

Explications: Avec t =

et v =t donne

t2+1

e _[ t }ﬁ+ 7 2e2de
S R = L (2+1)2

Question 267

dt ‘ dx
Soit n € N*. On note F,(x) = f ——et], = f ——; - Parmi les affirmations
o (£2+1)n x(ln x+1)
suivantes, cocher celles qui sont vraies :
X

x t2dt

O [Vrai] Fn(X)=m+2” . (2 + 1)+
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0 [Faux] F,(x) = arctan x et F,(x) = (arctan x)°.

O [Vrai] Le changement de variable t = Inx donne I,, = F,(1).

O [Faux] I, = T et I, = (E)Z.
4 4

Explications: Une intégration par parties, avec u = (t>+ 1) ™" et v = t, donne

F(x)—L+2n Xt—zdt
T (24 1) o (E2+ 1)

X

En écrivant t2 = (t?+ 1) — 1, on obtient : F,(x) = e + 2nF,(x)—2nF,,,(x). Dot
Fp(x) = — [L +(2n—1)F (x)]
MU o [ (k2 4+ 1)n . ’

N 1 X
En particulier, F;(x) = arctanx et F,(x) = 5[ 211 + arctanx]. Le changement de va-
X
s 1 =
riable t =Inx donne I, = F,(1). On en déduit que I, = arctan1 = 2 etl, = 2 + Py

Développements limités

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

8 Développements limités

Soit a € R et f une fonction. On dit que f (x) est un o ((x —a)") au voisinage de a et on écrit

f(x)=o((x—a)") si lim % = 0. On note par DL,(a)f (x) le développement limité
x—a (x —a)n

de f a Tordre n en a. On note aussi DL,(a*)f (x) (resp. DL,(a™)f (x)) le développement
limité de f a 'ordre n a droite en a (resp. a gauche en a).

8.1 Opérations sur les DL | Niveau 1

Question 268
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant O telle que f(0) = O et
DL,(0)f(x) = x + x*+ o(x*). On peut en déduire que :

O [Vrai] f est continue en 0, dérivable en O et f'(0) = 1.
O [Faux]Si f est 2 fois dérivable en 0 alors f®(0) = 1.
O [Faux] DL,(0)f(2x) = 2x + 2x* + o(x*).

O [Vrai] DL,(0)f (x?) = x?+ x*+ o(x*).
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Explications: On a : lir% f(x) = 0 = f(0). Donc f est continue en 0. L’existence du DL
X

a l'ordre 1 en O implique que f est dérivable en O et si f est 2 fois dérivable en O alors
£@(0) = 2. Enfin, DL,(0)f(2x) = 2x + 4x% + o(x*) et

DLg(0)f (x*) = x?+ x*+ 0(x®) = DL,(0)f (x*) = x* + x* + o(x*).

Question 269
Soient f et g deux fonctions telles que :

DL;(0)f(x) =x + x>+ 0(x*) et DL;(0)g(x)=—x + x>+ o(x?).

On peut en déduire que :
O [Vrai] DL,(0) [f () + g(x)] = o(x?).
O [Faux] DLy(0)[f (x) — g(x)]=o(x?).
O [Vrai] DL,(0)[2f (x) + g(x)] = x + o(x?).
O [Faux] DLg(0)f (x) x g(x) = —x% + x% + o(x5).

Explications: Découle des opérations sur les DL en remarquant que la somme ou le produit
de deux DL du méme ordre donne un DL du méme ordre.

Question 270
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1

O [Vrai] DL3(0)1— =14+x+x2+x3+0(x%).
—X
1

O [Faux] DL3(0)1— =1—x+x2—x3+0(x%.
—X

O [Faux] DL3(O)1L =x—x%+x3+o(x?).
—X

1+
O [Vrai] DL3(O)1—X =1+ 2x +2x% 4+ 2x3 + o(x?).
—x

Explications: On a le DL usuel suivant : =1+x+x*+ x>+ 0(x*®). On en déduit que

1—x

=x(1+x+x2+x3+0(x®)) =x+x%+ x>+ 0(x?)

1—x

et
1+
N X =(1+x)Q+x+x2+x3+0(x®)=1+2x +2x% +2x3 + o(x%).
—x

Question 271
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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3
O [Vrai] DL;(0)sinx = x — % +o(x?).

x? X3
O [Faux] DL;(0)e* = x + > + < +o(x?).
2
O [Faux] DL,(0)(sinx +e*) = 2x + x? +o(x?).
X3
O [Vrai] DL;(0)(sinxe®) = x + x* + — + o(x?).
X3 3 2 x3
Explications: On a : sinx = x — < +o(x*)ete*=1+x+ 5 + < + o(x*). Donc

2 3
DL,(0)(e* +sinx) =1+ 2x + % +0(x®) et DLy(0)(sinxe*) = x +x*+ % +o(x?).

Question 272
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

2
O [Vrai] DL;(0)cosx =1— % +o(x?).
x? x3
O [Faux] DL;(0)e* =1+x+ 5 + 3 + o(x?).
3

O [Faux] DL;(0)(cosx +e*) =2+ x + % +o(x?).

3
O [Vrai] DL;(0)(cosxe*)=1+x— 4 o(x®).
x23 x?  x3
Explications: On a : DL;(0)cosx =1— 5 +o(x*) et DL,(0)e* =1+ x + 5 + < +o(x®).

3 3
Donc DL;(0)(cosx +e*) =2+ x + % +o0(x®) et DL,(0)cosxe* =1+ x — X? +o(x?).

8.2 Opérations sur les DL | Niveau 2

Question 273
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] DL,(0)sin(2x) = 2x — %3 +o(x?).
O [Vrai] DL,(0)sin (g _ x) —1— %2 +o(x?).
O [Vrai] DL,(0)cos(sinx)=1— %2 +0(x?).

2
O [Faux] DL;(0)cos(x —x?)=1— % +o(x?).
4_ 3
Explications: Le DL5(0)sin(t), avec t = 2x, donne : DL;(0)sin(2x) = 2x — % + o(x?).
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2
. . T X . . .
Ensuite sin (5 —x) =cos(x) =1 iy +0(x?). Enfin, en posant t = sin x et puis t = x — x?

dans le DL5(0)cos(t), on obtient :

x? x?
DL,(0)cos(sinx) =1— 5 +0(x?) et DLy(0)cos(x —x*)=1— Y + x3 4+ o(x®).

Question 274
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] DL,(0)v2+x=1+ HTX +o(1+ x).
O [Faux] DL,(0)V4 +x =2+ g +o(x).

O [Vrai] DL;(0)v'1+2x =1+ x + o(x).
O [Vrai] DL,(0)v1—3x =1 —x —x%+ o(x?).

Explications: D’abord, V2 + x = v/2 x ‘/ 1 +§ et V4+x = V4 x ‘/ 1+ z Ensuite, on ap-
t
plique le développement DL;(0)v1+t =1+ > +o(t) avec t = g, t = % et t = 2x. Enfin,

1
on applique le développement DL,(0)(1 + t)* avec a = 3 et t =—3x.

Question 275
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Faux] DL,(0)(8 +3x)%% =4+ 2x + o(x).
O [Vrai] DL,(0)1/vV1—2x =14 x + o(x).
O [Vrai] DLy(0)vV/1+3x3 =1+ x3 + o(x?).
O [Faux] DL,(0)V3 +x =1+ % +0(x).

Explications: On a :

3x

2/3 23
(8+3.7C)2/3:82/3 (14—?) :4(1+§ X

§+o(x))=4+x+o(x)

et
3

1 3
Vrrx= A1+ = V3(14 25 40t | = V34 Lxt o)
. : « 1 . 1 3
Enfin, applique le DL,(0)(1+t)* avec a = —3 et t = —2x, ensuite avec a = 3 et t =3x°.

Question 276
Les égalités suivantes portent sur des développements limités en 0. Cocher celles qui sont
vraies :
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O [Faux]In(1+2x)=2 (x — x?z + o(xz)).

O [Vrai] In(1—2x) =—2x —2x? + o(x?).
4
O [Vrai] In(1 + x?) = x> — % +o(x™M).

4
O [Faux]ln(l—x2)=— [xz — % + o(x4)].
t2
Explications: On applique le développement : DL,(0)In(1+t) =t — B +o(t?) avec t = 2x,

t =—2x, t = x? et enfin avec t = —x2.

Question 277
Les égalités suivantes portent sur des développements limités en 0. Cocher celles qui sont
vraies :

O [Faux]In(1+e*)=1+x+ o(x).

O [Vrai] In(cosx)=—x?/2+ o(x?).

O [Faux]In(1 +sinx) = x + o(x?).

O [Faux] In(1 —x*)—In((1+x)?) = o(x).

Explications: On a :

In(14+e)=In(2+x+o0(x))=In2+ g + o(x)

x? x?
In(cosx) = ln(l Y + o(xz)) = +o(x?),

In(1+sinx) =1In(1+x+o0(x?))=x—x?/2+0(x?)
et enfin

In(1—x*)—In((1+x)?) =In(1 —x*) —In(1 +2x + x*) = —2x + o(x).

Question 278

On rappelle que tanx = sin(x)

. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont
cos(x)
vraies :
. 1 x? 3

O [Vrai] DL3(0)——= =14+ — 4+ o(x°).

cos(x) 2
1 2

=1-2 4 o(x?).
cos(x) 2
3

O [Vrai] DL;(0)tan(x) = x + % +o(x?).

O [Faux] DL4(0)
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2 3
O [Faux] DL;(0)tan(x) =x — % + o(x?).
1 2
Explications: On utilise DL3(0)1—+t =1—t+t?—t340(t?) avec t = cos(x)—1 = %+o(x3).

1 2
Onobtient : DL4(0)——= =1+ i +0(x?). Ensuite, on effectue le produit sin(x) x :
cos(x) 2 cos(x)

DL,(0)tan(x) = x + %3 +o(x?).

Question 279
Soit f(x) = arcsin(x) et g(x) = arctan(x). Alors

O [Vrai] DL,(0)f'(x)=1+ XEZ + o(x?).
O [Faux] DL,(0)g’(x) =1+ x?+ o(x?).
O [Vrai] DL;(0)f(x) = x + %3 +o(x?).
O [Faux] DL;(0)g(x)=x + %3 +o(x?).

1

14 x2
Par intégration, et puisque arcsin(0) = 0 et arctan(0) = 0, on obtient :

2
Explications: Ona: f'(x)=(1—x?)""Y?=1+ % +o(x*) et g'(x) = =1—x*+o0(x?).

DL;(0)f(x)=x+ %3 +o(x®) et DL;(0)g(x)=x— %3 +o(x?).

8.3 Opérations sur les DL | Niveau 3

Question 280
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] Pour obtenir le DL,(0)v2 + t, on écrit :

«/2+tz\/1+(1+t):1+(1;rt)—(1zt)2+o((1+t)2).

O [Faux] Pour obtenir le DL,(2)+/x, on écrit :

ﬁ:,/1+(x—1)=1+(";1)—("_1)2+o((x—1)2).

8
O [Vrai] DLZ(O)% =t— %tz +o(t?).
O [Vrai] DLz(l)lnTx =(x—1)— 3x—1)° +o((x —2)).
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Explications: Pour obtenir le DL,(0)v/2 + t, on écrit :
t t t? ;
V2+t=+2 1+§:«/§ 1+Z—3—2+o(t ).

Pour obtenir le DL,(2)+/x, on pose t = x — 2. D’ou

e=vari= a1+ COD O ooy

In(1+t t2 3t2
Ona: % = (t— 5 + o(tz)) (1—t+2+o(t?))=t— > + o(t?). Enfin, en posant

t =x—1, on obtient :

Inx In(1+1¢) 3t2 ) 3(x —1)? 2
— — -2t =(x—1)-2—"21 —1)3).
. - t 5 +o(t)=(x—1) 5 +o((x—1)%)
Question 281

Les égalités suivantes portent sur des développements limités au voisinage de +00. Cocher
celles qui sont vraies :

1 1 1 1
O [Vrai] DLy(+00)sin—=————+o0 (—)
X X

6x3 x3
1 1 1
O [Faux] DL,(+o0 =1——+of = .
[ IDL )1+x2 x2 (xz)
+1 1 1 1
O [Vrai] DL,(+00)In> =———+o(—).
X x 2x2 x2
1 1 1 1
O [Faux]DL,(+o0)——=1——+—+o0o| —|.
[ 1Ly )1+x x x2 (xz)

Explications: Pour écrire un DL(+00) de f(x), on écrit un DL(0") de g(t) = f(1/t). Ainsi

t3 1 1 1 1
sin(t):t—€+o(t3):DL3(+oo)sin—=———+o( )
X X

6x3 x3
L e t>+o(t*) = DL,(+00) ! ! + (1)
= = o =—+4o0|— .
1+1/t2 1+t2 2 1+x2  x2 x2
1/t+1 t2 x+1 1 1 (1)
In =In(1+t)=t—— +0(t?) = DL,(+o0)In =—— 4ol =1|.
( 1/t ) ( ) 2 () 2( ) b x 2x2 x2
1 t s 11 1 (1)
= =t—t*+o0(t*)= DL,(+00 =———+o|—=].
1+1/t 1+t (9 2 )1+x x  x2 x2
Question 282

Les égalités suivantes portent sur des développements limités au voisinage de +o0. Cocher
celles qui sont vraies :
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1
O [Vrai] sin(
1+x

1
O [Faux] cos(
1+x

X 1 1 1
Vrai =—+4+— — .
O [ral]xz__1 x+x3+o(ﬁ)

O [Faux]ln(1+ X 1):1+o(i).

X2 —

Explications: Pour écrire un DL(+00) de f(x), on écrit un DL(0") de g(t) = f(1/t). Or

sin(1 +11/t) = sin(%ﬂ) =sin(t — >+ o(t?)) =t — t* + o(t?)

1 t t2
cos( ) = cos(—) =cos(t—t?+ 2+ 0(t?))=1——+ >+ 0o(¢t?),
1+1/t 1+t 2

1 2
t t 3 3 ( ) 2 t 2
= =t+t°+o(t’)=>In(1+ =In(l+t+o0(t?))=t——+o(t*).
-1 1-¢2 (& 1—¢t2 ( () 2 ()
Donc
()= wro(a) =(ns) s re(s)
1 = - —_ 1, =] —— —_— — 1,
1+x x  Xx2 x2 1+x 2x%  x3 x3
X _1+1+ (1) 1n(1+ X )_1 1 (1)
x2—1 x x3 x3)’ x2—1) x 2x2 x2
Question 283
In(1 + x + x?
Soit f(x) = % Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
+2x —

2
O [Vrai] DL,(0)In(1 +x + x2) = x + % +o(x?).

O [Vrai] DL,(0)(vV1+2x—1)=x— %2 + o(x?).

O [Faux] DL,(0)f(x)=1+x+ %2 + o(x?).

O [Faux] DL;(0)[xf(x)]=x+x*+ x; +o(x?).

Explications: Pour écrire le DL,(0)f (x), il faut écrire les développements limités du numéra-
teur et du dénominateur a 'ordre 3 en 0. Ensuite effectuer la division suivant les puissances
croissantes a I'ordre 2. On aura :

DL,(0)f(x)=14+x— ZTxZ + o(x?).

2 3
En multipliant par x, on obtient : DL;(0)xf(x) = x + x* — % +o(x?).

131



Question 284

. 1 1 . . . .

Soit f(x) = —— et g(x) = ————. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles
i 1+sinx 1+ cosx

qui sont vraies :

O [Vrai] DLy(0)f(x) =1—x +x%+ o(x?).

O [Faux] DL,(0)g(x)=1— XEZ + o(x?).

O [Faux] DL,(0)[f(x)+g(x)]=2—x+ %2 + o(x?).

O [Vrai] DLZ(O)M =2—2x+ 37362 + o(x?).

g(x)
1
Explications: Le DL2(O)1—+t =1—t+t*+o0(t?) avec t = sinx = x + o(x?) donne :

DL,(0)f(x)=1—x + x>+ o(x?).

. _ 1 1 . _cosx—1  x? 5
Ensuite, on transforme g(x) : g(x) = EW Ainsi, avec t = 5 -2 +o(x?),
2
. 1 x* , .
on obtient : g(x) = > + ry + 0o(x*). On en déduit que

f(x)+g(x):§—x+9?xz+o(x2) et%=2—2x+37xz+o(x2).

Question 285
Soit f(x) =In[1+sinx] et g(x) =In[1+ cosx]. Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :

O [Vrai] DL,(0)f(x)=x— %2 + o(x?).

O [Faux] DL,(0)g(x)=1— X; +o(x?).

O [Faux] DL,(0)[f(x)+g(x)] =1+ x —x%+ o(x?).

O [Vrai] DL,(0)f(x)g(x) = In(2)x — + o(x?).

l_2
Explications: Le DL,(0)In(1+t)=1t— B + 0(t?) avec t = sinx = x + o(x?) donne :

DL,(0)f(x)=x— %2 + o(x2.

—1 —1
Ensuite, on transforme g(x) : g(x) =In [2 (1 + %)] = In(2) + ln(l + %)
-1 2
Ainsi, avec t = % = _x? + 0o(x?), on obtient : g(x) =In(2)— XZ + o(x?).
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Question 286
1
Soit f(x) = arctanx. Pour t # 0, on pose g(t) = f (?) Parmi les affirmations suivantes,

cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux]Pour t>0,ona: g(t)= g + arctan(t).

O [Vrai] Pour tout x > 0, g'(t) =

1+t2

O [Faux] DL,(0")g(t) = —t + %3 +o(t%).

1 1 1
O [Vrai] DLy(+00)f (x) = g— Stgto (;)

.. 1 U
Explications: Pour t > 0, on a : g(t) = arctan (?) =5 arctan(t). Donc

gt)y=— =—1+t*+0(t?)

14t2

3

T t
et, par intégration, DL,(07)g(t) = 77 t+ 3 + o(t?®) car arctan 0 = 0. Ainsi

DL(+o0)f(x) = - L4 L +o(i).

2 x 3x3 x3

Question 287
Soit f(x) = ™" et g(x) = e“°*. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont
vraies :

O [Vrai] DL;(0)f(x)=1+x+ XEZ +o(x?).
O [Faux] Pour tout x € R, f'(x) = g(x).

/

2
O [Faux] DL,(0)g(x) = (1 +x+ 5 + o(xg)) =14 x+o(x?).

2
ex
O [Vrai] DL,(0)g(x) =e— — + o(x?).
2x3 2 u3
Explications: Avec u = sinx = x — 3 +o(x})etet=14+u+ > + 3 + o(u®), on obtient

DL;(0)f(x)=1+x+ %2 +o(x?).

2
X 2
Or g(x) =e.e®* ! Donc, avec u = cosx —1 = -5 +o(x¥)etet =14+u+ 5+ o(u®), on

e.x?
obtient : DL,(0)g(x)=e— - + o(x?).

Question 288
Soit f(x) = ln(

x—1 ) Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
e —
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. x? , x x  x? 5
O [Faux] DL,(0)(e*—1)=x+—+o0o(x*) et DL,(0)—— =1——=+ — + o(x?).
2 ex—1 2 4
2
O [Vrai] DL,(0)In(1 +u) = u— ”5 +o(u?).

O [Faux] DL,(0)f (x) = —g + %2 +o(x?).

O [Vrai] DL,(0)f (x) = —% +0(x).
2
Explications: On a : DL,(0)(e* —1) =x + x? + 0o(x?) et donc

b'e b'e 1 b'e
= > = P =1——+o(x).
ex—1 x+%+o(x2) 1+§+O(X) 2

Pour écrire le DL,(0)
x

ex—1

x
P il faut considérer le DL,;(0)(e* — 1). Maintenant, avec u =
e —_—

x
—1= -5 + o(x), on obtient

ln(exx_l) =In(14+u)=u+o(u)= —g + o(x).

Question 289
Soit f(x) = (1 + x)"*. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
In(1+ 2
In(1 +x) =1-2 4+ 4 o(x2).
2 3
2

O [Faux] DL,(0)e'*™"=1+u+ uE + o(u?).

O [Vrai] DL,(0)

5 3x? ;
O [Faux] DL,(0)f(x) = 57 2x + - +o(x?).
e 11e

O [Vrai] DL,(0)f(x)=e— 2% + ﬂxz + o(x?).
In(1 + 2
Explications: Le DL(0)1In(1 + x) donne : DLZ(O)u =1- % + % + o(x?).
X x
Ensuite, e!™ =e.et =e. (1 +u+ ”2—2 + o(uz)). Ainsi, avec u = —= + — 4 0o(x?), on obtient :
2 3
1_£+ﬁ+0(x2) e 116 2 2
x)=e 2773 =e——x+—x*+o(x?).
f() “x+ x4 o(x?)
Question 290
Parmi les assertions suivantes, cocher celles qui sont vraies :
In(1 + x)

2
X X
1+ =+ =+o0(x?).

O [F DL,(0)————=
[Faux] DL,(0)~ —2° =1+ + 3
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e¥—1 2

x
F DL — =1 — ).
O [Faux] 2(0)ln(1+x) +x+ 7 + 0(x?)

2 4
O [Vrai] DL,(0)In(1 + xsinx) = x*— % +o(x*).

4
O [Vrai] DL,(0)arcsin (In(1 + x%)) = x*— x? +o(xH).

Explications: Le division suivant les puissances croissances du DL,(0)In(1 + x) par x — x?

donne | )
n(l+x x 5x
DLZ(O)Q =14=+"—+o0(x?).
X — x2 2 6
Le division suivant les puissances croissances du DL;(0)(e* — 1) par le DL;(0)In(1 + x)

donne )

=1+x+%+o(x2).

e*—1
In(1+ x)
4
X
Ensuite, avec u = x sinx = x* — < +o(x*) et In(1 + u) = u—u?/2 + o(u?), on obtient :

DL,(0)

2 4
DL,(0)In(1 + x sinx) = x*— % +o(xM).

4

' X _ 3 .
Enfin, avec u = In(1 + x?) = x? — 5 +o(x*) et arcsinu = u+ % + o(u*), on obtient :

4
DL, (0)arcsin (In(1 + x?)) = x> — XE +o(x*).

Question 291
Soit f(x) = arctan(1 + x) et g(x) = arctan(cos x). Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :

O [Vrai] DL,(0)f'(x) = % _ g + XZZ +o(x2).
O [Faux] DL,(0)f (x) = % - xzz + ;‘—; +o(x?).

x2 3
O [Vrai] DL;(0)cosx =1— 5 +o0(x®) et DLy(0)arctanu = u— % +o(u®).

x? 1 x? °
O [Faux] DL;(0)g(x) = (1 ——+ o(x3)) ——(1——+ o(x3)) +o(x?).
12 1 3 2 1 x " x?
Explications: Ona: f'(x)=————==-x————— =-—=4+"_ 4 0(x?). Ce qui par
P f()1+(1+x)221+x+%2224 (x"). Ce quip
intégration, puisque f(0) = /4, donne

2 3

T X Xx* X
DL;(0)f(x)=—=+=——+=—=+0(x?).
SO ()= T+ =T+ Ttolx?)
2
. X 3
Ensuite, avecu=cosx—1=—?+o(x ), on aura :
() =arctan(1+1) = Z+ L L 4oty = Eo X 4 o0
gL ~2727 % 2 2 '
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8.4 Opérations sur les DL | Niveau 4

Question 292

, “In(1+1) In(1 + x)
Soit f(x) = ——~dt et g(x) = —————=. Alors
fe= g dretel=" ==

O [Vrai] DL,(0)g(x) = x — x*+ o(x?).
O [Faux] f’(x) ne posséde pas de DL(0).
0 [Faux] f(x) ne possede pas de DL(0).

2 XB

D[WMD%@ﬂﬂz%—§+dﬁ)

Explications: Ona: f'(x) = g(x) et DL,(0)g(x) = x —x?+0(x?). Par intégration, et puisque

f(0) =0, on obtient :
32 3

D%@ﬂﬂz;—%+dﬁ)

Question 293
Soit f(x) = (1 +x)" Y, Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] DL,(0)In(1+x)=x— %2 +o(x?) et DL,(0)(e*—1)=x + %2 + o(x?).

In(1+x)
ex—1
O [Faux] DL,(0)f(x) = e.e /200" — o _e x + e.x2 + o(x2).

O [Vrai] DL,(0)f(x)=e—e.x + %xz + o(x?).

2
O [Faux] DL,(0) 1—x+ x? + o(x?).

In(1+
Explications: On a : f(x) =exp n(x—lx) . Donc, pour écrire le DL,(0)f (x), on utilise le
e —
DL4(0)In(1+ x) et le DL4(0)(e* —1). La division suivants les puissances croissantes donne
In(1+ 2x?
DLz(O)n(x—x) =1-x+ % +0(x?).
e —

2 2
) u . 2x )
Ensuite, avec e!™* = e.e' =e. (1 +u+ ) + o(uZ)) olu=—x+ = + 0(x?), on obtient :

f(x)=e—ex+ %xz + o(x?).

Question 294
1
Soit f(x) = Vx2 4+ x— v/x2—1. On considére la fonction g définie par g(t) = f (?) Parmi

les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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1+t—+/1—1t2 1 3t
O [Faux]Pour0<t<1,g(t)= v " v et DL,(0M)g(t) = > + 5 +o(t?).

1 3 1
O [Faux] DL,(+00)f(x)==+ —+o(—).
2 8x x2
1 3 1 1
Vrai] DL =+ = —
O [Vrai] DLy(+00)f (x) 2 8 +16x2 O(XZ)
1 3 1 1
Faux] DL,(— =--= — .
O [Faux] DL,(—o0)f (x) 2 8x+16x2+0(x2)
1 1 1 1+t—+v/1—1t2
Explications: On a : g(t) = —+——\J——1:‘/ +t—y .Donc, pour 0 < t <1,
t2 ot t2 t]
Vi+t—v1—1¢2 1 3t
t) = = DL,(0")g(t ——+—+—+ t?
8() : JONg(O) =5+ + = +o(e).
Ainsi : DL (+o<>)f(x)—1 i+ ! +0(1)Pour—1<t<0
2 2 8x 16x2 x?
Vite—+vV1-—1¢2 1 3t ¢t
t) = = DL,(0)g(t) =—=——— oo
8(0) — 2(0)g(0) = =5 — = ——+o(t?)

1 3 1 1
D’ol, DL,(—00 = — — +ol = ).
ot 2( )f (x) 2 8x 16x2 © (xz)

Question 295
Soit f(x) = arctan( X
X +

affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

1
1 ) On considere la fonction g définie par g(t) = f (?) Parmi les

1 t
O [Vrai]Pour0<t, g(t)= g —arctan(1+ t) et DL;(0)g’(t) = —3 + > +o(t).

O [Faux] DL,(0")g(t) = —é + %2 +o(1?).

O [Faux] DL,(+00)f(x) = —% Ttz to (lz)

1
O [Vrai] DLy(+00 =———+—+
[Viai] DL,(+00)f (x) = T — L+ o(x )
Explications: Pour 0 < t, on a : g(t) = arctan —) = — —arctan(1+t) et
—1 —1 1 1
g'(t)= =—=+= +o(t)

_— _X—
1+(1+1t)? 2 1+(t+1t2/2) 2 2

. . . (i .
Par intégration, et puisque arctan1 = e on obtient :

DL,(0")g(t) =7 — S+ ; 1 o(t?) = DLy(+00)f (x) = - % + % +o (é)
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Question 296
2

+1 1
Soient f et g telles que f(x) = X 1 ln(x ) et g(t)=7f (?) Parmi les affirmations
x— X
suivantes, cocher celles qui sont vraies :
In(1+¢
O [Vral] g(t) = %

O [Faux] DL,(0)g(t) =1+ é + ‘; +o(t?).

O mmﬂD%mXHNUQﬂ—1+i+§%+O(;)
O Wmﬂpgam}aﬂfWN—P+1+£L+ (t)
In(1+¢) i xt *

5t
1+=+ e + o(t?). Donc

Explications: D’abord g(t) = =
xplications: D’abord g(t) Y 2

1 5 1
DL,(+00)f(x)=1 + + o2 +o0 (xZ)

8.5 Applications des DL | Niveau 1

Question 297
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

—1
O [Vrai] im —
=0 /14 x—
—V1+2
O [Faux] lim ¥ =1
x—=0 In(1+ x)
1—cos 1
O [Vrai] lim —2x ==
x—0  sin®x 2
O [Faux] lim € TCOSXTX _ o
x—0 x2

Explications: On a : DL,(0)e* —1=x+o(x) et DL,(0)(¥1+x—1) = % + o(x). Donc

DLy (0)——t =24 o(1) = lim ——
= 0
T VTFx—1 —w¢1+x
De méme, DL,(0)(e* — v 1+ 2x) =o0(x) et DL,(0)In(1 + x) = x + o(x). Donc
Vi+2 V142
DLO(O)—X =0(1) = lim £ TvoTex
In(1+ x) x—=0 In(1+ x)
. x? ) .y 5 ) l—cosx 1
Ensuite, 1 —cosx = Y + o(x?) et sin“x = x* + o(x"). Dot ——— = > +0(1). On en
sin® x
déduit la limite en 0. Enfin,
X __ _ X __ -
e’ —cosx —x = x*+o(x?) = € TS TX 1+o(1):>limw =1.
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Question 298
Soit f(x) =
sont vraies :

O [Vrai] DL,(0)g(x) = % _ g +o(x).

O [Faux] f(1+x) = g(x) et DL,(1)f (x) = %— % +o(x).

ot (X)_ln(1+x)
x2—1 o8 T e

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui

O [Faux] lirr% f (x) n’existe pas.
1
O [Vrai] lin}f(x) =3
Explications: Les développements a I'ordre 2 en 0 de In(1 + x) donne :

DL,(0)g(x) = % - % +0o(x) = DL,(1)f (x) = % _x—1

+o(x—1)

car f(x)= g(x —1). Enfin, )lciir%f(x) = )lcii%g(x) = %

8.6 Applications des DL | Niveau 2

Question 299
Parmi les égalités suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] lir%(l +x)Y*=1.

O [Vrai] lirr(l) (cos x)V/ s =
X—

-

1 1
O [Vrai lim( — —) =
[Vrai] -0\ sinx x2
cosx —+v1—x2
O [Faux] lim —
x—0 x2sin“ x

In(1+x) 11‘1 ]. +X
1/x — e+ ot ( )

W

n’existe pas.

Explications: On a : (1 + x) =1+ 0(1). Donc

In(1+x) 1/x

e = =e+o(1):>lir%(1+x) =e.
X

A 1/si 2 in2 .
De méme, (cosx)Y 0¥ = gln(cosx)/sin*x O in2 = x2 4+ o(x?2) et

In(cosx) =In (1 — %2 + o(xz)) = —X; + o(x?).

Donc In ) )
n(cos x _ L ~
———= =——+0(1) = lim (cos x)"/*" ¥ =/,
sin” x 2 x—0
. 1 1 x?—sin®x . x4
Ensuite, —— — — = —————, etle DL,(0)sin® x = x> — — + o(x*) donne
sin“x X2 x2sin“ x 3

1
2 2 §

2 s 2
— 1 1 1
DLO(O)x.ﬂ :—+o(1):lim( - ——):
x2sin” x 3 =0\ sin“x Xx2
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2 4 x2 4

x? x X
Enfin, cosx:1—5+2—4+o(x4), \/1—x2:1—?—§+o(x4) et x2sin®x = x*+o(x*).
Donc

cosx—vV1—x2 x*/6+o0(x?) 1 cosx—v1—x2 1

= =—+40(1) = lim =—.
x2sin? x x4+ o(x%) 6 ey x>0 x2sin?x 6

Question 300
Soit f telle que f(x) =

e¥—1

2
f au point d’abscisse 0 lorsqu’elle existe. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui
sont vraies :

si x # 0 et f(0) = 1. On note T, la tangente au graphe de

2
O [Faux] DL,(0)f(x)=1— % + % +o(x?).
[Vrai] lirr(l) f(x)=1et f est continue en 0.

O

1
O [Vrai] f est dérivable en 0 et f'(0) = —5-
O

X
[Faux] T, est la droite d’équation y =1 — ) et le graphe de f est en dessous de T,
au voisinage de 0.

Explications: Pour écrire le DL,(0)f (x), on utilise le DL;(0)(e* —1). La division suivant les
puissances croissantes donne :

DL,(0)f(x)=1— g + %‘2 +0(x?).

Ainsi lin(qj f(x)=1et f est continue en O et, puisque f admet un DL,(0), f est dérivable en
X
2x?
0. De plus, T, est la droite d’équation y =1 —g et puisque f(x)—y = = +0o(x?)>0au

voisinage de O : le graphe de f est au dessus de T, au voisinage de 0.

Question 301
x
Soit f(x) = —7——
f( ) X2 +2x +2 ) ) ) )
d’abscisse —1. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Vrai] DL;(0)g(x) =1—2x +2x> +o(x?).

0 [Faux] T est la droite d’équation y = 1 — 2x et le graphe de f est au dessus de T au
voisinage de —1.

2
et g(x) = f(x—1). On note T la tangente au graphe de f au point

O [Faux] T est la droite d’équation y = 1—2x et le graphe de f est en dessous de T au
voisinage de —1.

O [Faux] T est la droite d’équation y = 1 — 2x et le point d’abscisse —1 est un point
d’inflexion.
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1—2x + x?
1+ x2

DLy(—1)f (x)=1—2(x+ 1) +2(x + 1)* + 0o ((x + 1)*).

Explications: D’abord g(x) = =1—2x +2x> +0(x*®). On en déduit que

Donc T est la droite d’équation y = 1 —2(x + 1) et le point d’abscisse —1 est un point
d’inflexion.

Question 302
Soit f(x) = x —sinx. On note T, la tangente au graphe de f au point d’abscisse 0. Parmi
les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] DL;(0)f (x) = %3 +o(x?).

O [Faux] T, est la droite d’équation y = 0 et f admet un extrémum en O.
O [Vrai] Le point d’abscisse 0 est un point d’inflexion.

fl) -, .
—2 nexiste pas.

O [Faux] lim
x—=0 X

3
Explications: Le DL4(0)sinx donne DL;(0)f (x) = % + o(x?). Donc T, est la droite d’équa-

tion y = 0. Or, au voisinage de 0, on a :
3
x
)=y == +o(x).
Ce qui implique que le point d’abscisse 0 est un point d’inflexion. Enfin,

lim fx) = lim (% + o(x)) =0.

x—0 xz x—0

Question 303
1
Soit f(x) = xln( ) On note I le graphe de f et on pose g(x) = f (—) Parmi les
x
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] DL,(0)g(x)=1+ % + o(x).

x+1

1 1
O [Vrai] Au voisinage de +oo,ona: f(x)=1— o +o0 (—)
x x

[0 [Vrai] I admet la droite d’équation y = 1 comme asymptote au voisinage de +00.

[0 [Faux] I admet la droite d’équation y = —1 comme asymptote au voisinage de —oo.

In(1+ x)

Explications: D’abord, g(x) = =1-— g + o(x). Donc, au voisinage de +00, on a :

f(x)=1—%+o(%) carf(x)=g(%).

La droite d’équation y = 1 est une asymptote au voisinage de +00.
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Question 304
Soit f(x) = len(
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] DL,(0)g(x)=1— % +o(x2).

x+1

1
). On note T le graphe de f et on pose g(x) = xf (—) Parmi les
x

1 1 1
[0 [Vrai] Au voisinage de +oo,ona: f(x)=x— > + ™ +o (—)
x x

1
O [Vrai] I admet la droite d’équation y = x — 2 comme asymptote au voisinage de

+00Q.

1
[0 [Faux] T est au dessus de la droite d’équation y = x — > au voisinage de —oo.

In(1+x) _ x  x?

Explications: D’abord, g(x) = 1— 5 + 3 + 0(x?). Donc, au voisinage de 00,

ona:

f(x)=x—%+%+o(§) carf(x):xg(i).

La droite d’équation y = x—2 est une asymptote au voisinage de £00. De plus, au voisinage

1 1
de —oo, f(x)—y = 3c +0 (—) < 0. Donc T" est en dessous de cette droite au voisinage de
x X

—0Q.

8.7 Applications des DL | Niveau 3

Question 305
1
Soit f(x) = v/2+x2. On note T le graphe de f et on pose g(x) = xf (—) Parmi les
x
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Faux] DL,(0)g(x) =1+ x +x*+ o(x?).
1 1
[0 [Vrai] Au voisinage de +oco,ona: f(x)=x+—+o0 (—)
x x
O [Vrai] I admet la droite d’équation y = x comme asymptote au voisinage de +00.
[0 [Faux] T est en dessous de la droite d’équation y = x au voisinage de +o0.
Explications: D’abord, au voisinage de 07, on a: g(x) = v'1+2x2 =1+ x%+ 0(x?) et donc,
au voisinage de +00, on a :
1 1 1
f(x):x+—+o(—) carf(x)zxg(—).
x X x
La droite d’équation y = x est une asymptote au voisinage de +00. De plus, au voisinage

1 1
de +00, f(x)—y=—+o0 (—) 2 0. Donc T est au dessus de la droite d’équation y = x au
x x

voisinage de +00.

Question 306
Soit f(x) = v1+2x —1 et g(x) = In(1 + x). On note T, la tangente au graphe de f au
point d’abscisse 0. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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O [Vrai] DL,(0)f(x)=x— %2 +o(x?) et DL,(0)g(x) =x — %2 + o(x?).

O [Faux] T, est la droite d’équation y = x et le graphe de f est au-dessus de T, au
voisinage de 0.

O [Vrai] DLI(O)% =14 o(x).
O [Faux] Jl(lir(l) % =

Explications: Les développements a 'ordre 2 en O de (1 + t)* et de In(1 + x) donnent :

DL,(0)f(x)=x— %2 +o0(x?) et DL,(0)g(x)=x— %2 + o(x?).

2

Donc T, est la droite d’équation y = x et f(x)—y = —% + 0(x?) < 0 au voisinage de O :
le graphe de f est en dessous de T, au voisinage de 0. A partir des DL,(0) de f et g, on
obtient
Vv1+2x—1
pL, 0 Z 14 o(x) = tim AF2X 1 g
g(x) x—=0 In(1+ x)

Question 307
Soit f telle que f(x) =

e2x _

TR p— si x #0 et f(0) =1. On note T, la tangente au graphe
x sin x
de f au point d’abscisse 0 lorsqu’elle existe. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles

qui sont vraies :
x x?
O [Faux] DL,(0)f(x)=1+ Y + o(x?).

O [Vrai] lirr(l)f(x) =1 et f est continue en O.

1
O [Vrai] f est dérivable en O et f'(0) = 5

O [Faux] T, est la droite d’équation y = 1+ % et le graphe de f est en dessous de T,
au voisinage de 0.

Explications: Pour écrire le DL,(0)f (x), on utilise le DL5(0)(e?*—1) etle DL,(0)(x?+2sin x).
La division suivant les puissances croissantes donne :

DL,(0)f(x) =1+ % + 7%2 +o(x?).

Ainsi lir% f(x)=1et f estcontinue en 0 et, puisque f admet un DL;(0), f est dérivable en

7 2
0. De plus, T, est la droite d’équation y =1+ g et puisque f(x)—y = % +0o(x*)>0au

voisinage de O : le graphe de f est au dessus de T, au voisinage de 0.
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Question 308
Soit f(x) = v1+ 2x —v1+3x et g(x) = 1—cosx. On note T, la tangente au graphe de f
au point 0. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] T, est horizontale et le graphe de f est en dessous de T, au voisinage de 0.

O [Vrai] DL,(0)g(x) = X; + o(x?).

O [Faux] DLO(O)JLX) =0+o0(1).
g(x)
O [Vrai] lim V1+2x—v1+3x =1.
x—0 1—cosx

Explications: Les développements a 'ordre 2 en 0 de (1 + t)* et de cos(x) donnent :

DL,(0)f(x) = %2 +o0(x?) et DL,(0)g(x)= X; + o(x?).

V1+2x—+v1+3x
1—cosx

D’abord, lir% = 1. Ensuite, T, est la droite d’équation y = 0. Or, au
xX—

2
voisinage de O,ona: f(x)—y ~ XE = 0. Donc le graphe de f est situé au dessus de Tj,.

Question 309
1

On considere les fonctions f et g telles que f(x) = (1 + x)e/**V et g(x) = xf (—) On
x

note I' le graphe de f et A la droite d’équation y = x + 2. Parmi les affirmations suivantes,

cocher celles qui sont vraies :

2
O [Vrai] DL,(09)g(x) =1+ 2x + % +o(x?).
O [Faux] lim g(x)=1et lim g(x)=-—1.
x—0t x—0~
[0 [Vrai] Au voisinage de +00, I' admet la droite A comme asymptote et I' est situé au
dessus de A.

[0 [Faux] Au voisinage de —oo, I admet la droite A comme asymptote et I est situé au
dessus de A.

2

u x
Explications: Ona: g(x) = (14+x)e’t*) Danse* =1+u+ E+o(u2), on pose u = T =
x

x —x% 4+ o(x?). Ceci donne :

DL,(0)g(x)=1+2x+ x—z +0(x?) = DL,(+00)f(x)=x+2+ 1 +0 (1) .
2 2x X

Ainsi, au voisinage de +00, I' admet A comme asymptote et I' est situé au dessus de A car

1 1
fx)—y = o +o0 (—) = 0 au voisinage de +00. Au voisinage de —oo, T’ est situé en
x x
1
dessous de A car f(x)—y = o +0 (—) < 0 au voisinage de —oo.
x x
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Question 310

2
Soit f telle que f(x) =

- +
sin(x2) In(1—x2)
de f au point d’abscisse 0 lorsqu’elle existe est notée T,. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

si x # 0 et f(0) = 1. La tangente au graphe

OO0 [Faux] f n’est pas dérivable en O.
[Faux] f n’admet pas de développement limité d’ordre 2 en O.

O
O [Vrai] DL,(0)f(x)=1+ XEZ + o(x?).
O

[Vrai] T, est la droite d’équation y = 1 et le graphe de f est au dessus de T, au
voisinage de 0.

In(1 — x?) + sin(x?)

sin(x2)In(1 — x2)
les DL¢(0)sin(x?) et DL¢(0)In(1 — x?). On trouve

Explications: D’abord, f(x) =2

, et pour écrire le DL,(0)f (x), on utilise

DL,(0)f(x)=1+ x; + o(x?).

2
Ainsi f est dérivable en 0, T, est la droite d’équation y = 1 et puisque f(x)—y ~ XE =0

au voisinage de O : le graphe de f est au dessus de T, au voisinage de 0.

8.8 Applications des DL | Niveau 4
Question 311

1
On consideére les fonctions f et g telles que f(x) = x arctanx et g(x) = xf (—) On note
x

I' le graphe de f et A la droite d’équation y = Ex — 1. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] DL,(0")g(x) = g x4+ X; +o(x?).

O [Faux] lirré glx)= g et g se prolonge par continuité en 0.

[0 [Vrai] Au voisinage de +00, I admet la droite A comme asymptote et I' est situé au

dessus de A.
[0 [Faux] Au voisinage de —oo, I admet la droite A comme asymptote et I est situé au
dessus de A.
.. 1 T . T .
Explications: On a : g(x) = arctan — = 7~ arctanx si x > 0 et g(x) = 5 arctan x si
x
1
x <0.0r1 g'(x)= Tras —1+ x? + o(x?). Donc, par intégration :
x
DL;(0")g(x) = Tox+ x +0(x?) = DL,(+00)f (x) = Tx—1+ L +o0 (i)
® 2 3 2 2 3x2 x2

et

3
DL,(07)g(x) = —g —x+ % +0(x*) = DLy(—00)f (x) = —gx —1+ é +o0 (é) .
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Ainsi, au voisinage de +00o, I' admet A comme asymptote et I' est situé au dessus de A

1 1
car f(x)—y=——=+o0 (—2) = 0. Par contre, au voisinage de —oo, I" admet la droite A’

33&2 x
d’équation y = ——x — 1 comme asymptote et I est situé au dessus de A’ car f(x)—y =
1 1 T T
——+o0| — | = 0. Enfin, g n’admet pas de limite en O car lim g(x)= —et lim g(x) =——.
3x2 X2 x—0% 2 x>0 2
Question 312

On consideére les fonctions f et g telles que f(x) = x*arctan

) et g(x)=1f (%) On

note I' le graphe de f et A la droite d’équation y = 1. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

2
O [Vrai] DL,(0")g(x)=1+2x + x? + o(x?).
O [Faux] lirgl+ glx)=1et lirglig(x) =—1.

[0 [Faux] Au voisinage de +00, I' admet la droite A comme asymptote et I" est situé au
dessus de A.

[0 [Vrai] Au voisinage de —oo, I admet la droite A comme asymptote et I" est situé en
dessous de A.

1 2 u®
Explications: On a : g(x) = — arctan . On vérifie que DL,(0)arctanu = u—— +o(u")
) X2 1+ x2 3
X 2_ 4 4 :
et donc avec u = i x“—x"+ o(x?), on obtient :
x

DL,(0)g(x)=1—x%+0(x?) = DL,(£00)f(x)=1— % +o (%)

Ainsi, au voisinage de 00, I' admet A comme asymptote et I" est situé en dessous de A car

1 1
f(X)—y:——2+O(—2)<O Enﬁn, lim g(x): lim g(x):]
X X x—0t x—0—

Question 313

1
Soit f(x) = x arctan( ) On considere la fonction g telle que g(x) = f (—) et on
X

XZ
note I' le graphe de f. Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] DL,(0M)g(x)=1— STTZ + o(x?).

O [Faux] ch1£r(1) g(x) =1 et g se prolonge par continuité en 0.

[0 [Vrai] I admet la droite d’équation y = 1 comme asymptote au voisinage de +00.
[0 [Faux] I' admet la droite d’équation y = 1 comme asymptote au voisinage de —o0.

o 1 X
Explications: On a : g(x) = —arctan| ——
x

—1
) six>0etg(x)= —arctan(
1+ x2 x

X .
— |si
V1 +x2)
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3
X
=x— + o(x?). Ceci donne :

X
V14 x2 B

x < 0. Dans le DL,(0)arctanu, on pose u =

DL,(0M)g(x)=1— S?XZ +0(x?) = DL,(+00)f(x)=1— > +o0 (l)

6x2 x2
et
_ 5X2 5 5 1
DLy(07)g(x) = =1+ ——+0(x*) = DLy(=00)f (x) = =1+ —— +o| = |.
Ainsi I admet la droite d’équation y = 1 (resp. y = —1) comme asymptote au voisinage de
+00 (resp. —o0). Enfin, g n"admet pas de limite en O car lirgl+ g(x)=1et lir(r)l_ g(x)=-1.

Question 314
1

On considére les fonctions f et g telles que f(x) = v/ x2 + 1e/CD et g(x) = xf (—) On
X

note I' le graphe de f et A la droite d’équation y = x + 1. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

2
O [Vrai] DL;(0M)g(x)=1+x + §x3 + o(x>).
O [Faux] lir% g(x) =1 et g se prolonge par continuité en O.

[0 [Vrai] Au voisinage de +00, I admet la droite A comme asymptote et I' est situé au
dessus de A.

[0 [Faux] Au voisinage de —oo, I admet la droite A comme asymptote et I est situé au
dessus de A.

Explications: On a : g(x) = v/ 1+ x2e"/0*) si x > 0 et g(x) = —v/ 1+ x2e*/3) 5i x < 0.
On calcule le DL4(0)v/1 + x2e*/1*¥)_ Ce qui donne :

2 2 1
DL;(0M)g(x)=1+x+=x>+0(x®)= DL,(+0)f(x)=x+1+—+0 (—)
3 3x2 x2

et

DL;(07)g(x)=—1—x— %xB +0(x?)= DL,(—o0)f(x)=—x—1— é +0 (é) _

Ainsi, au voisinage de +00, I' admet A comme asymptote et I' est situé au dessus de A car

2 1
fx)—y= ) +0 (—2) = 0. Mais, au voisinage de —oo, I" admet la droite A’ d’équation
X x

. 2
y = —x — 1 comme asymptote, et I' est situé en dessous de A’ car f(x)—y = 322 +
x

1
0 (—2) < 0. Enfin, g n’admet pas de limite en O car linol gx)=1et lirgl g(x)=-1.
X x—0t x—0—
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Equations différentielles

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

9 Equations différentielles

9.1 Equations du premier ordre | Niveau 1

Question 315
On considere les équations différentielles :

(E)) : yY—2y=0 et (E):y +2xy=0.

Parmi les affirmations suivantes cocher celles qui sont vraies :
O [Faux] La solution générale de (E;) sur R est : y = ke >, k € R.
O [Vrai] La solution générale de (E,) sur R est : y = ke**, k € R.
[0 [Vrai] La solution générale de (E,) sur Rest: y = ke_xz, keR.

[0 [Faux] La solution générale de (E,) sur R est: y = ke*', k € R.

Explications: Une primitive de —2 est —2x, donc la solution générale de (E;) sur R est :
y=ke*, keR.

Une primitive de 2x est x2, donc la solution générale de (E,) sur R est :

2

y=ke™, keR.

Question 316
On considere les équations différentielles :
Y

E):(1+x3)y'—y=0 et (E):y — =0
(1) ( X))’ Yy € (2) Y 14 x2

Parmi les affirmations suivantes cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux] Si y est une solution de (E,), alors z = 1 J est une solution de (E,).

+ x?
O [Vrai] (E;) est (E,) ont les mémes solutions.
[0 [Vrai] La solution générale de (E;) sur R est : y = ke !4 [ e R,
O

[Faux] La solution générale de (E,) sur R est : y = karctan(x), k € R.
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Explications: En divisant (E,) par 1+x2, on obtient (E,) : (E;) et (E,) ont les mémes solutions.

Une primitive de

kearctan(x) k €R.

o est —arctan x, donc la solution générale de (E;) sur Rest : y =
x

Question 317
On considére I'équation différentielle (E) : y’' — y = e’. Parmi les affirmations suivantes
cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] La fonction y, = te' est une solution de (E).

0 [Faux] La fonction y; = e~ est une solution de (E).

O [Faux] La fonction y = (1 —t)e' est 'unique solution de (E) telle que y(1) = 0.

O [Vrai] La fonction y = (1 + t)e" est 'unique solution de (E) telle que y(0) = 1.
Explications: On vérifie que y, = te' est une solution de (E). On vérifie aussi que y = (1+t)e’

est une solution de (E) et en plus y(0) = 1. Cette derniére est donc I'unique solution de (E)
telle que y(0) = 1.

9.2 Equations du premier ordre | Niveau 2

Question 318
On considere I’équation différentielle (E) : y' —2xy = 4x. Parmi les affirmations suivantes
cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] La solution générale de 'équation homogene sur R est : y = ke, k €R.
O [Vrai] La fonction y = —2 est une solution particuliere de (E).
[0 [Vrai] La solution générale de (E) sur Rest: y = ke —2, k €R.
O [Faux] E admet une unique solution sur R vérifiant y’(0) = 0.
Explications: La solution générale de '’équation homogene est : Y = ke” k €R, et Yo =—2

est une solution particuliére. Donc la solution générale de (E) sur Rest: y = ke*’ =2,k € R.
Toute solution de (E) vérifie y’'(0) = 0.

Question 319
On considere I'équation différentielle (E) : y’ + y = e*. Parmi les affirmations suivantes
cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux] La solution générale de 'équation homogene est y = ke*, k € R.

0 [Faux] La fonction y, = e* est une solution particuliere de (E).

[0 [Vrai] La solution de (E) vérifiant y(0) =0est y = %
: : . , e’ +e”
[0 [Vrai] La solution de (E) vérifiant y’(0) =0 est y = —
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Explications: La solution générale de I'équation homogene est y = ke*, k € R. On cherche

une solution particuliére sous la forme y, = ae*. La solution générale de (E) est y = ke ™ +
X

%, k € R. La condition y(0) = 0 donne k = —1/2, et la condition y’(0) = 0 donne k = 1/2.

Question 320
On considére I'équation différentielle (E) : x?y'—(2x—1)y = x? sur R. Parmi les affirmations
suivantes cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] La fonction y = x? est une solution de (E) sur R.
O [Faux] La fonction y = x? (1 —el/ x) est une solution de ’équation homogene.

1/x

0 [Faux] La fonction y = 2x%e!'/* est une solution de (E) sur ]0, +oo[.

O [Vrai] La fonction y = x? (1 —e'/*) est une solution de (E) sur ]0, +oo[.
Explications: La fonction y, = x? est continue, dérivable sur R et elle vérifie (E); c’est une

solution de (E) sur R. De méme, la fonction y = x? (1 —el/ X) est continue, dérivable sur
10, +00[ ; c’est une solution de (E) sur ]0,+oo].

9.3 Equations du premier ordre | Niveau 3

Question 321

On consideére I'équation différentielle (E) : (1 + coszx) y'+ ysin(2x) = 0. Parmi les affir-
mations suivantes cocher celles qui sont vraies :

sin(2x)

O [Faux] A(x) =In(1 + cos? x) est une primitive sur R de a(x) = —————.
1+ cos2 x

O [Vrai] Toute solution de (E) vérifie y’(0) = 0.
O [Faux] (E) n"admet pas de solution vérifiant y(0) = 0.
O [Vrai] La solution générale de (E) est : y = k + kcos®x, k € R.
Explications: Toute solution y de (E) vérifie y'(0) = O car ,en posant x = 0 dans (E), on
: / . . . _u/
obtient y’(0) = 0. La relation sin(2x) = 2sin x cos x montre que a(x) est de la forme —

u
avec u = 1+ cos? x. Donc toute primitive de a est de la forme

A(x)=—In(1+cos’x)+C, CEeER.

La solution générale de (E) est y = k(1 + cos®x), k € R.

Question 322
On considere I'équation différentielle (E) : (1 + x2?)y’ —y = 1. Parmi les affirmations sui-
vantes cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] La solution générale de I'’équation homogene est : y = ke” *"* k € R.
O [Vrai] La solution générale de (E) est : y = —1 + ke*™™* k € R.
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O [Vrai] L'unique solution de (E) vérifiant y(0) =0 et y = —1 + ¥,

O [Faux] (E) n’admet pas de solution vérifiant y’(0) = 0.
Explications: Les solutions sur R de 'équation homogene sont les fonctions Y = ke "~
k € R, et y, = —1 est une solution particuliére. Les solutions de (E) sont donc les fonctions

b

y=—1+ke"™™* keR.

La condition y(0) = 0 donne k = 1. Par ailleurs, y = —1 est une solution de (E) vérifiant
y'(0)=0.

Question 323
On consideére I'équation différentielle (E) : V1 —x2y’—y =1 sur ]—1, 1[. Parmi les affir-
mations suivantes cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] La solution générale de 'équation homogene est : y = ke™™"* k € R.

O [Faux] La solution générale de (E) est : y = 1+ ke¥*I"* k € R.

O [Faux] La solution de (E) vérifiant y(0) = 0 est y = 1 —e¥®inx,

O [Vrai] (E) admet une unique solution vérifiant y’(0) = 0 et c’est y = —1.
Explications: La solution générale de I'’équation homogeéne sur ] —1,1[ est : Y = ke¥®inx,
k € R. La fonction y, = —1 est une solution particuliére. Donc la solution générale de (E)

est : _
y=—1+ke*"™™ keR.

La condition y(0) = 0 donne k = 1, d’ot1 y = —1 + e¥*"*_ Et la condition y’(0) = 0 donne
k=0,douy=-1.

Question 324
On considére I'équation différentielle (E) : vV 1+ x2y’ — xy = x. Parmi les affirmations
suivantes cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] La solution générale de 'équation homogene est : y = ke'*™ k eR.

O [Vrai] La solution générale de (E) est : y = —1 4 keV'*™* k e R.

O [Vrai] Toute solution y de (E) vérifie y’(0) = 0.
O [Faux] (E) admet une unique solution vérifiant y’(0) = 0.
Explications: La solution générale de 'équation homogéne est Y = keV'™* k € R, et y, = —1

est une solution particuliére. En posant x = 0 dans (E), on obtient y’(0) = 0, donc toute
solution de (E) vérifie y’(0) = 0.

Question 325
On considére I'équation différentielle (E) : (1 + x?)y’ + 2xy = 2x. Parmi les affirmations
suivantes cocher celles qui sont vraies :
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k
O [Vrai] La solution générale de 'équation homogéne est : y = 152 k eR.
x

2
[0 [Vrai] La solution de (E) vérifiant y(0) =0 est y =

1+4x2
O [Faux] (E) n’admet pas de solution vérifiant y’(0) = 0.

O [Faux] (E) admet une unique solution vérifiant y’(0) = 0.

Explications: La solution générale de '’équation homogene est : Y = keR,ety,=1

x2’
est une solution particuliére. La solution générale de (E) est :

k
=1+——, keR.
Y 1+ x2

La condition y(0) = O donne k = —1. Par ailleurs, en posant x = 0 dans (E), on obtient
¥’(0) = 0. Donc toute solution de (E) vérifient la condition y’(0) = 0.

Question 326
Xy

1
On considére I'équation différentielle (E) : y' — = . Parmi les affirmations

1+x2  J/1+x2

suivantes cocher celles qui sont vraies :
[0 [Vrai] La solution générale de I'équation homogéne est : y = kv/1 +x2, k € R.
[0 [Vrai] La fonction y = arctan x.+v'1 + x2 est une solution de E.
0 [Faux] (E) possede une seule solution sur R.
[0 [Faux] La solution de (E) vérifiant y(0) =0 est y = x+'1 + x2.

Explications: La solution générale de (E) est y = (k+arctanx)v 1 + x2, k € R. Celle vérifiant
y(0) =0est y =arctanx.v 1+ x2.

Question 327
On considere 'équation différentielle (E) : x>y’ —y = 1 sur R. Parmi les affirmations sui-
vantes cocher celles qui sont vraies :

[0 [Vrai] La fonction y = —1 + e~'/* est une solution de (E) sur ]0,4+oo[.
0 [Faux] La fonction y = 1 —e */* est une solution de (E) sur ] — oo, 0[.
[0 [Faux] La fonction y = 2e™/* est une solution de (E) sur R.

[0 [Vrai] La solution de (E) sur ]0,+oo[ vérifiant y(1) = —1 est constante.

Explications: La fonction y = —1 + e"¥/* est une solution de (E) sur ]0,+oo[. Par contre
y = 1—e V¥ n’est pas une solution de (E) sur ]— 00, O[. Toute solution de (E) sur R vérifie
y(0) =—1, donc y(x) = 2e~'/* ne peut étre une solution de (E) sur R. La solution générale

de (E) sur ]0,+oo[ est y =—1+ ke /*, k € R. Dong, si y(1) = —1, alors k = 0.

Question 328
On considére 'équation différentielle (E) : t>y’ = y. Parmi les affirmations suivantes, cocher
celles qui sont vraies :
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O [Vrai] (E) est une équation linéaire homogene du premier ordre.
0 [Faux] La fonction y = e/t est une solution de (E) sur ]0,+oo[.
[0 [Vrai] La solution générale de (E) sur ]0,+oo[ est y = ke /¢, k € R.
[0 [Faux] La fonction nulle est I'unique solution de (E) sur R.
Explications: Une primitive de —1/t? est 1/t, donc la solution générale de (E), sur ]0, +00[

(ou sur | —00,0[) est
y=ke 't keR.

Si y est une solution de (E) sur R, alors y(0) =0 et

()= ket sit>0
Y=Y ket sic<o.

La continuité en 0 implique que k, = 0. Ainsi
(*) y()=keVisit>0et y(t)=0sit<O.

De plus, une telle fonction est dérivable en 0. Réciproquement, toute fonction définie par
(x) est une solution de (E) sur R.

9.4 Equations du premier ordre | Niveau 4

Question 329
On considére 'équation différentielle (E) : y'Inx + Y 2x sur ]1,+oo[. Parmi les affirma-
x

tions suivantes cocher celles qui sont vraies :

[0 [Faux] La solution générale de 'équation homogéne est : y(x) =klnx, k € R.

k(x)

O [Vrai] Si y(x)= Tox est une solution de (E) sur ]1,+o00o[, alors k’(x) = 2x.
x

k + x?
[0 [Vrai] La solution générale de (E) sur ]1,+00[ est y(x) = l—x, keR.
nx

[0 [Faux] (E) possede une infinité de solutions sur [1,+00][.

est In|Inx|, donc la solution générale de I'équation

k(x)

k
homogene est y(x) = I Si y(x) = Tox est une solution de (E) sur ]1,+oo[, alors

Explications: Une primitive de
xlnx

k’(x) = 2x et donc k = x% + C. Ainsi la solution générale de (E) sur ]1,+o00[ est: y(x) =
2

k + x?
l—x, k € R. On pose x = 1dans (E), on aura y(1) = 2.Or linll I
x-1t Inx

nx
si, k =—1. Donc (E) ne peut admettre une infinité de solutions sur [1,+00[.

= 2 i, et seulement

Question 330
On considére I'équation différentielle (E) : y' — ytanx = 1 sur ] — /2, 7t/2[. Parmi les
affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

k € R.

O [Vrai] La solution générale de I'équation homogeéne est y = o)
cos(x
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O [Vrai]Siy = est une solution de (E), alors k’(x) = cos(x).

k(x)
cos(x)

k
[0 [Faux] La solution générale de (E) est y =

cos(x)

+sinx, k € R.

O [Faux] (E) posséde une solution qui se prolonge par continuité en —7/2 et en 7/2.

Explications: Une primitive de —tan(x) est In | cos x|, donc la solution générale de '’équation
sin(x)

homogene est : y(x) =

)’ La variation de la constante montre que y, = est une

cos(x cos(x)

k + sin(x)
cos(x)

en —7t/2 si et seulement si k = 1 et se prolonge par continuité en 7t/2 si et seulement si

k = —1. Aucune solution de (E) ne se prolonge par continuité en —mt/2 et en 77/2.

solution particuliére. Enfin, une solution y = de (E) se prolonge par continuité

Question 331
On consideére I'équation différentielle (E) : xy’ — 2y = x. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] La solution générale de (E) sur ]0,+0o[ est: y = kx?—x, k € R.
O [Vrai] La solution générale de (E) sur ]—00,0[ est: y = kx> —x, k €R.
O [Faux] Les solutions de (E) sur R sont les fonctions y(x) = kx? —x, ol k € R.
0 [Faux] (E) possede une seule solution sur R.
Explications: La solution générale de 'équation homogéne est : y = kx?, k €R, et y, = —x
est une solution particuliére. Si y est une solution de (E) sur R, alors y est une solution de
(E) sur ]0,+0o0[ et y est une solution de (E) sur | — 0o, 0[. De plus y est continue en O.
D’ou
kix*>—x si x€]0,+00[
y(x)=1{ kyx*—x si x€]—00,0[
0 si x=0.
Avec kq, k, € R. Une telle fonction est dérivable en 0. réciproquement, toute fonction de la
forme ci-dessus est une solution de (E) sur R.

Question 332
On consideére I'équation différentielle (E) : (x + 1)y’ + y = 2x + 1. Parmi les affirmations
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

k
[0 [Vrai] La solution générale de (E) sur | —1,+o0o[ est: y =x + i1 k eR.
x

[0 [Vrai] La solution générale de (E) sur | —oo,—1[ est :y = x + T ou k € R.

k
[0 [Faux] Les solutions de (E) sur R sont les fonctions y = x + T ou k € R.
x

[0 [Faux] (E) possede une infinité de solutions sur R.
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Explications: Remarquer que y, = x est une solution particuliere. Donc la solution générale
k
de (E) sur ]—1,4+00[,ou |—oo,—1[,est: y =x+ PEEE k € R. Si y est une solution de

(E) sur R, alors y est une solution de (E) sur ] —1,+00[ et y est une solution de (E) sur
]— 0o, —1[. De plus, avec x = —1 dans (E), on aura y(—1) =—1. D’ot

k
y(x)=x+x_:1 si xe€]—1,400][
y(x) =1 k,
=x+ i x€]—o00,-1
y(x)=x+—2= si x€]—o00,~1]
k_]‘ si x=-—1.

La continuité de y en —1 implique que k; = k, = 0. L’équation (E) ne possede qu’une seule
solution sur R.

Question 333
On considére 'équation différentielle (E) : (1—x?)y’—(1+ x)y = 1. Parmi les affirmations
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

[0 [Vrai] La solution générale de (E) sur | —oo,—1[, ]—1,1[ ou ]1,+00[ est :

_k+In|1+x]|

, keR.
1—x

O [Faux] L’équation (E) admet une solution sur R.
O [Faux] L’équation (E) admet une solution sur ] — 0o, 1[.
[0 [Vrai] Uéquation (E) admet une unique solution sur | —1,+00][.

Explications: La solution générale de I'équation homogene sur I'un de ces intervalles est

In|1+ x|

y= T+ k € R. La variation de la constante implique que y, = est une solution

—X
particuliere. En posant x = —1 dans (E), on obtient 0 = 1 ce qui est absurde. Donc (E)
n’admet pas de solution ni sur R ni sur ] — oo, 1[.

Si y est une solution sur |—1,+00[, on aura :

ky +1In(1 + x)

si xe]—1,1[
1—x
y(x)= ol
+1n(1+
M si x €]l,+00[
1—x
et y(1) = —1/2. La continuité en 1 implique que k; = k, = —In2. Une telle fonction est

aussi dérivable en 1. Ainsi (E) admet une unique solution sur |— 1,4+ 00][.

Question 334
On consideére I'équation différentielle (E) : x(1 —x)y’ + y = x. Parmi les affirmations sui-
vantes, cocher celles qui sont vraies :
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k(x—1
[0 [Vrai] La solution générale de '’équation homogene sur ]1,+00o[ est y = M,

k € R.
1—x

1
O [Vrai] La fonction y = In|1 — x|+ — est une solution de (E) sur ]1,+oo].
x

[0 [Faux] L’équation (E) admet une infinité de solutions sur ] — 0o, 1.
[0 [Faux] L’équation (E) admet une solution sur ]0,+o0o[.

Explications: Si (E) admet une solution y sur ] — oo, 1[, on aura :

ki(x—1 1— 1
1(x )+ xlnll—x|+— si x€]—o00,0[
x x
y(x)= )
—1 1— 1
2(x )+ XInj1—x|+= si xelo,1[
x x x

et y(0) = 0. La continuité de y en 0, implique que k; = k, = 1. De plus, une telle fonction
est dérivable en 0. Ainsi (E) admet une unique solution sur ] — 0o, 1[. De méme, si (E)
admet une solution y sur ]0,+oo[, on aura :

ki(x—1) 1-— 1
i )+ Xlnll—xl-i—— si x€]0,1]
x x x
y(x)= )
—1 1— 1
2(x )+ xlnll—x|+— si x €]1,+o00]
x x x

et y(1) = 1. Une telle fonction est continue en 1 mais elle n’est pas dérivable en 1. Ainsi (E)
n’admet pas de solution sur ]0,+oo][.

9.5 Equations du second ordre | Niveau 1

Question 335
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] La solution générale de '’équation différentielle y” —y = 0 sur R est
y =(kix+ky)e*, ki,k, €R.

O [Vrai] La solution générale de I’équation différentielle y” —y = 0 sur R est
y=kie*+kye™, ki,k, €R.

O [Vrai] La solution générale de I’équation différentielle y”" —3y’+ 2y = 0 sur R est
y =ke* +k,e*, ki, k, €R.

0 [Faux] La solution générale de '’équation différentielle y” —3y’ +2y = 0 sur R est

yi=ke* ou y,=k,e*, ky,k,€R.
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Explications: Les solutions de 'équation caractéristique r>—1 = 0 sont 1. Donc la solution
générale de y” —y =0est y = ke’ + ke ™, ki, k, €R.

Les solutions de I'équation caractéristique r*> — 3r + 2 = 0 sont 1 et 2. Donc la solution
générale de y” —3y’ +2y =0 est y = k,e* + k,e**, k;, k, €R.

Question 336
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Vrai] Les solutions sur R de ’équation différentielle y”—2y’+y = 0 sont les fonctions
y = (kl + kzx)ex, kl’ k2 € R.
O [Faux] Les solutions sur R de I'équation différentielle y” — 2y’ + y = 0 sont les
fonctions y; = e* et y, = xe”".
O [Faux] Les solutions sur R de I’équation différentielle y” + 4y’ + 4y = 0 sont les
fonctions y, = e** et y, = 2e%*.
O [Vrai] Les solutions sur R de I'équation différentielle y” + 4y’ + 4y = 0 sont les
fonctions y = (k; + k,x)e >, ky, k, €R.

Explications: L’équation caractéristique r>—2r +1 = 0 admet 1 comme racine double. Donc
la solution générale de y” —2y’+ y =0 est y = (k; + kyx)e*, k;, k, €R.

Léquation caractéristique r* + 4r + 4 = 0 admet —2 comme racine double. Donc la solution
générale de y” + 4y’ +4y =0 est y = (k; + kox)e ™, ky, k, €R.

Question 337
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] Les solutions sur R de ’équation différentielle y” + y = O sont les fonctions
y; = sin(x) et y, = cos(x).
O [Vrai] Les solutions sur R de 'équation différentielle y” + y = 0 sont les fonctions
y = kycos(x) + k, sin(x), k;, k, €R.
O [Faux] Les solutions sur R de I’équation différentielle y”’ + 4y = 0 sont les fonctions
y; = sin(2x) et y, = cos(2x).
O [Vrai] Les solutions sur R de 'équation différentielle y” + 4y = 0 sont les fonctions
y =k, cos(2x) + k, sin(2x), k;, k, € R.
Explications: Les solutions de I'équation caractéristique r% + 1 = 0 sont %i. Donc la solution
générale de y” + y =0 est y = k; cos(x) + k, sin(x), ky, k, €R.
Les solutions de 'équation caractéristique r? + 4 = 0 sont £2i. Donc la solution générale de
y"+4y =0est y =k, cos(2x) + k, sin(2x), ki, k, € R.

Question 338
Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

0 [Faux] Les solutions sur R de I’équation différentielle y” — 2y’ + 2y = 0 sont les
fonctions y = k; cos(x) + k, sin(x), kq, k, € R.
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O [Vrai] Les solutions sur R de I'équation différentielle y” — 2y’ + 2y = 0 sont les
fonctions y = e*[k; cos(x) + k, sin(x)], k;,k, € R.

O [Vrai] Les solutions sur R de I'équation différentielle y” + 2y’ + 5y = 0 sont les
fonctions y = e *[k; cos(2x) + k, sin(2x)], k;, k, € R.

[0 [Faux] Les solutions sur R de ’équation différentielle y” + 2y’ + 5y = 0 sont les
fonctions y; = e cos(2x) et y, = e * sin(2x).

Explications: Les solutions de I'équation caractéristique r? — 2r +2 = 0 sont 1 +i. Donc la
solution générale de y”" —2y’ +2y =0 est :

y =e*[k, cos(x) + k,sin(x)], ki, k, €R.

Les solutions de I'équation caractéristique r> + 2r + 5 = 0 sont —1 =+ 2i. Donc la solution
générale de y” +2y’+ 5y =0 est:

y =€ [k, cos(2x) + k,sin(2x)], ky,k, €R.

9.6 Equations du second ordre | Niveau 2

Question 339
On consideére les équations différentielles :

(E)) : y'—4y=4x et (E):y"'+2y'+y=x+2.

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] La solution générale de (E,) est : y = —x + k,e* + k,e >, k;, k, € R.

O [Faux] Les solutions de (E,) sont les fonctions y = —x +e* et y, = —x + e 2%,

[0 [Faux] La solution générale de (E,) est: y =x + ke ™, k € R.
O [Vrai] La solution générale de (E,) est y = x + (k;x + ky)e™, ky,k, €R.

Explications: Les solutions de I’équation caractéristique associée a (E;) sont £2 et y, = —x
est une solution particuliere de (E;). Donc la solution générale de (E;) est :

y = —X + klezx + kze_zx, kl’ k2 e R.

L’équation caractéristique associée a (E,) admet —1 comme racine double et y, = x est une
solution particuliére de (E,). Donc la solution générale de (E,) est :

y=x+(kix+ky)e™, ki,k,eR.

Question 340
Sur R, on considere les équations différentielles :

(E) :y'—y' —2y=2 et (E):y"+y=x.

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
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O [Vrai] Les solutions de (E;) sont les fonctions y = —1 + k;e** + k,e™™, k;, k, €R.
O [Faux] Les solutions de (E,) sont les fonctions y; = —1+e* et y, = —1+e ™.
O [Vrai] Les solutions de (E,) sont les fonctions y = x +k; cos(x)+k, sin(x), k;, k, € R.

[0 [Faux] Les solutions de (E,) sont les fonctions y = x + cos(x) et y, = x + sin(x).

Explications: Les solutions de I'équation caractéristique associée a (E;) sont 2 et —1 et y, =
—1 est une solution particuliere de (E;). Donc la solution générale de (E;) est

y=—1+ke* +ke™, kyk,€R.

Les solutions de I’équation caractéristique associée a (E,) sont %i et y, = x est une solution
particuliére de (E,). Donc la solution générale de (E,) est

y = x +ky cos(x) + k,sin(x), ky,k, €R.

9.7 Equations du second ordre | Niveau 3

Question 341
On considere les équations différentielles :

(E) : y'—y=3+e* et (E):y'—y=2+e".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Vrai] (E;) admet une solution particuliére sous la forme y, = a + be** avec a,b € R.
O [Faux] (E,) admet une solution particuliere sous la forme y, = a + be* avec a,b € R.
O [Faux] La solution générale de (E;) est : y = —3 +e** + k;e* + k,e ™™, ky, k, €R.
[0 [Vrai] La solution générale de (E,) est: y =—2+ (kl + g) e’ + ke, ki, k, €R.
Explications: Les solutions de I’équation caractéristique sont 1. Donc (E;) admet une so-
lution particuliére sous la forme y, = a + be**, car 2 n’est pas une racine de I'équation

caractéristique, et (E,) admet une solution particuliére sous la forme y, = a + bxe* car 1
est une racine simple de ’équation caractéristique.

Question 342
On considere les équations différentielles :

(E)) : y/'—4y' +4y =4+2e* et (E) :y’ '—4y +4y=8+e".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Faux] (E;) admet une solution particuliére sous la forme y, = a+be** aveca, b € R.
O [Vrai] (E,) admet une solution particuliere sous la forme y, = a + be* avec a,b € R.
O [Vrai] La solution générale de (E;) est y = 1+ (k; + kyx +x%)e™, ky, ky €R.
O [Faux] La solution générale de (E,) est y = 1+ e* + (k; + k,x)e**, k;,k, €R.
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Explications: L'équation caractéristique admet 2 comme racine double. Donc (E;) admet une
solution particuliére sous la forme y, = a+ bx?e®*, car 2 est une racine double de I'équation
caractéristique, et (E,) admet une solution particuliére sous la forme y, = a+be* car 1 n’est
pas une racine de 'équation caractéristique.

Question 343
On considere les équations différentielles :

(E)) : ¥/ =3y +2y=e* et (E,) :y’—3y +2y=2xe".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] (E,) admet une solution sous la forme y, = ae** oti a € R.

O [Faux] (E,) admet une solution sous la forme y, = (ax + b)e* olia, b € R.

O [Vrai] La solution générale de (E,) est y = ae* + (b + x)e**, a,b €R.

O [Vrai] La solution générale de (E,) est y = (a —2x —x*)e* + be™, a,b €R.
Explications: Les racines de 1’équation caractéristique sont 1 et 2. Donc (E;) admet une
solution particuliere sous la forme y, = axe®", car 2 est une racine simple de 1'équation

caractéristique, et (E,) admet une solution particuliére sous la forme y, = x(a + bx)e* car
1 est une racine simple de '’équation caractéristique.

Question 344
On considere 'équation différentielle (E) : y”+y = 2 cos x. Parmi les affirmations suivantes,
cocher celles qui sont vraies :

O [Faux] Toute solution de (E) est combinaison linéaire de sin x et cos x.

[0 [Vrai] Toute solution de (E) est combinaison linéaire de sin x, cos x, x sin x et x cos x.

O [Vrai] (E) admet une solution sous la forme y = x(asinx + bcosx), ot a, b, € R.

O [Faux] La solution de (E) telle que y(0) =0 et y’(0) = 0 est y = x cos x.
Explications: La solution générale de 'équation homogene est : Y = k; cosx + k,sinx,
k,,k, € R. On vérifie que, y, = x sin x est une solution particuliére de (E). Donc la solution

générale de (E) est : y = k; cosx + (k, + x) sinx, pour kq, k, € R. Enfin, y(0)=0=>k; =0
et y’'(0)=0=k,=0.

Question 345
On considere les équations différentielles :

(E)) : y'—4y' +5y=e* et (E,):y’—4y +5y =8sinx.

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Faux] (E;) admet une solution sous la forme y, = axe* avec a € R.

[0 [Faux] (E,) admet une solution sous la forme y, = asinx avec a € R.
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O [Vrai] La solution générale de (E;) est y =e* [1+acosx + bsinx], a,b € R.

O [Vrai] La solution générale de (E,) est y = (1 + ae2") cos x+(1 + be2x) sinx,a,b €R.
Explications: Les solutions de I’équation caractéristique sont 2 £ i. Donc (E;) admet une
solution particuliére sous la forme y, = ae** et (E,) admet une solution particuliére sous

la forme y, = acosx + bsinx. Les calculs montrent que la solution générale de (E;) est
y=e*[1+acosx+bsinx], a,b €R, et la solution générale de (E,) est :

y= (1 + aezx)cosx + (1 + bezx)sinx, a,beR.

Question 346
On considére 'équation différentielle (E) : y”—2y’+2y = 2e* cos x. Parmi les affirmations
suivantes, cocher celles qui sont vraies :

O [Vrai] Les solutions de '’équation caractéristique sont 1 £ 1.
O [Faux] (E) admet une solution sous la forme y, = ae* cos x avec a € R.
[0 [Vrai] La fonction y, = xe* sin x est une solution de (E).

[0 [Faux] La solution générale de (E) est: y =e* (acosx + bsinx)+2e*cosx, a,b € R.

Explications: La solution générale de 'équation homogéne est Y = e* (acosx + bsinx), a
et b € R, et y, = xe* sin x est une solution particuliére de (E). Donc la solution générale de
(E)est: y =Y +y,=¢e"(acosx + bsinx) + xe*sinx, a,b € R.

9.8 Equations du second ordre | Niveau 4

Question 347
On considere les équations différentielles

(E) : xy"+2(x+1)y +(x+2)y=2e" et (E):y ' +2y +y=2e"".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Vrai] Si y est une solution de (E;), alors 2 = xy est une solution de (E,).

O [Faux] (E,) admet une solution particuliere sous la forme y, = ae™, a € R.

b
O [Vrai] La solution générale de (E;) sur ]0,+o00[ est y = (x +a+ —) e ¥, a,beR.
x

[0 [Faux] Toute solution de (E;) sur ]0,+00[ se prolonge par continuité en O.

Explications: Ona:z’ = xy'+y,z" = xy”"+2y’ etz”"+2z"+2 = xy"+2(x+1)y'+(x+2)y.La
solution générale de 'équation homogene associée a (E,) est : Z = (ax+b)e ™ et z, = x%e™
est une solution particuliere de (E,). Donc la solution générale de (E,) est z = Z + z,. Ainsi,

b
la solution générale de (E;) sur ]0,+oco[ est : y = (x +a+ —)e_x, a,b € R. Une telle
X

solution se prolonge par continuité en O si et seulement si b = 0.
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Question 348
On considere les équations différentielles

(E) : xy"+2y'—xy =2 et (E,):z"—z=2".

Parmi les affirmations suivantes, cocher celles qui sont vraies :
O [Vrai] Si y est une solution de (E;), alors 2 = xy est une solution de (E,).

O [Faux] (E;) admet une solution particuliere sous la forme y, = ae*, a € R.

b
O [Vrai] La solution générale de (E;) sur ]0,+oo[ est y = (E + 1) e“+—e ", a,beR.
X X

[0 [Faux] (E;) n’admet pas de solution sur R.

Explications: Ona:z' =xy +y,2" =xy”"+2y’ etz —z = xy” + 2y’ — xy. La solution
générale de 'équation homogéne associée a (E,) est : Z = ae* + be ™ et z, = xe* est une
solution particuliére de (E,). Donc la solution générale de (E,) est 2 = Z +z,. Ainsi, la solu-
L a b _ :
tion générale de (E,) sur ]0,+oo[ est: y = (; + 1) e*+—e™, a, b € R. Une telle solution

X
se prolonge par continuité en O si et seulement si a = b = 0. D’ou y = e*. Réciproquement,

on vérifie qu'une telle fonction est bien une solution de (E;) sur R.

Courbes paramétrées

Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

10 Courbes paramétrées

10.1 Courbes paramétrées | Niveau 1

Question 349
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=t—1 et y=t+1.

[0 [Vrai] I est la droite d’équation y = 2 + x.

[0 [Faux] La tangente a I' au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation y = x.

[0 [Vrai] La tangente a I au point (x(1), y(1)) est la droite d’équation y = 2 + x.
0 [Faux] I' posseéde un point double.

Explications: En éliminant le parametre t, on obtient y = 2 + x. I" est la droite d’équation
y =2+ x et elle est confondue avec sa tangente en n’importe quel point.
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Question 350
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

x =14cos(2t) et y=1+sin(2t) o<t<m.

[0 [Faux] T est le cercle de centre (1,1) et de rayon 2.

O [Vrai] I’ possede un point double.

[0 [Vrai] La tangente a I' au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation x = 2.

[0 [Faux] La tangente a I' au point (x(7), y(7)) est la droite d’équation y = x.
Explications: En éliminant le parametre t, on obtient : (x —1)* + (y —1)> = 1. Donc T est
le cercle de centre (1,1) et de rayon 1. Les points de parametres O et 7 sont confondus.
Enfin, x’(0) = 0 et y’(0) # 0, donc la tangente au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation
x = x(0).

10.2 Courbes paramétrées | Niveau 2

Question 351
Un avion en papier a effectué un vol suivant la trajectoire I' donnée par
x=t—2sint et y=4—3cost.

O [Faux] A l'instant t = 7, 'avion volait en position verticale.

[0 [Vrai] A linstant t = 7, ’'avion volait en position horizontale.

[0 [Faux] A l'instant t = 7t/2, 'avion volait suivant la droite d’équation y = 3x + 10.

O [Vrai] A linstant t = 1t/3, ’avion volait en position verticale.
Explications: On a : y’(m) = 0 et x’(7t) # 0. Donc la tangente au point de parametre 7 est
horizontale. A I'instant t = 7t/2, ’avion volait suivant la tangente a I" a cet instant. C’est-a-

dire suivant la droite d’équation y = 3x + 10— 37/2. Enfin, x'(7/3) = 0 et y'(nt/3) # 0.
Donc la tangente au point de parameétre 7t/3 est verticale.

Question 352
La trajectoire I' d’'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=t*+t> et y=2t2—1+¢>.
[0 [Faux] Le point de parametre O est un point de rebroussement de seconde espéce.
[0 [Vrai] La tangente a I" au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation y = 2x.
[0 [Vrai] La tangente a I" au point (x(1), y(1)) est dirigée par le vecteur (5, 1).
[0 [Faux] La tangente a I" au point (x(1), y(1)) est la droite d’équation 5x —y + 3 = 0.

Explications: Le DL4(0) de f(t) = (x(t), y(t)) est
F()=t2(1,2)+ 3(1,—1) + 3 (g,(t), £,(t)) avec ygési(t) =0.

Donc le point de parametre 0 est un point de rebroussement de premiere espece et la tan-
gente en ce point est la droite d’équation y = 2x. La tangente a I' au point de parametre 1
est dirigée par f'(1) = (5, 1).
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Question 353
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=2t*—t* et y=t*+t"

O [Vrai] Le point de parametre O est un point de rebroussement de seconde espece.

[0 [Faux] La tangente a I' au point (x(0), y(0)) est la droite d’équation y = 2x.

[0 [Faux] I' admet la droite d’équation y = —x comme asymptote quand t tend vers
linfini.

O [Vrai] I' admet une branche parabolique de direction asymptotique la droite d’équa-
tion y = —x.

Explications: Le DL,(0) de f(t) = (x(t), y(t)) est
F()=1t%(2,1) + t*(—=1,1) + t*(g,(t), &,(t)) avec 11_{% g,(t)=0.

Donc le point de parametre O est un point de rebroussement de seconde espéce et la tangente
en ce point est la droite d’équation 2y — x = 0. Enfin lilin [y(t)+ x(t)] = +00, donc T
t—x0o0

admet une branche parabolique de direction asymptotique la droite d’équation y = —x.

10.3 Courbes paramétrées | Niveau 3

Question 354
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

1 2 13 12
x=—(t"—2t) et = —t°——t".
2( ) y=3 >

[0 [Faux] Le point de parametre 1 est un point de rebroussement de seconde espéce.
[0 [Vrai] La tangente a I au point (x(1), y(1)) est la droite d’équation y = x.
O [Faux] Le point de parametre O est un point stationnaire.
O [Vrai] I' admet une branche parabolique de direction asymptotique I'axe des y.
Explications: Avec f(t) = (x(t),(¥(t)). On a : f'(1) = (0,0), f”(1) = (1,1) et f®(1) =

(0,2). Le point de parametre 1 est un point de rebroussement de premiere espece et la
tangente en ce point est la droite d’équation x —y = 0. Enfin

¥ _

1im =400
t—+o0 x(t)

lim x(t)=+oo, lim y(t)=+o00 et
t—+o0 t—+00

Donc I' admet une branche parabolique de direction asymptotique ’axe des ordonnées.

Question 355
La trajectoire I d’'une particule en mouvement est donnée par les équations

t2
x=2+cost et y:E—Fsmt.
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O [Vrai] T n’admet pas de point stationnaire.

O [Vrai] Le point de parameétre t = 11/2 est un point d’inflexion.

[0 [Faux] La tangente a I' au point de parameétre t = 11/2 est verticale.

O [Faux] I' est symétrique par rapport a 'axe des x.
Explications: Notons f (t) = (x(t), y(t)). Le systeme f’(t) = (0,0) n’admet pas de solution,
donc I' n’admet pas de point stationnaire. tl)iinoo x(t) n’existe pas. Un DL de f en /2 montre

que le point de parametre t = 7/2 est un point d’inflexion et la tangente en ce point est
dirigée par le vecteur f'(7/2) = (—1,/2). Enfin y n’est ni paire ni impaire, donc I' n’est
pas symétrique par rapport a 'axe des x.

Question 356
La trajectoire I d’'une particule en mouvement est donnée par les équations

x=1+cost et y=t—sint.

[0 [Faux] T est symétrique par rapport a 'axe des y.
0 [Faux] I admet un point double.
[0 [Vrai] Le point de parameétre t = 0 est un point de rebroussement de premiere espéce.
O [Vrai] La tangente a I' au point de parametre t = 0 est horizontale.
Explications: D’abord, x est paire et y est impaire, donc I" est symétrique par rapport a I'axe

des x. Ensuite, en notant f(t) = (x(t), y(t)), la résolution du systeme f(t,) = f(t,) donne
t; = t,, donc I' ne possede pas de point double. Enfin, on a :

Ff()=(2,0)+ t*(=1/2,0) + t3(0,1/6) + t> (&,(t), £,(t)) avec 1133 g,(t) =0.

Donc le point de parametre t = O est un point de rebroussement de premiere espece et la
tangente en ce point est horizontale.

Question 357
La trajectoire I d’'une particule en mouvement est donnée par les équations

1
1+ ¢t4

x(t) = et y(t)=

1—t2
O [Faux] I est symétrique par rapport a l'origine du repére.
O [Vrai] I admet la droite d’équation y = 1/2 comme asymptote quand ¢t tend vers 1.
O [Vrai] Le point de parameétre t = 0 est un point de rebroussement de seconde espeéce.

[0 [Faux] La tangente a I' au point de parameétre t = O est verticale.

Explications: y étant strictement positive, I' ne peut étre symétrique par rapport a 'origine

du repére. Ensuite, lir{l x(t) = £o0 et lirrll y(t) = 1/2, donc la droite d’équation y = 1/2
t—1% t—

est une asymptote. Le DL,(0) de f(t) = (x(t), y(t)) est

F()=(1,1)+t%(1,0) + t*(1,—1) + t* (e,(t), £,(t)) avec %i_I)lgEi(t) =0.
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On en déduit que le point de parametre t = 0 est un point de rebroussement de seconde
espece et que la tangente en ce point est horizontale.

Question 358
La trajectoire I d’'une particule en mouvement est donnée par les équations
t? t2
x = = .
1-e2 & YT 14r

[0 [Faux] Le point de parametre O est un point de rebroussement de seconde espéce.
O [Vrai] La tangente a I au point de parametre 1 est la droite d’équation y = x.
O [Faux] I' admet la droite d’équation y = 2 comme asymptote quand t tend vers 1.
O [Vrai] T admet la droite d’équation y = 2x —1/2 comme asymptote quand ¢t tend
vers —1.
Explications: On a : f(t) = t2(1,1) + t3(0,—1) + t3 (,(t), &,(t)) avec 115(} g;(t) = 0. Donc le
point de parametre 0 est un point de rebroussement de premiere espece et la tangente en
ce point est la droite d’équation y = x. Enfin, I'étude des branches infinies, quand ¢ tend

vers 1 et quand t tend vers —1, montre que les droites d’équation y = 1/2 et d’équation
y = 2x —1/2 sont des asymptotes.

10.4 Courbes paramétrées | Niveau 4

Question 359

La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations
2

t

t
X = et = .
4—¢2 sy

[0 [Faux] I’ admet un seul point stationnaire.

O [Faux] La droite d’équation x = 1 est une asymptote quand t tend vers —2.

O [Vrai] La droite d’équation y = 8x — 3 est une asymptote quand ¢t tend vers 2.
[0 [Vrai] Le point de coordonnées (1/2,2) est un point double.

Explications: D’abord, T’ n’a pas de point stationnaire car x’(t) # 0. Puis, lin% x(t) = xo0
t——2%
et lim2 y(t) =1, donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote quand t tend vers —2.
t——

t
De méme, lim x(t) = lim y(t) = 00, lim M =8 et lim[y(t)—x(t)] = —3. Donc la
t—2% t—2% t—2* x(t) t—2%
droite d’équation y = 8x — 3 est une asymptote quand t tend vers 2. Enfin, la résolution
de (x(t,), y(t;)) = (x(t,), y(t,)) montre que (1/2,2) est un point double obtenu avec les

parameétres —1 + /5 et —1 — /5.

Question 360
La trajectoire I' d'une particule en mouvement est donnée par les équations

e t? oy 3t
B YT

166



O [Faux] I' admet un seul point stationnaire.

[0 [Faux] La droite d’équation y = 1/2 est une asymptote quand t tend vers —1.

[0 [Vrai] La droite d’équation y = x + 1 est une asymptote quand ¢t tend vers 1.

[0 [Vrai] Le point de parametre 0 est un méplat.
Explications: D’abord, T’ n’a pas de point stationnaire car y’(t) # 0. Puis, tl—i}zll x(t)=1/2et
tgg}i y(t) = 00, donc la droite d’équation x = 1/2 est une asymptote quand t tend vers

t
—1. De méme, lim x(t) = lim y(t) = o0, lim M =1et lim[y(t)—x(t)] = 1. Donc
t—1* t—1% t—1% x(t) t—2*

la droite d’équation y = x + 1 est une asymptote quand t tend vers 1. Enfin, le DL,(0) de

f(t) = (x(t), y(t)) est

f(t)=(0,—1)+t(0,3) + t3(1,—1) + t*(&,(t), £,(t)) avec lti_r}gsi(t) =0.

Donc le point de parameétre 0 est un point ordinaire.
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