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Premiere partie

Algebre

Logique — Raisonnement

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

1 Logique — Raisonnement | 100

Cours ® Logique et raisonnements

Vidéo m Logique

Vidéo m Raisonnements

Fiche d’exercices 4 Logique, ensembles, raisonnements

1.1 Logique | Facile | 100.01
Question 1
Soit P une assertion vraie et Q une assertion fausse. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] P ouQ
O [Faux] P etQ
O [Faux] non(P) ouQ
O [Vrai] non(P et Q)

Explications: P ou Q est vraie. Comme P et Q est fausse alors non(P et Q) est vraie.

Question 2
Par quoi peut-on compléter les pointillés pour avoir les deux assertions vraies ?

x=2 ... x*>4 ly]<3 ... 0<y<3
O [Faux] < et =
O [Faux] = et =
O [Faux] < et =
O [Vrai] = et <

Explications: Si x = 2 alors x2 > 4, la réciproque est fausse. Si 0 < y < 3 alors |y| < 3, la réciproque
est fausse.

Question 3
Quelles sont les assertions vraies ?


http://exo7.emath.fr/cours/ch_logique.pdf
http://youtu.be/aWSe1fjJHEM
http://youtu.be/B-I5yZd0Wbk
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00002.pdf

O [Faux]Vx€R x2—x=0

O [Vrai]lVneN n?—n=0

O [Vrai]Vx€eR |x3—x|=0

O [Vrai]YneN\{0,1} n®>—3=0

2

Explications: Attention, x* — x est négatif pour x = % par exemple !

Question 4
Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai]dx>0 x=x

Faux]dIneN n?=17

[
[Faux] dx <0 exp(x) <0
[
[Vrai]3z€C 22 =—4

O
O
O
Explications: Oui il existe x > 0 tel que 4/x = x, c’est x = 1.

Question 5

Un groupe de coureurs C chronomeétre ses temps : t(c) désigne le temps (en secondes) du coureur
c. Dans ce groupe Valentin et Chloé ont réalisé le meilleur temps de 47 secondes. Tom est décu car
il est arrivé troisiéme, avec un temps de 55 secondes. A partir de ces informations, quelles sont les
assertions dont on peut déduire qu’elles sont vraies?

O [Vrai]VceC t(c)=47
O [Faux]3dceC 47<t(c)<55
O [Vrai]dceC t(c)> 47
O [Faux]VceC t(c)<55

Explications: Comme Tom est troisiéme, il n’existe pas de ¢ tel que 47 < t(c) < 55.

Question 6
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] La négation de "Vx >0 In(x)<x"est"dx <0 In(x)<x".
O [Vrai] La négation de "Ix >0 In(x?)# x"est"Vx >0 In(x?)=x".
O [

O [Faux] La négation de "dx >0 exp(x)> x"est"Vx >0 exp(x)<x".

Faux] La négation de "Vx =0 exp(x)=x"est"dx =0 exp(x) <x'".

Explications: La négation de "Vx > 0 P(x)" est "dx > 0 non(P(x))". La négation de "dx >
0 P(x)'est"Vx >0 mnon(P(x))"

1.2 Logique | Moyen | 100.01

Question 7
Soit P une assertion fausse, Q une assertion vraie et R une assertion fausse. Quelles sont les assertions
vraies ?



O [Faux]Q et (P ouR)

O [Faux] P ou (Q etR)

O [Vrai] non(P et Q etR)

O [Vrai] (P ouQ) et (Q ouR)

Explications: Il suffit de remplacer P par "faux", Q par "vrai" et R par "faux". Par exemple "Q et (P ou
R)" devient "vrai et (faux ou faux)", qui est la méme chose que "vrai et faux", qui est donc "faux".

Question 8
Soient P et Q deux assertions. Quelles sont les assertions toujours vraies (que P et Q soient vraies ou
fausses) ?

O [Faux] P et non(P)
O [Vrai] non(P) ou P
O [Faux] non(Q) ou P
O [Vrai] (P ou Q) ou (P ou non(Q))

Explications: On appelle une tautologie une assertion toujours vraie. C’est par exemple le cas de
"non(P) ou P", si P est vraie, 'assertion est vraie, si P est fausse, 'assertion est encore vraie !

Question 9
Par quoi peut-on compléter les pointillés pour avoir une assertion vraie ?
x| <5 ... —V/5<x<+5
O [Vrai] <
O [Vrai] =
O [Vrai]
[ [Faux] Aucune des réponses ci-dessus ne convient.

Explications: C’est une équivalence, donc en particulier les implications dans les deux sens sont
vraies !

Question 10
A quoi est équivalent P = Q?

O [Faux] non(P) ou non(Q)
O [Faux] non(P) et non(Q)
O [Vrai] non(P) ou Q
O [Faux] P et non(Q)

Explications: La définition (a connaitre) de "P — Q" est "non(P) ou Q".

Question 11
Soit f :]0,+00[— R la fonction définie par f(x) = % Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] Vx €]0,+00[ 3JyeR y=f(x)
0 [Faux] 3x €]0,4oc0[ VyeR y=f(x)
O [Vrai] 3x €]0,+oc0o[ dy eR y=f(x)
O [Faux] Vx €]0,+o0[ VyeR  y=f(x)

Explications: Uordre des "pour tout" et "il existe" est trés important.

Question 12
Le disque centré a l'origine de rayon 1 est défini par

D={(x,y)€]R2|x2+y2<1}.

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Vx e[-1,1] Vye[-1,1] (x,y)eD
O [Vrai]3x €[-1,1] Iy e[-1,1] (x,y)eD

O [Vrai]3x €[-1,1] Vye[-1,1] (x,y)eD

O [Vrai]Vx e[—1,1] 3dy e[-1,1] (x,y)eD

Explications: Faire un dessin permet de mieux comprendre la situation !

1.3 Logique | Difficile | 100.01

Question 13
On définit I'assertion "ou exclusif", noté "xou" en disant que "P xou Q" est vraie lorsque P est vraie, ou
Q est vraie, mais pas lorsque les deux sont vraies en méme temps. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Si"P ou Q" est vraie alors "P xou Q" aussi.

O [Vrai] Si"P ou Q" est fausse alors "P xou Q" aussi.

[0 [Vrai] "P xou Q" est équivalent a "(P ou Q) et (non(P) ou non(Q))"
O [Faux]"P xou Q" est équivalent a "(P ou Q) ou (non(P) ou non(Q))"

Explications: Commencer par faire la table de vérité de "P ou Q".

Question 14
Soient P et Q deux assertions. Quelles sont les assertions toujours vraies (que P, Q soient vraies ou
fausses) ?

O [Vrai] P = Q) ou(Q = P)

O [Vrai] (P = Q) ou (P et non(Q))

O [Vrai] P ou (P = Q)

O [Faux] (P < Q) ou (non(P) < non(Q))

Explications: Tester les quatre possibilités selon que P,Q sont vraies ou fausses.

Question 15
A quoi est équivalent P <= Q?



[Vrai] non(Q) ou P
[Faux] non(Q) et P
[Faux] non(P) ou Q
[Faux] non(P) et Q

O
O
O
O

Explications: La définition (a connaitre) de "P — Q" est "non(P) ou Q".

Question 16
Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = exp(x)— 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]Vx,x’€eR x#x' = f(x)#f(x))

O [Vrai] Vx,x’ €R x#x' < f(x)#f(x)

O [Faux]Vx,x'€R x#x' = (AyeR f(x)<y<f(x))
O [Vrai] Vx,x' €R F)xf(x)<0 = xxx'<0

Explications: Dessiner le graphe de f pour mieux comprendre ! Méme si f(x) # f(x’) cela ne veut
pas dire que f(x) < f(x’), I'inégalité pourrait étre dans l'autre sens.

Question 17
On considére 'ensemble
E={(x,y)eR*|0<x<lety>+/x}.

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]Vy =0 3dxe€[0,1] (x,y)€E
O [Vrai]dy >0 Vxe€[0,1] (x,y)€E
O [Faux] Vxe<[0,1] dy=0 (x,y)¢E
O [Faux] Vx €[0,1] Vy=0 (x,y)¢E

Explications: Faire un dessin de 'ensemble E.

Question 18
Soit f :]0,+00[—]0,+0oo[ une fonction. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] La négationde"Vx >0 3dy>0 y#f(x)'est"dx>0 dy>0 y=f(x)"
[0 [Faux]Lanégationde"dx >0 Vy >0 yxf(x)>0"est"Vx>0 Jy>0 yxf(x)<0"
[0 [Faux] La négation de "Vx,x' >0 x #x’ = f(x)# f(x")" est"dx,x' >0 x =x"et
fO)=fFQx)"
O [Vrai] La négation de "Vx,x’ >0 f(x)=f(x) = x=x"est"dx,x’ >0 x # x" et
fl)=fx)"
Explications: La négation du "Vx >0 dy > 0..." commence par "3x >0 Yy > 0. La négation de

"F(xX)=f(x") = x=x"est"f(x)=f(x") et x #x"



1.4 Raisonnement | Facile | 100.03, 100.04

Question 19

+1
Je veux montrer que %

est un entier, quelque soit n € N. Quelles sont les démarches possibles ?

[0 [Faux] Montrer que la fonction x — x(x + 1) est paire.

O [Vrai] Séparer le cas n pair, du cas n impair.
P p p
[ [Faux] Par ’'absurde, supposer que @ est un réel, puis chercher une contradiction.
O [Faux] Le résultat est faux, je cherche un contre-exemple.
J p

Explications: Séparer le cas n pair, du cas n impair. Dans le premier cas, on peut écrire n = 2k (avec
k € N), dans le second cas n = 2k + 1, puis calculer @

Question 20
Je veux montrer par récurrence 'assertion H, : 2" > 2n + 1, pour tout entier n assez grand. Quelle
étape d’initialisation est valable ?

O [Faux]Je commence a n=0.
[0 [Faux]Je commence a n = 1.
O [Faux]Je commence a n = 2.
O [Vrai] Je commence a n = 3.

Explications: Uinitialisation peut commencer a n'importe quel entier n, = 3.

Question 21
Je veux montrer par récurrence 'assertion H, : 2" > 2n + 1, pour tout entier n assez grand. Pour
I'étape d’hérédité je suppose H,, vraie, quelle(s) inégalité(s) dois-je maintenant démontrer ?

O [Vrai] 2" >2n+3

O [Faux]2">2n+1

O [Faux]2">2(n+1)+1

O [Faux]2"+1>2(n+1)+1

Explications: H,,, s’écrit 2"t > 2(n + 1) + 1, C’est-a-dire 2""! > 2n + 3.

Question 22
Chercher un contre-exemple a une assertion du type "Vx € E l'assertion P(x) est vraie" revient a
prouver I’'assertion :

O [Faux]3d!x € E Tlassertion P(x) est fausse.

O [Vrai]dx € E Tassertion P(x) est fausse.
[0 [Faux] Vx ¢ E lassertion P(x) est fausse.
O [Faux] Vx €E [lassertion P(x) est fausse.

Explications: Un contre-exemple, c’est trouver un x qui ne vérifie pas P(x). (Rien ne dit qu’il est
unique.)

10



1.5 Raisonnement | Moyen | 100.03, 100.04

Question 23
Jeffectue le raisonnement suivant avec deux fonctions f,g : R — R.

VxeR f(x)xg(x)=0
= VxeR (f(x)=00ug(x)=0)

== (VXER f(x)zO) ou (VxGR g(x)=0)

Faux] Ce raisonnement est valide.

O [
[0 [Faux] Ce raisonnement est faux car la premiére implication est fausse.
O [Vrai] Ce raisonnement est faux car la seconde implication est fausse.

O

Faux] Ce raisonnement est faux car la premieére et la seconde implication sont fausses.

Explications: On ne peut pas distribuer un "pour tout" avec un "ou".

Question 24
Je souhaite montrer par récurrence une certaine assertion H,, pour tout entier n = 0. Quels sont les
débuts valables pour la rédaction de I'étape d’hérédité ?

[0 [Faux] Je suppose H, vraie pour tout n = 0, et je montre que H,,; est vraie.

O [

[0 [Vrai] Je fixe n = 0, je suppose H,, vraie, et je montre que H,,,, est vraie.
[

O

Faux] Je suppose H,,_; vraie pour tout n = 1, et je montre que H,, est vraie.

Faux] Je fixe n = 0 et je montre que H,; est vraie.

Explications: La récurrence a une rédaction tres rigide. Sinon on raconte vite n'importe quoi !

Question 25
Je veux montrer que e* > x pour tout x réel avec x = 1. Linitialisation est vraie pour x = 1, car
el =2,718...> 1. Pour 'hérédité, je suppose e* > x et je calcule :

el =¥ xe>xxe=>xx2>x+1.

e conclus par le principe de récurrence. Pour quelles raisons cette preuve n’est pas valide ?
J 1 I d P 11 tt ‘est lide?

[0 [Faux] Car il faudrait commencer linitialisation a x = 0.

[0 [Vrai] Car x est un réel.
O [Faux] Car I'inégalité e* > x est fausse pour x < 0.
[ [Faux] Car la suite d’inégalités est fausse.

Explications: La récurrence c’est uniquement avec des entiers !

Question 26
Pour montrer que l'assertion "Yn € N n? > 3n— 1" est fausse, quels sont les arguments valables ?

[ [Faux] Lassertion est fausse, car pour n = 0 I'inégalité est fausse.

[ [Vrai] L’assertion est fausse, car pour n = 1 I'inégalité est fausse.

11



[ [Vrai] L’assertion est fausse, car pour n = 2 I'inégalité est fausse.
[0 [Vrai] L’assertion est fausse, car pour n = 1 et n = 2 I'inégalité est fausse.

Explications: C’est faux pour n = 1 et n = 2, mais bien s{ir, un seul cas suffit pour que l'assertion soit
fausse.

1.6 Raisonnement | Difficile | 100.03, 100.04
Question 27
Le raisonnement par contraposée est basé sur le fait que "P —> Q" est équivalent a :
O [Faux] "'non(P) = non(Q)".
O [Vrai] "non(Q) = non(P)".
O [Faux] "non(P) ouQ".
O [Faux]"P ounon(Q)".

Explications: La contraposée de "P =—> Q" est "non(Q) = non(P)".

Question 28
Par quelle phrase puis-je remplacer la proposition logique "P <= Q"?

O [Vrai]"P siQ"

O [Faux]'"P seulement si Q"
[0 [Faux] "Q est une condition nécessaire pour obtenir P"
O [Vrai] "Q est une condition suffisante pour obtenir P"

Explications: C’est plus facile si on comprend que "P <= Q", c’est "Q = P", autrement dit "si Q est
vraie, alors P est vraie".

Question 29
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] La négation de "P = Q" est "non(Q) ou P"

[0 [Vrai] La réciproque de "P = Q" est"Q = P"

[0 [Faux] La contraposée de "P = Q" est "non(P) = non(Q)"

[0 [Faux] Lassertion "P => Q" est équivalente a "non(P) ou non(Q)"

Explications: 1l faut revenir a la définition de "P —> Q" qui est "non(P) ou Q".

Question 30
Je veux montrer que v 13 ¢ Q par un raisonnement par I'absurde. Quel schéma de raisonnement est
adapté?

[ [Vrai] Je suppose que /13 est rationnel et je cherche une contradiction.
[ [Faux] Je suppose que /13 est irrationnel et je cherche une contradiction.

[ [Faux] Jécris 13 = % (avec p, q entiers) et je cherche une contradiction.
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] [Vrai] Jécris v13 = 2—7 (avec p, q entiers) et je cherche une contradiction.

Explications: Par I'absurde on suppose que v13 € Q, c’est-a-dire que c’est un nombre rationnel,
autrement dit qu’il s’écrit %, avec p, q entiers. Voir la preuve que v2 ¢ Q.

Ensembles, applications

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

2 Ensembles, applications | 100, 101, 102

Cours ® Ensembles et applications

Vidéo m Ensembles

Vidéo m Applications

Vidéo m Injection, surjection, bijection
Vidéo m Ensembles finis

Vidéo m Relation d’équivalence

Fiche d’exercices 4 Logique, ensembles, raisonnements
Fiche d’exercices 4 Injection, surjection, bijection
Fiche d’exercices ¢ Dénombrement

2.1 Ensembles, applications | Facile | 100.02, 101.01, 102.01, 102.02
Question 31
Soit A= {x € R| (x + 8)2 = 92}. Sous quelle forme peut-on encore écrire 'ensemble A?
O [Faux]A={1}
O [Faux]A=gQ
O [Faux]A={-17}
O [Vrai]A={1,—-17}

Explications: Les éléments de A sont les solutions de I'équation (x + 8)% = 92, c’est-a-dire 1 et —17.

Question 32
Soit E = {a, b, c}. Quelle écriture est correcte ?

O [Faux]{a}€E
O [

O [Vraila€E

O [Faux]{a,b}€E

Explications: Le symbole "€" traduit 'appartenance d’'un élément a un ensemble et le symbole "C"
traduit I'inclusion d'un ensemble dans un autre.

Faux]a C E
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Question 33
Soit A={1,2}, B={{1},{2}} et C = {{1}, {1, 2}}. Cochez la bonne réponse :

O [Faux]A=B

O [Faux]ACB
O [Vrai]AeC
O [Faux]AcC

Explications: Le symbole "€" traduit 'appartenance d’'un élément a un ensemble et le symbole "C"
traduit l'inclusion d’'un ensemble dans un autre.

Question 34
Soit A=[1,3] et B=[2,4]. Quelle est I'intersection de A et B?

O [Faux] ANB=yg
O [Vrai]AnB=[2,3]
O [Faux]ANB=[1,4]
O [Faux]ANB=A

Explications: L'ensemble AN B est formé des éléments qui sont a la fois dans A et dans B.

Question 35
Soit A=[—1,3] et B=[0,4]. Cochez la bonne réponse :

O [Faux] AUB=yQ

O [Faux] AUB =[0,3]
O [Faux]AUB=[-1,0]
O [Vrai]AUB =[-1,4]

Explications: Uensemble AU B est formé des éléments qui sont dans A ou dans B.

Question 36
Soit A= {a, b,c} et B={1,2}. Cochez la bonne réponse :

O [Faux]{a,1}€AxB
O [Faux] {(a,1)} €AxB
O [Vrai](a,1)€AxB
O [Faux]{a,1} CAxB

Explications: Les éléments de 'ensemble A x B sont les couples dont la premiére composante est dans
A et la seconde est dans B.

Question 37

100
On désigne par C’; le nombre de choix de k éléments parmi n. Combien fait Z(—l)kclfoo ?
k=0
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O [Faux] 100
O [Vrai] 0

[0 [Faux] 101
O [Faux] 5000

100
Explications: Le binéme de Newton donne 0 = (1 —1)'% = Z( 1)kck Cloo-

Question 38

10
On désigne par C’; le nombre de choix de k éléments parmi n. Combien fait Z C’fo ?
k=0
O [Faux] 10
O [Faux] 100
O [Vrai] 1024
O [Faux]5
10
Explications: Le binome de Newton donne Z C =(1+1)°=219=1024.
k=0

Question 39
On considere l'application f : {1,2,3,4} — {1, 2, 3,4} définie par

fM=2, f(2)=3, fB)=4 fA)=
Quelle est la bonne réponse ?
O [Faux] f7'({2) = {1}
O [Faux] f7'({2})) = {3}
O [Faux] f'({2}) = {4}
O [Vrai] f71({2}) = {1,4}

Explications: Lensemble f~'({2}) est formé des éléments qui ont une image égale a 2.

Question 40
On considére I'application f : N — N définie par

VneN, f(n)=n+1.

Quelle est la bonne réponse ?

[0 [Faux] f est surjective et non injective.

[ [Vrai] f est injective et non surjective.
[0 [Faux] f est bijective.
[0 [Faux] f n’est ni injective ni surjective.

Explications: Si f(n;) = f(ny) alors n; = ny, donc f est injective. Par contre, f(n) = 0 n’a pas de
solution dans N. Donc f n’est pas surjective.
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2.2 Ensembles, applications | Moyen | 100.02, 101.01, 102.02, 102.02

Question 41
Soit A et B deux ensembles. L’écriture A & B signifie que A est inclus dans B et que A # B. On suppose
que ANB =AUB. Que peut-on dire de Aet B?

O [Faux]A&B

[0 [Faux]BGA
O [Faux]A#B
O [Vrai]A=B

Explications: SiIANB =AUB alorsACAUB =ANB C B, cest-a-dire A C B. On vérifie de méme que
B C A. Donc A=B.

Question 42
Soit A une partie d’'un ensemble E telle que A # E. On note A le complémentaire de A dans E. Quelles
sont les bonnes réponses ?

O [Faux]ANA=E
O [Vrai]ANA=Q
O [Vrai] AUA=E
O [Faux]AUA=A

Explications: S'il existe x € E tel que x € ANAalors (x € Aetx ¢ A). Ceci est absurde. Donc ANA = @.
De méme x € E = (x €Aou x ¢ A). Donc que ECAUACE.

Question 43
Soient A, B deux parties d'un ensemble E. On note A le complémentaire de A dans E. Quelle est la
bonne réponse ?

O [Faux] AUB=AUB
O [Vrai] AUB=ANB
O [Faux] AUB=ANB
O [Faux]AUB=AUB

Explications: D’abord x € AUB < (x € Aou x € B). Les lois de De Morgan donnent donc que
(x ¢AUB) <= (x ¢ Aet x & B), cCest-a-dire AUB =ANB.

Question 44 B
Soient A, B deux parties d'un ensemble E. On note A le complémentaire de A dans E. Quelle est la
bonne réponse ?

O [Faux] ANB=ANB
Faux] ANB=ANB

O [
O [Vrail] ANB=AUB
O [
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Explications: D’abord x € ANB < (x € Aet x € B). Les lois de De Morgan donnent donc que
(x¢ANB) < (x ¢ Aou x ¢ B), cest-a-dire ANB =AUB.

Question 45
Pour tout n € N*, on pose E, = {1,2,...,n}. On note #(E,) 'ensemble des parties de E,. Quelles
sont les bonnes réponses ?

O [Faux] 2 (E;) = {{1}, {2}

O [Vrai] #(Ey) = {2, {1},{2}, E,}

O [Faux] Card(#(E,))=n

O [Vrai] Card(#(E,)) =2"

Explications: Le nombre de parties a k éléments de E,, est ij et le nombre de toutes les parties de E,,

n
est Y CKk=(1+1)"=2"
k=0

Question 46
On considére l'application f : R — R définie par

Vx €R, f(x)=x%+1.
Quelle est la bonne réponse ?
O [Faux] f(R)=R
O [Faux] f(R) =[0,+o0[
O [Faux] f(R)=]1,+oo[
O [Vrai] f(R)=[1,+00[

Explications: Pour tout x € R, f(x) = 1. Donc f(R) C [1,+00[. Réciproquement, tout y € [1, co[
admet un antécédent. Donc [1,+00o[C f(R).

Question 47
On considére l'application f : R — R définie par

Vx €R, f(x)=x>+1.

Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Vrai] f7'([1,5]) = [-2,2]
O [Vrai] f71([0,5]) =[—2,2]
O [Faux] f~'([1,5]) = [0,2]
O [Faux] f~%([0,5]) =[0,2]

Explications: D'une part, x € f1([1,5]) & f(x) €[1,5] & x? < 4. D’autre part, x € f 1([0,5]) &
f(x)€[0,5] © x?< 4. Donc f1([1,5]) = f1([0,5]) = [—2,2].
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Question 48
On considére I'application f : R — R définie par

Vx €R, f(x)=cos(mx).

Quelles sont les bonnes réponses ?
O [Vrai] f({0,2}) = {1}

O [Faux] f({0,2}) = {0}

O [Faux] f([0,2]) =[1,1]

O [vrai] f([0,2]) =[—1,1]

Explications: D’abord, f(0) = f(2) = 1. Mais, f est décroissante sur [0, 1] et est croissante sur [1, 2]
avec f (1) = —1. Dessiner le graphe de f !

Question 49
On considére 'application f : R x R — R définie par

fl,y)=x*+y%

Quelles sont les bonnes réponses ?
O [vrai] f7'({0}) = {(0,0)}
O [Faux] f~({1}) = {(1,0)}
O [Faux] f~'({0}) = {(0, )}
O [Vrai] f~1({1}) est le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1

Explications: D’abord, x2 + y? = 0 < (x, y) = (0, 0). Par ailleurs, 'ensemble des solutions (x, y) de
x2 + y? =1 est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

Question 50
On considére lapplication f : R\ {2} — R\ {1} définie par
x+1

Vx R\ {2}, f(x) = .

Quelle est la bonne réponse ?

O [Faux] f n’est pas bijective.

-2

O [Faux] f est bijective et f(x) = =z

x+1

2x +1
O [Vrai] f est bijective et f~1(x) = o T

x —

—x+1
O [Faux] f est bijective et f(x) = X %

_x —

2y +1
Explications: Tout y # 1 admet un unique antécédent qui s’écrit x = J 1 € R\ {2}. Donc f est
2y +1
bijective et f X (y) = y—l
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2.3 Ensembles, applications | Difficile | 100.02, 101.01, 102.01, 102.02

Question 51
SoitA={(x,y) €R?|2x—y=1}et B={(t +1,2t + 1) | t € R}. Que peut-on dire de Aet B?
O [Faux]A&B

O [Faux]BGA
0 [Faux]A#B
O [Vrai]A=B

Explications: D’abord, 2(t + 1) — (2t + 1) = 1. Donc B C A. Réciproquement, pour tout (x,y) € 4, il
existe t e Rtel que x =t +1 etdonc y =2t + 1. D’'ou (x,y) €B.

Question 52
Soient E et F deux ensembles non vides et f une application de E dans F. Soient A, B deux sous-
ensembles de E. Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Vrai] f(AUB) = f(A) U f (B)
O [Faux] f(AUB) & f(A)U f(B)
O [Faux] f(ANB) = f(A) N f(B)
O [Vrai] f(ANB)C f(A)N f(B)
Explications: Ona:y € f(AUB) <= Ix €AUB, y=f(x) & (3x €A, y=f(x))ou(Ix€B, y =

f(x)) = (y € f(A)ou y € f(B)). Par ailleurs, si y € f(ANB), il existe x € AN B tel que y = f(x).
Donc y € f(A) et y € f(B), cest-a-dire y € f(A)N f(B).

Question 53
Soient E et F deux ensembles non vides et f une application de E dans F. Soit A un sous-ensemble
de E. Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux]A=f7'(f(A))
O [Vrai]Ac f7(f(4))
O [Faux] f'(f(A) cA
O [Faux] f'(f(A) =E\A

Explications: Pour tout x €A, on a f(x) € f(A), donc x € f~1(f(A)).

Question 54
Soient E et F deux ensembles non vides et f une application de E dans F. Soit B un sous-ensemble
de F. Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux] B=f(f'(B))
O [Faux]Bc f(f~'(B))
O [vrai]l f(f'(B))CB
O [Faux] f(f~'(B))=F\B

Explications: Soit y € f(f~'(B)). Donc il existe x € f~!(B) tel que y = f(x). Mais, x € f'(B) &
f(x)eB.Doncy = f(x)<€B.
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Question 55
Soit E un ensemble et A C E avec A # E. Comment choisir X C E de sorte que

ANX=A et AUX=E?

O [Faux]X =A
O [Vrai]X =E
O [Faux]X =9
[0 [Faux] X n’existe pas

Explications: Par définition ANX =A=>ACX et AUX =E = AC X. Cest-a-dire AUAC X.

Question 56
Soit E un ensemble et A C E avec A # E. On note A le complémentaire de A dans E. Comment choisir
X C E de sorte que

ANX =@ et AUX=E?

O [Faux]X =A
O [Faux]X =E
O [Faux]X =9
O [Vrai]X =A

Explications: {A,X} est une partition de E, donc X = A.

Question 57
Soit E un ensemble a n éléments et a € E. On note &,(E) 'ensemble des parties de E qui contiennent
a. Quel est le cardinal de &#,(E)?

Faux] Card(Z,(E)) =n—1
Faux] Card(#,(E)) =n
Vrai] Card(#,(E)) = 2"

O
O
O
0 [Faux] Card(Z,(E))=2"

L T e B sy B oy |

Explications: Les éléments de %,(E) sont de la forme {a} UA ou A C E \ {a}. Donc Card(#,(E)) =
Card(#(E \ {a})) = 2"

Question 58

100
On note Cﬁ le nombre de choix de k éléments parmi n. Combien fait Z(—l)kz—kc’;oo ?
k=0
O [Faux] O
O [Vrai] 27100
O [Faux] 2!
O [Faux] 100
100 1\k 1100 1
Explications: Utiliser le binéme de Newton, kZ(:)C’fOO (—5) = (1 — E) = 100"
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Question 59
Soit E un ensemble & n éléments et A C E une partie a p < n éléments. On note s#(E) ’ensemble
des parties de E qui contiennent un et un seul élément de A. Quel est le cardinal de s#(E)?

O [Vrai] Card(s#(E)) = p2" P
O [Faux] Card(s(E))=p

O [Faux] Card(s#(E)) = p2P
O [Faux] Card(#(E)) = p2"

Explications: SiA={aj,...,a,}, les éléments de 7 (E) sont de la forme {a;}UB, ou a; EAet B C E\A.
Donc Card(##(E)) = Card(A) x Card(Z (E \ A)) = p2"P.

Question 60
Soit f : [—1,1] — [—1, 1] I'application définie par
2x
e|[—-1,1], =—".
Vx e [-1,1), F(x) = =

Quelle sont les bonnes réponses ?

[0 [Faux] f est injective mais non surjective.

[0 [Faux] f est surjective mais non injective.
[0 [Faux] f n’est ni injective ni surjective.
x
O [Vrai] f est bijective et f}(x) = ———.
1++v1—x2

Explications: Soit y € [-1,1]. On a f(x) = y & yx?—2x +y = 0. On résout dans [—1,1] cette
équation, d’inconnue x. Si y =0, on aura x = 0 et si y # 0, on calcule A = 4(1— y?2) > 0 et donc
1—/1—y2 y 1+4/1-

2
x = - e[-1,1] car — YY" 41,11,
Yy 1+4/1—y2 y

Y

1+v/1—-y2

Ainsi tout y € [—1,1] admet un unique antécédent x = €[—1,1]. Donc f est bijective

et f ()=~ 4

+/1—y2

Polyn6mes

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

3 Polynémes - Fractions rationnelles | 105

Cours ® Polyndmes
Vidéo m Définitions
Vidéo m Arithmétique des polyndmes
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Vidéo m Racine d’un polynéme, factorisation
Vidéo m Fractions rationnelles
Fiche d’exercices 4 Polyndmes
Fiche d’exercices ¢ Fractions rationnelles

3.1 Polynomes | Facile | 105.05

Question 61
Soit P(X) = 2X° +3X2 + X et Q(X) = 3X? —2X + 3. Quelles sont les assertions vraies concernant le
polynéme produit P(X) x Q(X)?

[0 [Faux] Le coefficient dominant est 5.

O [Vrai] Le coefficient du monome X2 est —3.
O [Faux] Le coefficient du terme constant est 3.
[ [Vrai] Le produit est la somme de 7 monémes ayant un coefficient non nuls.

Explications: P(X) x Q(X) = 6X7 —4X° 4+ 6X° + 9X* —3X3 4+ 7X2 + 3X.

Question 62
Soit P(X) =X°3 —3X? +2 et Q(X) = X3 —X + 1. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] Le polyndéme P(X) x Q(X) est de degré 9.
O [

[0 [Vrai] Le polynéme P(X) + Q(X) est de degré 3.
[0 [Faux] Le polyndéme P(X)— Q(X) est de degré 3.

Explications: P(X) x Q(X) =X®—3X>—X*+6X3—3X2—2X+2, P(X)+Q(X) = 2X3 —3X%2 —X + 3,
P(X)—Q(X)=—-3X%+X+1.

Faux] Le coefficient du monéme X? dans le produit P(X) x Q(X) est 3.

Question 63
Soient P(X) et Q(X) deux polyndmes unitaires de degré n = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Vrai] P+ Q est un polynéme de degré n.

[0 [Faux] P —Q est un polynéme de degré n.
[ [Vrai] P x Q est un polynéme de degré n+n = 2n.
[0 [Faux] P/Q est un polynéme de degré n—n = 0.

Explications: Le quotient de deux polynémes n’est pas un polynéme.

3.2 Polynomes | Moyen | 105.05

Question 64

Soit P un polynéme de degré = 2. Quelles sont les assertions vraies, quel que soit le polynome P ?
O [Vrai] deg(P(X) x (X?—X + 1)) =degP(X)+2
O [Faux] deg(P(X)+ (X?>—X +1)) =degP(X)
O [Faux] deg(P(X)?) = (degP(X))?
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O [Vrai] deg(P(X?)) =2degP(X)

Explications: On a la formule deg(P x Q) = deg P +degQ mais, il n’y a pas de formule pour la somme,
car deg(P + Q) peut étre strictement plus petit que deg P et degQ.

Question 65

Soit P(X) = >i_, axX*. On associe le polynéme dérivé : P/(X) = > _, kaiX*~ 1.
O [Faux] Le polyndme dérivé de P(X) = X°> —2X2 + 1 est P/(X) = 5X* — 2X.
O [
O [Vrai] Si P’(X) est de degré 7, alors P(X) est de degré 8.
O I

Faux] Le seul polyndéme qui vérifie P/(X) =0 est P(X) = 1.

Faux] Si le coefficient constant de P est nul, alors c’est aussi le cas pour P’.

Explications: Le polyndme dérivé s’obtient comme si on dérivait la fonction X — P(X).

3.3 Polynomes | Difficile | 105.05

Question 66

Soit P(X) =X"+a, ;X" ' +---+a,;X +a, un polynéme de R[X] de degré n > 1. A ce polynéme P
on associe un nouveau polynéme Q, défini par Q(X) = P(X — %).

Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] SiP(X)=X?+3X +1 alors Q(X) = X? —2X.

O [Vrai] SiP(X)=X%—3X?+2 alors Q(X) = X3 —3X.

[0 [Faux] Le coefficient constant du polynéme Q est toujours nul.
O [Vrai] Le coefficient du mondme X" ! de Q est toujours nul.

Explications: Cette transformation est faite afin que le coefficient du monoéme X" ! de Q soit toujours
nul.

Question 67
Soit P(X) = D _, a1 X k. On associe le polynéme dérivé : P/(X) = Do kap X k=1 Quelles sont les
assertions vraies ?
[0 [Vrai] Si P est de degré n > 1 alors P’ est de degré n—1.
O [Faux] SiP/(X)=nX"""! alors P(X) =X".
O [Vrai] SiP’ =P alors P =0.
O [Faux]SiP’'—Q’ =0alorsP—Q=0.
Explications: C’est comme pour les primitives, il ne faut pas oublier la constante : Si P’ = Q’ alors
P=Q+c.

Question 68
Soit A(X) =", a;X". Soit B(X) = ZT:O b;X’. Soit C(X) =A(X) x B(X) = Z:rg cxX*. Quelles sont
les assertions vraies ?

O [Faux] ¢, = ai by
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O [Vrai] ¢, = Zi+j:
O [Faux] ¢, = Zk

1=

O [Vrai] ¢ = 3o, a;be_;

kb

oaibi

Explications: La formule (a connaitre) est

k

Cx = Z aibj =Zaibk_i.

i+j=k i=0

3.4 Arithmétique des polynomes | Facile | 105.01, 105.02

Question 69
Soient A, B deux polynémes, avec B non nul. Soit A= B x Q + R la division euclidienne de A par B.

[0 [Vrai] Un tel Q existe toujours.

[0 [Vrai] S'il existe, Q est unique.
[ [Vrai] On a toujours degQ < degA.
[J [Faux] On a toujours degQ < degB.

Explications: La division euclidienne A = B x Q + R existe toujours, Q et R sont uniques et bien stir
degQ < degA.

Question 70
Soient A, B deux polynémes, avec B non nul. Soit A= B x Q + R la division euclidienne de A par B.

[0 [Vrai] Un tel R existe toujours.

O [Vrai] S'il existe, R est unique.
[0 [Faux] On a toujours degR < degA (ou bien R est nul).
[ [Vrai] On a toujours degR < degB (ou bien R est nul).

Explications: La division euclidienne A = B xQ+R existe toujours, Q et R sont uniques et par définition
de la division euclidienne R est nul ou bien degR < degB.

Question 71
Soient A(X) = 2X*+3X3—8X2—2X +1 et B(X) = X?>+3X +1. Soit A= BQ+R la division euclidienne
de A par B.

O [Faux] Le coefficient du monéme X2 de Q est 1.

[0 [Faux] Le coefficient du monéme X de Q est 3.
O [Faux] Le coefficient du mondéme X de R est 2.
O [Vrai] Le coefficient constant de R est 2.

Explications: Faire le calcul! Q(X) = 2X?—3X — 1, R(X) = 4X + 2.
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3.5 Arithmétique des polynomes | Moyen | 105.01, 105.02

Question 72
Soient A(X) = X®—7X° +10X*+5X3—23X2 45 et B(X) = X° —5X2 + 1. Soit A= BQ +R la division
euclidienne de A par B.

O [Faux] Le coefficient du mondéme X2 de Q est 0.

O [Vrai] Le coefficient du monéme X de Q est 0.
[0 [Faux] Le coefficient du monéme X de R est —1.
[0 [Vrai] Le coefficient constant de R est 1.

Explications: Faire le calcul! Q(X) =X3—2X?+4, R(X) = —X?+1.

Question 73
Soient A(X) = X% —2X3 — 4X? + 2X + 3 et B(X) = X* — 2X® — 3X2 des polyndmes de R[X]. Notons
D le pged de A et B. Quelles sont les affirmations vraies ?

O [Faux] X —1 divise D.

O [Vrai] X + 1 divise D.

O [Vrai] D(X)=(X—3)(X +1).
O [Faux] D(X) = (X —3)(X + 1)2.

Explications: A(X) = (X —3)(X +1)*(X—1), B(X) = X?(X—3)(X +1),le pged est D = (X —3)(X +1).

Question 74
Quelles sont les affirmations vraies pour des polynémes de R[X]?

O [Faux]Le pged de (X —1)*(X —3)3(X?+X +1)% et (X —1)%(X —2)(X —3)(X% + X +1)? est
(X —1)*(X —=3)(X2+X +1).

O [Faux]Le ppcm de (X —1)?(X —3)3(X2+X +1)% et (X —1)?(X —2)(X —3)(X2 + X +1)? est
(X —1)%(X —2)(X —3)3(X%2+X + 1)

O [Vrai] Le pged de (X —1)2(X%2 —1)3 et (X —1)*(X + 1) est (X — 1)*(X + 1)3.
O [Vrai] Le ppem de (X —1)?(X2?—1)3 et (X —1)*(X +1)° est (X —1)°(X + 1)°.

Explications: Le pged s’obtient en prenant le minimum entre les exposants, le ppcm en prenant le
maximum. Attention X2 —1 = (X —1)(X + 1).

3.6 Arithmétique des polynomes | Difficile | 105.01, 105.02

Question 75

Soit Aun polynéme de degré n = 1. Soit B un polynéme de degré m = 1, avec m < n. SoitA = BxQ+R
la division euclidienne de A par B. On note g = degQ et r = degR (avec r = —00 si R = 0). Quelles
sont les assertions vraies (quelque soient A et B) ?

O [Vrailg=n—m

O [Vrai]r<m

[0 [Faux]r=0 = Adivise B.
O [

Faux]n=mq+r
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Explications: On a degR < degB. Il ne faut pas confondre R = 0 et r = 0. En plus deg(A) = deg(B x
Q) = deg(A) + deg(Q).

Question 76
Soit n = 2. Soit A(X) = X" + X2, Soit B(X) = X" +X"!. Soit A= BQ +R la division euclidienne
de A par B.

O [Vrai] Le coefficient de X™ de Q est 1.
O [Faux] Le coefficient de X! de Q est 1.
O [Vrai] Le coefficient de X" 2 de Q est 2.
O I

Explications: Q(X) =X"—X"1 42X 2 —2X"3 ... R(X)=+2X""1.

Vrai] R est constitué d’un seul monéme.

Question 77
Soit A(X) = X*—X2. Soit B(X) = X2 4+ X — 2. Soit D le pged de A et B dans R[X].

O [Faux] D(X)=1

O [Vrai] Il existe U,V € R[X] tels que AU + BV =X — 1.

O [Vrai] Il existe u € R et V € R[X] tels que Au+BV =X —1.
[0 [Faux] Il existe U € R[X] et v €R tels que AU +Bv =X — 1.

Explications: A(XX) = X*(X —1)%, B(X) = (X —1)(X +2), D(X) = X — 1. UX) = —3, V(X) =
%(X2 —X + 2) donnent AU + BV = D.

3.7 Racines, factorisation | Facile | 105.03

Question 78

Soit P € R[X ] un polynéme de degré 8. Quelles sont les affirmations vraies ?
[0 [Faux] P admet exactement 8 racines réelles (comptées avec multiplicité).
O

[
[J [Vrai] P admet au plus 8 racines réelles (comptées avec multiplicité).
[

O

Faux] P admet au moins une racine réelle.

Faux] P admet au moins 8 racines réelles (comptées avec multiplicité).

Explications: 11 y a au plus deg P racines réelles (comptées avec multiplicité).

Question 79
Soit P(X) = X7 —5X° —5X* +4X3 +13X2 + 12X + 4.

O [Vrai] —1 est une racine de P.
O [Faux] O est une racine de P.

[0 [Faux] 1 est une racine de P.
O [

Vrai] 2 est une racine de P.
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Explications: Calculer P(a). En fait P(X) = (X —2)?(X +1)3(X? +X + 1).

Question 80
Quelles sont les affirmations vraies ?

O [Faux] 2X2+ 3X + 1 est irréductible sur Q.
O [Vrai] 2X? —3X + 2 est irréductible sur R.
0 [Faux] 2X*—X + 3 est irréductible sur C.

O [Faux] X2+ X2+ X + 4 est irréductible sur R.

Explications: Sur C les irréductibles sont de degré 1. Sur R ils sont de degré 1, ou bien de degré 2 a
discriminant strictement négatif.

3.8 Racines, factorisation | Moyen | 105.03

Question 81

Soit P € R[X] un polynéme de degré 2n + 1 (n € N*). Quelles sont les affirmations vraies ?
[0 [Vrai] P peut admettre une racine complexe, qui ne soit pas réelle.
[

[
[0 [Faux] P admet au moins deux racines réelles (comptées avec multiplicités).
[

O

Vrai] P admet au moins une racines réelle.

Vrai] P peut avoir 2n + 1 racines réelles distinctes.

Explications: Il y a au plus deg P racines réelles (comptées avec multiplicité). Mais ici le degré est
impair, donc P admet au moins une racine réelle.

Question 82
Soit P(X) = X® + 4X° + X+ —10X° — 4X2 + 8X.

[0 [Faux] —1 est une racine double.

O [Faux] O est une racine double.
O [Vrai] 1 est une racine double.
[0 [Faux] —2 est une racine double.

Explications: Pour une racine double il faut P(a) = 0, P’(a) = 0 et P”(a) # 0. En fait P(X) =
X(X +2)°(xX —1)2.

3.9 Racines, factorisation | Difficile | 105.03
Question 83
Soit P € Q[X ] un polynéme de degré n.
O [Vrai] P peut avoir des racines dans R, mais pas dans Q.
O [Vrai] Siz € C\R est une racine de P, alors Z aussi.

[0 [Faux] Les facteurs irréductibles de P sur Q sont de degré 1 ou 2.
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[0 [Faux] Les racines réelles de P sont de la forme a + /7, a, 8,y € Q.

Explications: Sur Q les facteurs irréductibles peuvent étre de n’importe quel degré.

Question 84
Soit P € K[X ] un polynéme de degré n = 1. Quelles sont les affirmations vraies ?

O [Vrai] a racine de P < X —a divise P.

O [Vrai] a racine de P de multiplicité > k < (X —a)* divise P.
O [Faux] a racine de P de multiplicité > k < P(a)=0, P'(a) =0, ..., PX(a) =0
[0 [Vrai] La somme des multiplicités des racines est < n

Explications: a racine de P de multiplicité > k < (X —a)* divise P & P(a)=0, P'(a) =0, ...,
ptD(a)=0

3.10 Fractions rationnelles | Facile | 105.04

Question 85
Quelles sont les affirmations vraies ?

O [Faux] Les éléments simples sur C sont de la forme 3, a,a € C.

[0 [Faux] Les éléments simples sur C sont de la forme _L)k, a,a €R, k € N*,
[0 [Vrai] Les éléments simples sur R peuvent étre de la forme &= a)k ,d,a €R.
[0 [Faux] Les éléments simples sur R peuvent étre de la forme aX+b ,a,b,a €R.

Explications: Sur C les éléments simples sont de la forme L)k, a,a € C, k € N*. Sur R les éléments

aX+b a,b,a,B € R, k € N* avec

simples sont de la forme 2+aX+p)F>

T )k,aaGR k € N* ou bien

X? + aX + f3 sans racines réelles.

Question 86
Soient P(X) =X —1, Q(X) = (X + 1)?(X%2 + X + 1). On décompose la fraction F = sur R.

[0 [Vrai] La partie polynomiale est nulle.
O

[Fa
O [Faux] Il peut y avoir un élément simple 37 mais pas
[

O

ux] Il peut y avoir un élément simple }ﬁ

a
+12°

mais pas

+b aX+
Vrai] Il peut y avoir un élément simple m CCISenE

P(X) _ X-1 X+2

Explications: A = EIREERI) = X+1 + (X+1)2 + vorxa1

3.11 Fractions rationnelles | Moyen | 105.04

Question 87

Soit QEX% une fraction rationnelle. On note E(X) sa partie polynomiale (appelée aussi partie entiére).

[0 [Vrai] SidegP < degQ alors E(X)=0
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O [Vrai] Si degP > degQ alors deg E(X) = deg P —degQ.
O [Faux]SiPX)=X3+X+2etQ(X)=X?>—1alors EX)=X+1.
O [Vrai]SiP(X)=X>+X—2etQ(X)=X%2—1alors E(X) =X°+X.

Explications: La partie entiére s’obtient comme le quotient de la division euclidienne de P par Q.

Question 88
Soit P(X) =3X et Q(X) = (X —2)(X —1)*(X2—X +1). On écrit

PX) a b 4 c 4 dX +e
QX) X—-2 X—-1 (X—-1)2 Xx2-X+1

Quelles sont les affirmations vraies ?

[ [Faux] En multipliant par X — 2, puis en évaluant en X = 2, j’obtiens a = 1.
O [Vrai] En multipliant par (X — 1)2, puis en évaluant en X = 1, jobtiens ¢ = —3.

[0 [Vrai] En multipliant par X, puis en faisant tendre X — 400, j’obtiens la relation a+b+d

[0 [Faux] En évaluant en X = 0, jobtiens la relation a+ b +c+e = 0.

.. P(X) _ 3X _ 2 -3 -3 X+1
Explications: 55y = raym—ipoe—n) — x2 T x1 + o T oxa1

3.12 Fractions rationnelles | Difficile | 105.04

Question 89

1
Soit F(X) = m On écrit

FX—a b c dX +e
O=xtxte e

Quelles sont les affirmations vraies ?
O
O
O

O

Explicati On profite que F est impaire pour déduire b = 0 0. F(X) !
xplications: impai i =0,e=0. =" =
(X2+1)x3

Question 90
X

—1
Soit F(X) = ————. On écrit
*X) X(X2+1)2

F(X)—£+bX+C+ dX +e
X X241 (X2+41)2

Quelles sont les affirmations vraies ?
O [Vrai]a=-1
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O [Faux]d=0ete=0
O [Faux]b=0etc=0
O [Faux]b=0etd=0

1 =1 X X+1

Explications: F(X) = m =x t ot wEe

Nombres complexes

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

4 Nombres complexes | 104

Cours ® Nombres complexes

Vidéo m Les nombres complexes, définitions et opérations
Vidéo m Racines carrées, équation du second degré

Vidéo m Argument et trigonométrie

Vidéo m Nombres complexes et géométrie

Fiche d’exercices 4 Nombres complexes

4.1 Ecritures algébrique et géométrique | Facile | 104.01

Question 91
Soit z = (1 —2i)%. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]z=5—4i

O [Vrai]z=-3—4i

[ [Faux] Le conjugué de z est : 2 = 3 + 4i.
O [Vrai] Le module de z est 5.

Explications: On développe (1—2i)2. Siz=a+ib,a,b€R,z=a—ib et |z|> =a®+ b>.

Question 92

Soit g = l“ Quelles sont les assertions vraies ?
— 1
0 el e = .
O [Vrai] g %
[ [Vrai] Un argument de z est :
— _i—1
[0 [Faux] Le conjugué de z est : 2 = TR

|Z_1|_@

Explications: On applique les formules : |} | = AL 2|2 = 2z et arg(g—;) = argg; —argz,[2m].
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Question 93
Soit z un nombre complexe de module 2 et d’argument 7. L'écriture algébrique de z est :

O [Faux]z=+v2—iv2
O [Vrailz=+v2+iv2
0 [Faux]z=2+2i

O [

Explications: z = 2(cos 7 +isin7) = V2+iv2.

Faux] z =2 —2i

Question 94
Soit 6 € R. ¢'? € R si et seulement si :

O [Faux] 6 =0

O [Faux] 6 =2m

O [Faux] 0 =2km, keZ
O [Vrai] 6 =kmn, keZ

0

Explications: el® =cosO +isin et sin = 0 si et seulement si @ = k7, k € Z.

Question 95
Soit O un réel. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] cos?6 = —HCOZS(ZG)

O [Faux] cos?0 = 1—+S(29)
O [Vrai] sin? g = 1=2520)
O [Faux] sin®§ = 1¥520)

Explications: On peut appliquer les formules d’Euler, ou utiliser la formule d’addition du cosinus.

Question 96
Soit 6 un réel. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] cos(26) = 2cos 6 sin 6

O [Vrai] cos(268) = cos? 6 —sin? 6
O [Vrai] sin(26) = 2cos 0 sin 6

O [Faux] sin(20) = cos? 8 —sin? 0

Explications: On peut appliquer la formule de Moivre, ou utiliser les formules d’addition du cosinus
et du sinus.

4.2 Ecritures algébrique et géométrique | Moyen | 104.01

Question 97
(1_i)10

Soit z = i

Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] |z] =2
O [Faux] |z| = %
O [Vrai] argz = g [27]

O [Faux] argz =—%[2m]

Explications: On applique les formules : Izz—rlnl = ||§21||m
2

et arg(zz—i) =nargz, —margsz,[2mn].
2

Question 98
Soit 2 = cos B+isin 6

cos p—ising?
O [Faux] |z]=2
O [Vrai] argz =60 + ¢ [271]
O [Vrai] 2 =cos(0 + ¢)+isin(6 + ¢)
O [Vrai] |z|=1

0, ®» € R. Quelles sont les assertions vraies ?

. . -1 Y4 . . o i6 [
Explications: Utiliser I’écrire trigonométrique et la formule : ee_—i¢ = ¢l(0+¢),

Question 99
Soit z; et 2, deux nombres complexes. Alors, |21 + 25| + |21 —2,|? est égal & :

O [Faux] |z;]? + |2,]?
O [Faux] |Z1|2 - |Zz|2
O [Vrai] 2|z, |2 + 2|2,/
O [Faux] 2|z;]? —2|z,|?

Explications: Utiliser : |z|? = 2z.

Question 100
Soit 6 un réel. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]cos®6 = %(COS(?»@) +3cos0)
O [Vrai] cos® 6 = %(cos(B@) +3cos0)
O [Vrai]sin®0 = %(3 sin® —sin(30))
O [Faux] sin® 0 = (3sin 0 +sin(36))

Explications: On peut appliquer les formules d’Euler.

Question 101
Soit O un réel. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] cos(560) = cos® 8 — 10 cos® 0 sin® 6 + 5 cos 0 sin* 6
O [Faux] cos(50) = cos® 6 + 10 cos® 6 sin O + 5 cos 0 sin* O
O [Faux]sin(560) = 5cos* 6 sin 6 + 10 cos? 0 sin® 6 + sin” 6
O [Vrai] sin(50) = 5cos* 0 sin O — 10 cos? 0 sin® O + sin® 0

Explications: On peut appliquer la formule de Moivre.
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4.3 Ecritures algébrique et géométrique | Difficile | 104.01

Question 102 ‘
Par deﬁmtlon six,y €R, eXTY =e¥. el =eX(cosy +isiny).
Soit z = e® , ol O est un réel. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] |z|=1
O [Vrai] |z| = es?
0 [Faux] argz =0 [27]
O [Vrai] argz =sin6[27]

Explications: z = e 0+isin0 — pcos6 . oisind pone |z| = €59 et argz = sin 6 [27].

Question 103
Soit z =1+ ¢€'?,0 €] — =, [. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] |z| =

O [Vrai] |z] = 2COS(%)

O [Vrai] argz = %[271]

[ [Faux] argz = 0 [27]
Explications: z = eig(ei% + e_i%) = 2cos(%)ei%. Comme 6 €]—m, [ , cos(%) > 0. On déduit que :
lz| = 2COS(%) et argz = %[27‘5].

Question 104
Soit z = ' 4 ¢!®, 9, ¢ € R tels que — < 8 — ¢ < 7. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] |z]| =

O [Vrai] |z] = 2cos( > )

0 [Faux] argz =6 + ¢ [27]
O [Vrai] argz = 9+¢ [27]

7 7 . J— lT I.T l%e J— ﬂ l# _ _ u
Explications: z =¢e'"2 (e +e'"2)=2cos(—5-)e' 2 . Comme 0 —¢ €]—m, [, cos(—5~) > 0. On

déduit que : |z]| = 2cos(#) etargg = # [27].

Question 105
Soit x € R\{2km,k € Z}, n € N*, §; = >/ _ cos(kx) et Sy = >, _, sin(kx). Quelles sont les asser-
tions vraies ?

O [Vrai] S; =cos(5)- msll(n(zl))x
O [Faux]S; =sin(57)- Snsli(n%)) al
O [Vrai] S, =sin(5)- %
O [Faux] S, =cos(5°)- Sil:i(n%))x
Explications: On calcule la somme géométrique ., _ Oe =0 O(e”‘)k = el(::)x = ei(ngl):i(;;f(;(t;:?gi)(nzl)x

+1
i sin( "5 )x

sin(3)

; puis, la partie réelle et imaginaire de cette somme.
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4.4

Equations | Facile | 104.02, 104.03, 104.04

Question 106
Les racines carrées de i sont :

O
O

O
O

[Faux] 1;” et —17“
1+i _ 1+
[Vrai] ﬁ et—7

[Faux] eT ete s
in
P

[Vrai] e et —e

2= i3,

Explications: On résoud dans C I'équation : 2 =i =¢€'

Question 107
On considére 'équation : (E) : 22 +z+1 =0, z € C. Quelles sont les assertions vraies ?

O
O

O
O

Explications: Les solutions complexes d’une équation du second degré az?+bz+c = 0 sont 2z, = —a
et z1 =

1+J_ 1++4/5

[Faux] Les solutions de (E) sont : z; = etz = ——

ai] Les solutions de (E) sont : z; = ﬂ et gy = —HQ—‘@.

2im —2im

[Vr
[Vrai] Les solutions de (E) sont : 2, =e3 etzy,=e 3 .
[

Vrai] Si z est une solution de (E), alors |z| = 1.
b+6

—b—6

—54 > OU O est une racine carrée de A = b% — 4ac.

Question 108
Les racines cubiques de 1 +1i sont :

(]
O
O
(]

[Faux] 2 = v2e/(B+%9) k =0,1,2
[Vrai] g, = V2eilmt "),k=0,1,2
[Vrai] z =1/—ei(ﬁ_Tn),k=O,1,2
[Faux] 2, = v2e!(f5=%9) k=0,1,2

Explications: On résoud I'équation : 23 = 1+i = v/2el,

Question 109
Soit z € C tel que |z — 2| = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O

O
O
([

[Faux] z =3
[Faux] z=1
[Vrai]z=2+¢"?, 0 eR

[Vrai] Le point du plan d’affixe z appartient au cercle de rayon 1 et de centre le point d’affixe

2.

Explications: |z—2| =1, doncz—2=¢% 0 eR.
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4.5 Equations | Moyen | 104.02, 104.03, 104.04

Question 110
On considére 'équation : (E) : 22 —2iz—1—i =0, z € C. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] Le discriminant de 'équation est : A = 8 + 4.

O [Vrai] Le discriminant de 'équation est : A = 4i.

[ [Faux] les solutions de (E) sont : z; = M et gy = M

\/—+(2+1/—)l

[ [Vrai] les solutions de (E) sont : z; =

et 5, = YZHVD

Explications: Utiliser la méthode de résolution d’une équation du second degré.

Question 111

On considére 'équation : (E) : 22 = L

1/—7
O [Faux] Siz est une solution de (E), argz = g[2m].

z € C. Quelles sont les assertions vraies ?

i

Bl

O [Vrai] Les solutions de (E) sont : z = ¢S etz =—e

O [Vrai] cos(§ )——v2+1/_etsm( )——\/2—\/5
O [Faux]cos(§)=§v2—1/§etsm(§)=§v2+\/§

Explications: Utiliser I'écriture géométrique et algébrique pour résoudre I'équation et identifier la
partie réelle et la partie imaginaire.

Question 112

Les racines cubiques de —8 sont :
- (2k+1)m

O [Vrai]lg,=2e" 35 ,k=1,2,3
O [Vrai] 2 = 21555, k=0,1,2
(2k+1)7‘r

O [Faux] z; = —2¢' ,k=0,1,2
O [Vrai] 2; = —2,2, = 2¢!5 et 25 = 2¢ '3

Explications: On résout équation 22 = —8 = 23¢!™, en utilisant I'écriture géométrique.

Question 113
On considére 'équation : (E) : 2° = ‘/1§+1 z € C. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Siz est une solution de (E), |z| =

H?
N

[0 [Vrai] Si z est une solution de (E), |z| = 5

ﬁ.

O [Faux] Si z est une solution de (E), argz = 75 [27].

O [Vrai] Si z est une solution de (E), argz = 5 + Zk—” [21], k € Z.

Explications: Résoudre z° = F_l = 1/1_e 12, en utilisant I'écriture géométrique.

Question 114
Soit z € C tel que |z —1| = |z + 1| . Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Faux]z=0

O [Vrailz=1ia,a€R

[0 [Faux] Le point du plan d’affixe z appartient au cercle de rayon 1 et de centre le point d’affixe
0

[0 [Vrai] Le point du plan d’affixe z appartient a la médiatrice du segment [A, B], ou A et B sont
les points d’affixe —1 et 1 respectivement.

Explications: Soit z tel que |2—1| = |z + 1|, M le point du plan d’affixe z, A et B les points d’affixe —1
et 1 respectivement. Alors, M est équidistant de A et B.

4.6 Equations | Difficile | 104.02, 104.03, 104.04

Question 115
On considére 'équation (E) : (22 +1)? +22 =0, z € C. Lensemble des solutions de (E) est :

O [Vrai] {1508, +1505))
O [
O [Faux] {i%i,i%i}
O [ (153 1245y

Explications: Remarquer que (22 + 1)? + 22 = (22 + 1)®> — (iz)? = (22 —iz + 1)(z% + iz + 1). On peut
aussi poser Z = z2 et se ramener a une équation du second degré.

Faux] {:l:% , :l:%}

Faux]

Question 116
On considére 'équation (E) : 28 =z, z € C. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Siz est une solution de (E), alors z = 0.

O [Vrai] Si z est une solution de (E), alors z =0 ou |z| = 1.
[0 [Faux] L’équation (E) admet 8 solutions distinctes.
O [Vrai] Les solutions non nulles de (E) sont les racines 9-iémes de l'unité.
Explications: Remarquer que si z est une solution de (E), |z|® = |z| = |z|, donc si z n’est pas nul,

|z| = 1. Par conséquent, z est une solution non nulle de (E) si et seulement si z° = 2z = 1.

Question 117
Soit n un entier = 2, 21,2, ...,32, les racines n-iemes de I'unité. Quelles sont les assertions vraies?

O [Vrai]lz"—1=(z—2)(z—2,)...(z—2,)
O [
O [Faux]z;+29+--+z,=1
O [

Vrai] 21.25, ...2, = (—1)"!
Vrai] z; +2,+ - +2,=0

Explications: 2q,2s,...,2%, sont les racines dans C du polyndéme P(X) = X" — 1, donc P(X) = (X —
2)(X —2,)...(X —2,). On examine le coefficient de X"~ et le coefficient constant.
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Question 118
Soit E I'ensemble des points M d’affixe z tels que :

O

z—1
1+iz

| = +/2. Quelles sont les assertions vraies ?
[Faux] E est une droite.
O [Vrai] E est un cercle.
O [Faux]E=10
O [

Vrai] E est le cercle de rayon 2 et de centre le point d’affixe —1 + 2i.

Explications: Soitz #i.Ona: f:ilzl =2 z2—1P2=21+iz]? & (z—1)(z—1) = 2(1 +iz)(1—iZ).

On développe cette derniére égalité.

Question 119
Soit E 'ensemble des points M d’affixe z tels que : z + % € R. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] E =R*

O [Faux] E est le cercle unité.

O [Vrai]E=R*U{z €C;|z| =1}
O [Vrai] E contient le cercle unité.

Explications: Soit z #0.0On a : z + % EReSz+ % =z+ % On multiplie par zz et on simplifie cette
égalité.

Question 120
Soit E 'ensemble des points M d’affixe z tels que M et les points A et B d’affixe i et iz respectivement
soient alignés. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] E est la droite passant par les points d’affixe i et —1 + i respectivement.

O

[Vrai] E est le cercle de rayon % et de centre le point d’affixe %(1 +1).
[ [Faux] E est le cercle de rayon % et de centre le point d’affixe 1 +1.
[

u
[0 [Faux] E est la droite passant par les points d’affixe —i et 1 —i respectivement.
— —
Explications: M(z),A(i) et B(iz) sont alignés si et seulement si les vecteurs AM et AB sont colinéaires.
— —
On pose z = x + 1y, x,y € R. Les vecteurs AM et AB sont de coordonnées (x,y —1) et (—y,x —1)
— —
respectivement. M(x +iy) € E si et seulement si det(AM,AB) = 0.

Géométrie du plan

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

5 Géométrie du plan | 140

Fiche d’exercices 4 Droites du plan ; droites et plans de 1l’espace
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5.1 Géométrie du plan | Facile | 140.01, 140.02

Question 121

On considere les points A(3,0) et B(0, 4). Quelle est la distance d entre A et B ?
O [Faux]d=3

O [Faux]d=4

O [Vrai]d =5

O [Faux]d=3+4=7

Explications: D’abord, AB = (—3,4). Donc d = 4/(—3)2+ 42 = /25 =5.

Question 122
On considere les vecteurs ti = (2,—1) et ¥ = (1,—4). Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux] Lanorme de @i est ||t||=2—1=1.
O [Vrai] La norme de ii est ||ii|| = +/5.

[0 [Faux] Le produit scalaire de ti et Vestti- v =(2—1)+(1—4) =—3.
O I

Vrai] Le produit scalaire de il et V est ii - ¥ = 6.

Explications: Penser aux définitions : siil = (x,y) et Vv = (x’,y) alors ii- ¥ = xx’ + yy’ et ||i]| =
Vi = 4/x2+y2.

Question 123
On consideére les points A(1,1), B(—1,1) et C(1,—1). Quelles sont les bonnes réponses ?

— — i
[ [Faux] Les vecteurs AB et AC sont égaux.

O [Faux] AB = —AC
[0 [Faux] Les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
O [Vrai] Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.

Explications: D’abord, AB = (—2,0) et AC = (0,—2), et puis le produit scalaire AB - AC est nul. Donc
—
AB et AC sont orthogonaux.

Question 124
Dans un repeére orthonormé direct, on considére le point A de coordonnées polaires r =2 et § = 5

Quelles sont les coordonnées cartésiennes (x,y) de A?

O [Faux]x=2ety=2
O [Vrai]x=+v3ety=1
O [Faux]x=1lety=+3
[0 [Faux]x=1lety=1

Explications: Les deux systémes de coordonnées sont reliés par les relations x =rcosf ety =rsinf.
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Question 125
Dans un repere orthonormé direct, on considére le point A(1,1). Quelles sont les coordonnées po-
laires (r,0) de A?

O [Faux]r=1letf=1
O [Faux]r=2et6=0
O [Vrai]r:ﬁet9=g+2krc,kez
O [Faux]r=+2et0 =0+2kn, kEZ
Explications: D’abord, r = v¥/12+ 12 = /2 et 0 est solution du systéme :

1
cos = —

7
sinf = —.

V2

Question 126
On considere les points A(0, 1), B(2,3) et C(1,1). Quelles sont les bonnes réponses ?

[0 [Faux] Les droites (AB) et (OC) sont confondues.
O [
[ [Vrai] Les droites (AB) et (OC) sont paralléles.
[0 [Faux] Les droites (AB) et (OC) sont sécantes.

Explications: On aAB = (2,2)= 20_C>. Les droites (AB) et (OC) sont paralléles.

Faux] Les droites (AB) et (OC) sont perpendiculaires.

Question 127
On consideére les points A(—1,—1), B(—1,1), C(1,2) et D(1,0). Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux] Les droites (AB) et (CD) sont sécantes.

[0 [Faux] Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.
[0 [Vrai] Les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
O [Vrai] (ABCD) est un parallélogramme.

Explications: On aAB = (0,2) = —C—D), donc les droites (AB) et (CD) sont paralleles. De plus, AB =
CD, donc (ABCD) est un parallélogramme.

Question 128
Soit D la droite passant par l'origine et par le point A(1, 1). Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Vrai] ii(1,1) est un vecteur directeur de D.

[0 [Faux] (1, 1) est un vecteur normal a D.

[0 [Vrai] y = x est une équation cartésienne de D.
O [

Faux] x + y = 0 est une équation cartésienne de D.
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— — —
Explications: La droite D est dirigée par le vecteur OA = ti(1,1) et M(x,y) € D < det(OM,0A) =
0 & x — y = 0. Ceci donne une équation cartésienne de D.

Question 129
Soit D la droite passant par les points A(1,—1) et B(1, 1). Quelles sont les bonnes réponses ?
O [Vrai] ii(0, 1) est un vecteur directeur de D.
O [Faux] (0, 1) est un vecteur normal a D.
[0 [Faux] Le point C(1,0) n’appartient pas a D.
[J [Vrai] Le point C(1,0) appartient a D.

. . - . . - 12
Explications: Le vecteur AB = (0, 2) est un vecteur directeur de D. Par ailleurs, AC = (0,1) = 5AB.
Donc C € D.

Question 130
Soit D la droite passant par les points A(1,—1) et B(1, 0). Quelles sont les bonnes réponses ?
[0 [Faux] Une équation cartésienne de D est : x —y +1 =0.
[0 [Vrai] Une équation cartésienne de D est : x —1 = 0.
O [Vrai] ii(1,0) est un vecteur normal a D.
O [Faux] (1, 0) est un vecteur directeur de D.

Explications: Les coordonnées de A et B vérifient '’équation x — 1 = 0, celle-ci est donc une équation
cartésienne de D et #i(1,0) est un vecteur normal a D.

5.2 Géométrie du plan | Moyen | 140.01, 140.02

Question 131
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, ), on considére les vecteurs i = (1,1) et
V= (1, 1/§) Quel est la mesure a € [0,27[ de 'angle orienté entre ti et v ?

O [Faux] a= ki
4
O [Faux] a= g
O [Vrai]a= il
12
O [Faux] a= n
12

. . , ? o T . )
Explications: Une mesure de I'angle orienté entre i et il est a = 2 et une mesure de 'angle orienté

2 - Y T
entreietVestb=—.Donca=b—a=—.
3 12

Question 132

Dans le plan muni d’'une base orthonormée (i,j), on considere les vecteurs i = (—,a) ety =

(a, _E) Comment choisir le réel a pour que (i, V) soit une base orthonormée ?
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1
O [Vraila=—
V2
1
O [Vraila=——
V2
O [Faux]a=+v2
O [Faux]a=—+v2
Explications: Pour tout a € R, les vecteurs i et ¥ sont orthogonaux. Ensuite, ||i|| = ||¥]| = 1 implique
+1
V2
Question 133
- - ].
Dans le plan muni d’'une base orthonormée (i,j), on considere les vecteurs ii = (E,a) etv =
V3 . . I .
5 b |. Comment choisir les réels a et b pour que (i, ) soit une base orthonormée ?

O [Vrai]a=£etb:1
2 2

O [Faux]a=§etb=—

O [Faux]a =—§ etb=

O [Vrai]a =—§ etb 2—1
2 2

+4/3

.. - - ) . .
Explications: D’abord, ||i||=1<a= — |[P|=1< b= - etii-V = 0 si, et seulement si, a et

b sont de méme signe.

Question 134
Dans le plan muni d’une base orthonormée (i, j), on considere deux vecteurs ti et ¥. On suppose que

T

||iZ|| = 3, ||V]| = 3 et que l'angle entre ces deux vecteurs est 3 Quelle est la norme de ti + v ?
O [Faux] ||[u+V||=6

O [Faux] ||[a+ V| =3

O [Vrai] ||li+ 9| =3v3

O [Faux]||d+V]|=9

Explications: La bilinéarité et la symétrie du produit scalaire donnent
i+ ¥|1>=@@+v)-@+9) = |al|>+ ||| +2i-v.

e o == T 9 a o
Et puis il - 7 = ||u||||v||cos(§) = = Donc [ +7|2 = 9+9+5.

Question 135
On consideére les points A(1,1), B(—1,1) et C(1,—1). Quelles sont les bonnes réponses ?

[ [Faux] Les points A, B et C sont alignés.
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[ [Vrai] ABC est un triangle rectangle en A.
[0 [Faux] ABC est un triangle équilatéral.
[0 [Vrai] ABC est un triangle isocéle en A.
Explications: On a AB = (—2,0) et AC = (0,—2). Les points A, B et C ne sont pas alignés. De plus,
— — — —>
||AB|| = 2 = ||AC|| donc ABC est isocele en A et AB.AC = 0, donc ABC est rectangle en A.

Question 136
Soit D la droite définie par le paramétrage :

b 1+t
y = 2—t, teR.

Quelles sont les bonnes réponses ?

[0 [Faux] Le point A(1, 1) appartient a D.

O [Faux] = (1,—1) est un vecteur normal a D.

[J [Vrai] Une équation cartésienne de D est: x + y —3 =0.
0 [Faux] t(1,1) est un vecteur directeur de D.

Explications: Le vecteur ti = (1,—1) est un vecteur directeur de D. On élimine t en additionnant les
deux équations. Ceci donne x + y = 3 qui est une équation cartésienne de D.

Question 137
Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on considere la droite D passant par les points A(1,1)
et B(2,3). Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux]i=(1,2) est un vecteur normal a D.
O [
[ [Faux] Le point C(1,2) appartient a D.
O [Vrai] La distance du point N(—1,2) & la droite D est +/5.
— — —

Explications: Le vecteur AB = (1,2) dirige D et M(x,y) € D < det (AM,AB) = 0, cest-a-dire
2x(—1)—2—1
2x(D-2-1] _ -

V22412

Vrai] Une équation cartésienne de D est : 2x —y —1 =0.

2x —y —1=0. La distance de N a D est donnée par

Question 138
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considére les points A(1,2), B(2,1) et C(—2,1).
Quelle est la distance d du point C a la droite (AB)?

O [Faux]d=+2

O [Faux]d=3
O [Vrai]ld =242
O [Faux]d = +10

‘det (A_)C,A_B))’ ot

Explications: Utiliser la formule d = —
1AB|
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Question 139
Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on considére la droite D définie par le paramétrage :

X 1+t
y = 2—t, teR.

Quelle est la distance d du point M (2, 3) a la droite D ?

O [Vrai]d =+v2
O [Faux]d=+3
O [Faux]d=1
O [Faux]d=2

Explications: Le point A(1,2) € D et le vecteur ¥ = (1,—1) dirige D. On utilise la formule d =
‘det (A—)Mf/’)‘

- =v2.
171l

Question 140
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, j), on considére les points A(a, b) et B(1,1). Com-
ment choisir les réels a et b pour que l'aire du triangle de sommets O, A, B soit égale a 1?

O [Vraila=2etb=0
O [Vraila=2+betbeR
O [Faux]a=1letb=0
O [Faux]a=0etb=1

Explications: On doit avoir 2Aire(OAB) = ’det A,A—B))‘ =2.Cecidonne (a=2+b et b €R).

5.3 Géométrie du plan | Difficile | 140.01, 140.02

Question 141

. \ T > 1 - 1
Dans le plan muni d’'un repére orthonormé direct (O, i, j), on considere les vecteurs i = b alet
. V3 . , I o
V= 5 b |. Comment choisir les réels a et b pour que (i, V) soit une base orthonormée directe ?

O [Vrai]azﬁetb:1
2 2

O [Faux]azﬁetbz—1
2 2
O [Faux]az—ﬁetbz1
2 2
O [Faux]a=—£etb=—1
2 2

. . B - :t‘/§ - :|:1 - = . .
Explications: D’abord, ||i|| =1<>a=——,||¥||=1< b= —etii-V =0 si, et seulement si, a et

b sont de méme signe. Enfin pour que (i, V) soit directe, il faut que det(ii, ¥) soit positif.
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Question 142

Dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, i, j), on considére les points A(a, b) et B(1,1). Com-
ment choisir les réels a et b pour que le triangle de sommets O,A, B soit rectangle et isocele en
A?
[Faux]a=—1etb=-1
[Vraila=1letb=0
[Vraila=0etb=1
[Faux]a=1letb=-1

oo0oano

. . . . ﬁ ﬁ ﬁ _) .
Explications: On doit avoir ||OA|| = ||AB|| et OA-AB = 0. Ceci donne (a =1et b =0) ou (a =0 et
b=1).

Question 143
Soit D la droite définie par ’équation cartésienne : x — 2y = 4. Quelles sont les coordonnées (a, b)
du projeté orthogonal H(a, b) du point M(1,1) sur D?

O [Faux] (a,b)=(4,0)
O [Vrai] (a,b)=(2,-1)
O [Faux] (a,b)=(6,1)
O [Faux] (a,b)=(1,1)

Explications: Le vecteur ii = (1,—2) est normal a D et le vecteur v = (2, 1) est directeur de D. Les
coordonnées de H vérifient le systéeme

a—2b=4 - a—2b=4 - a=2
HM -3 =0 2a+b=3 b=-—1.

Question 144
On consideére trois points A, B et C du plan tels que

(AB) : x—2y+3=0 et (AC):2x—y—3=0.

Quelles sont les bonnes réponses ?

[0 [Faux] Les points A, B et C sont alignés.
[ [Faux] Le point B appartient a (AC).

[0 [Faux] Le point C appartient a (AB).

O [Vrai] Les coordonnées de A sont A(3, 3).

Explications: Les points A, B et C ne sont pas alignés car sinon les droites (AB) et (AC) seraient
confondues. Ces droites se coupent en A et les coordonnées de ce point d’intersection vérifient le

systeme
x—2y+3=0 N X
2x—y—3=0 y

3
3.
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Question 145
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considere le point A(1,2) et on note D une droite
passant par A et qui est a distance 1 de l'origine. Une équation cartésienne de D est
O [Vrai]D : x=1
O [Faux]D : x+2y=0
O [Vrai]D : 3x—4y +5=0
[

O [Faux] D : y =2x

Explications: Une équation cartésienne d’une droite D passant par A est de la forme a(x —1) + b(y —
2) = 0. Mais,

la +2b]
va?+ b2

Ceci détermine toutes les droites passant par A et qui sont a distance 1 de l'origine.

1=d(0,D) = @szoubz—ga.

Question 146

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considere la droite A d’équation y = x et on note
D une droite perpendiculaire a A et qui est a distance 1 de 'origine. Une équation cartésienne de D
est

O [Faux]D : x—y++/2=0

O [Vrai]D : x+y++/2=0

O [Vrai]D : x+y—+2=0

O [Faux]D : x—y—+2=0

Explications: Le vecteur 7i = (1,—1) est normal a A, il dirige D. Une équation cartésienne de D est
de la forme x + y + ¢ = 0. Mais,

1=4d(0,D) = 1;12 =142

Question 147
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considere la droite A d’équation x = y et on note
D une droite paralléle a A et qui est a distance 1 de l'origine. Une équation cartésienne de D est

O [Vrai]D : x—y++/2=0
O [Faux]D : x+y++/2=0
O [Faux]D : x+y—+2=0
O [Vrai]D : x—y—+2=0
Explications: Le vecteur i = (1,—1) est normal a A, il est aussi normal & D. Une équation cartésienne

de D est de la forme x —y + ¢ = 0. Mais,

1=d(0,D) = % & c=+4/2.
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Question 148

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considere la droite A d’équation x = y et on note
D une droite perpendiculaire a A et qui est a distance O de l'origine. Une représentation paramétrique
de D est

O [Faux]D : x=t, y=tett€eR

O [Vrai]D : x=t, y=—tetteR
O [Faux]D : x=3t, y=3tett €R
O [Vrai]D : x=—-2t, y=2tett€R

Explications: Le vecteur ii = (1,—1) est normal a A, il dirige D. Or d(O,D) =0 = O € D. Donc D est
la droite passant par O est dirigée par .

Question 149

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on consideére la droite A d’équation y = x et on note
D une droite parallele a A et qui est a distance 0 de I'origine. Une représentation paramétrique de
D est

O [Vrai]D : x=t, y=tetteR

O [Faux]D : x=t, y=—tetteR
O [Vrai]D : x=—t, y=—tetteR
0 [Faux]D : x=2t, y=—2tett€eR

Explications: Le vecteur i = (1,—1) est normal a A, il est aussi normal a D. Donc v = (1, 1) dirige D.
Or d(0,D) =0= 0 € D. Donc D est la droite passant par O est dirigée par V.

Question 150
Le projeté orthogonal de l'origine O sur une droite D du plan est le point H(1,1). Quelles sont les
bonnes réponses ?

O [Faux] La distance entre O et D est 0.

O [Vrai] La distance entre O et D est v/2.

[0 [Vrai] Une équation cartésienne de D est x + y —2 = 0.
O [

Faux] Une équation cartésienne de D est y = x.

—
Explications: D est la droite passant par H et OH = (1, 1) en est un vecteur normal.

Géométrie dans I’espace

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari
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6 Géométrie dans ’espace | 141

Fiche d’exercices 4 Droites du plan ; droites et plans de 1l’espace
Pour ces questions, ’espace est muni d’un repere orthonormé direct (O, i, j, k).

6.1 Produit scalaire — Produit vectoriel — Déterminant | Facile | 141.01

Question 151
Soit ii(1,1,1),v(1,—1,0) et w(0, 1, 1) trois vecteurs. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Vrai] @i et vV sont orthogonaux.

[0 [Faux] V et w sont colinéaires.
O [Vrai] (0,1, V,w) est un repere de I'espace.
O [Faux] (O, ud, Vv, w) est un repére orthonormé de I'espace.

Explications: Deux vecteurs ii et ¥ sont orthogonaux si et seulement si ii - ¥V = 0. (0,1, V, W) est un
repeére si et seulement si det(ii, vV, w) # 0.

Question 152
Soit A(1,1,1),B(0,1,1) et C(1,0,1) trois points. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] A, B et C sont alignés.

[0 [Faux]A,B et C forment un triangle d’aire %

O [Vrai] A B et C forment un triangle d’aire %
—) e . 7 .

O [Faux] Les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

. y s . p -
Explications: L'aire du triangle ABC est donnée par : 5||AB AAC]|.

6.2 Aire — Volume | Moyen | 141.02

Question 153
Soitii(—1,1,1),%¥(0,1,2) et w(1,0,—1) trois vecteurs. Quelles sont les assertions vraies ?

O

Faux] Laire du parallélogramme engendré par ii et ¥ est : +/3.

O
[ [Faux] Le volume du parallélépipede engendré par i, V et w est 1.
O

[
[Vrai] Laire du parallélogramme engendré par ii et ¥ est : V6.
[
[

Vrai] Le volume du parallélépipede engendré par i, v et w est 2.

Explications: Laire du parallélogramme engendré par deux vecteurs i et ¥ est donnée par : ||d A V||.
Le volume du parallélépipede engendré par trois vecteurs i, v et w est donné par : |det(i, V, w)|.

6.3 Plans | Facile | 141.03

Question 154
Soit P le plan passant par A(1,1,0) et de vecteur normal 7i(1,—1,1). Quelles sont les assertions
vraies ?

[0 [Faux] Une équation cartésienne de P est x —y +2z = 1.

47


http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00159.pdf

[0 [Vrai] Une équation cartésienne de P est x —y +2 = 0.
O

[Vrai] Une représentation paramétrique de P est :

X = t—s
y =t
z = s, (t,s€R)

O [Vrai] Une représentation paramétrique de P est :

x =t
y =3
z = s—t, (t,s€R)

Explications: Une équation de P est de la forme : x —y + 2z + a = 0 et on cherche a pour que A
appartienne a P. On résout cette équation pour trouver une représentation paramétrique.

Question 155
Soit P le plan passant par A(—1,1,1) et dirigé par les vecteurs ii(0,1,1) et ¥(1,0, 1). Quelles sont les
assertions vraies ?

[0 [Vrai] Une représentation paramétrique de P est :

x = —1+s
y = 1+t
gz = 1+t+s, (t,s€R)

[0 [Faux] Une représentation paramétrique de P est :

x = —1+4t¢t

y = 1+s

gz = —14+t+s, (t,s€eR)
[0 [Faux] Une équation cartésienne de P est x + y +3 = —1.
[ [Vrai] Une équation cartésienne de P est x + y —z = —1.

Explications: On peut trouver une équation cartésienne, a partir d’'une représentation paramétrique,
en éliminant les parameétres.

Question 156
Soit P le plan passant par les points A(0,1,0), B(1,—1,0) et C(0,1,1). Quelles sont les assertions
vraies?

[0 [Vrai] Une représentation paramétrique de P est :

X = s
y = 1-—2s
z = t, (t,s€R)

[0 [Faux] Une représentation paramétrique de P est :

x =t
s
1+2s, (t,seR)

IS
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[ [Faux] Une équation cartésienne de P est 2x +z = 1.

[0 [Vrai] Une équation cartésienne de P est 2x +y = 1.

Explications: P est le plan passant par A et dirigé par les vecteurs AB et AC.

6.4 Droites de ’espace | Facile | 141.04

Question 157
Soit D la droite passant par le point A(2,—1, 1) et dirigée par le vecteur i(—1, 1, 0). Quelles sont les
assertions vraies ?

[0 [Vrai] Une représentation paramétrique de D est :

x = 2—t
y = -1+t
z = 1, (teR)

[ [Faux] Une représentation paramétrique de D est :

x = 2—t
y = —1+t
z = —t, (t€R)

[ [Vrai] Une représentation cartésienne de D est :

x+y =1
z =1

[0 [Faux] Une représentation cartésienne de D est :

x+y = 0
z =1

Explications: On peut trouver une représentation cartésienne, a partir d’'une représentation paramé-
trique en éliminant le parametre.

Question 158
Soit D la droite passant par le point A(—1, 1,2) et perpendiculaire au plan d’équation cartésienne :
x + y +2 =1. Quelles sont les assertions vraies?

[0 [Vrai] Une représentation paramétrique de D est :

x = —1+4+t¢
y = 1+t
gz = 2+t, (teR)

[0 [Vrai] Une représentation paramétrique de D est :

—1—t
1—t
2—t, (teR)

X
y
b4

49



[ [Vrai] Une représentation cartésienne de D est :

x—y = —2
y—z = -1
[ [Faux] Une représentation cartésienne de D est :
x+y = 2
x+z =1

Explications: D est dirigée par le vecteur #i(1,1,1).

6.5 Plans - Droites | Moyen | 141.03, 141.04

Question 159
Soit a et b deux réels, D et D’ deux droites de représentations paramétriques :

x = 1+2t x = —3+bt
D:{ ¥y =t D':{ y = —t
gz = —l4at, (t€R) z = 1+t, (teR)
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] D et D’ sont paralléles si et seulement sia =2 et b = 3.
[0 [Vrai] D et D’ sont paralléles si et seulement sia =—1 et b = —2.
[0 [Faux] D et D’ sont orthogonales si et seulement sia =1 et b = 0.
[0 [Vrai] D et D’ sont orthogonales si et seulement sia =1—2b, b € R.

Explications: Si D est dirigée par un vecteur il et D’ est dirigée par un vecteur ¥, D et D’ sont paralléles
H
si et seulement sii AV = 0. D et D’ sont othogonales si et seulement si ii - ¥V = 0.

Question 160
SoitP:x+y—z=0,P :x—y=2etP”:y—z =3 trois plans. Lintersection de ces trois plans est :

[0 [Faux] Vide.

[0 [Faux] Une droite.

[0 [Vrai] Un point.

[ [Vrai] Le point de coordonnées (—3,—5,—8).

Explications: On résout le systéme constitué des équations des trois plans.

Question 161
x = 1+t¢t
SoitP:x—y—2z=-—2,P :x+z=2deuxplanset Dladroite: { y = 2+2t Quelles
z = 1—t, (teR)
sont les assertions vraies ?
O [Vrai] D CP’
O [Vrail]D=PNP’
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O [Faux]DNP =40
O [Faux]DNP' =0

Explications: On vérifie que D =P N P’.

Question 162
SoitP:x+y—z=1, P : x+2z=—1deux plans et Q le plan passant par A(1, 1, 1) et perpendiculaire
a P et a P’. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] Une équation cartésienne de Q est x +2y —z+2 =0.
[0 [Vrai] Une équation cartésienne de Q est x —2y —z + 2 =0.

[ [Faux] Une représentation paramétrique de Q est :

x = 1-—t
y = 1l+t—s
z = 1+t+s, (t,s€R)

[ [Vrai] Une représentation paramétrique de Q est :

x = 1+t+s
y = 1+t
z = 1—t+s, (t,s€R)

Explications: Q passe par A et est dirigé par 7i et n’, o1 7i et n’ sont des vecteurs normaux a P et a P’
respectivement.

Question 163

x = 1-—t
On considere ladroite D : { ¥ = t et le plan P passant par A(0,1,1) et per-
z = —1+2t, (teR)

pendiculaire a D. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Vrai] Une équation cartésienne de P est x —y —2z+3 =0.
[0 [Faux] Une équation cartésienne de P est x —2y —2z+2 =0.

[J [Vrai] Une représentation paramétrique de P est :

X =t
y = 3+t—2s
z = s, (t,s€R)

[ [Faux] Une représentation paramétrique de P est :

x =t
y = 2+4t—2s
z = s, (t,s€R)

Explications: Un vecteur directeur de D est un vecteur normal a P.
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Question 164

X = 1+t+s x = 342t
OnconsidérelesdeuxplansP:{ y = —1+t etP’:{ y = t+s

g = 2+t—s, (t,s€R) gz = 2+4+2s, (t,s€R)
Quelles sont les assertions vraies ?

O [

[0 [Faux] P et P’ sont perpendiculaires.
O [Vrai] P =P’

O [Faux]PnP' =0

Faux] P N P’ est une droite.

Explications: On vérifie que P = P’.

6.6 Plans - Droites | Difficile | 141.03, 141.04

Question 165
Soit P et P’ deux plans non paralléles d’équations : ax + by +cz+d =0eta’'x+b'y +c’z+d =0
respectivement. Soit D = P N P’ et Q un plan contenant D. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] Une équation cartésienne de Q est ax + by +cz+d =0.

[0 [Faux] Une équation cartésienne de Q esta’x + b’y +c’z +d’ = 0.

[0 [Vrai] Une équation cartésienne de Q est de la forme : a(ax + by +cz+d)+ f(a’x + b’y +
c’z+d’)=0, ol a,p €R tels que (aa + pfa’,ab+ Bb’,ac+ pc’,ad + d’) # (0,0,0,0).

[0 [Vrai] SiQ # P’, une équation cartésienne de Q est de la forme : (ax+by +cz+d)+a(a’x +
b’y +c’z+d’)=0,0ot a €Rtel que (a+aa’,b+ab’,c+ac’,d+ad’)#(0,0,0,0).

Explications: fi(a, b, ¢) est un vecteur normal & P et n’(a’, b’, ¢’) est un vecteur normal 4 P/, donc un
vecteur normal a Q est une combinaison linéaire de i et n’. Par conséquent, une équation cartésienne
de Q est de la forme : a(ax+by +cz)+p(a’x+ b’y +c'z)+y = 0. Dautre part, si A(xg, Yo, %) € D,
A€ Q. On déduit que y = ad + Bd’.

Question 166

X+z

x—y = -1
Q d’équation : x —z + 3 = 0. Une équation cartésienne de P est :

O [Vrai]x+z=1

Soit D la droite d’équations : { et P le plan contenant D et perpendiculaire au plan

O

[Faux] x+y =0
O [Faux]y+z=1
[

O [Faux]x—y=-1

Explications: 1(1,0,—1) est un vecteur normal a Q qui n’appartient pas au plan vectoriel x —y = 0.
Donc P est différent du plan d’équation : x — y = —1 et donc une équation cartésienne de P est de
la forme: (x+z—1)+a(x—y+1) =0, a € R. On calcule a de sorte que (1, 0,—1) soit un vecteur
de P.
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Question 167

Soit D la droite d’équations : { _}z/

x - .
y— o ©t P le plan contenant D et paralléle a la droite
X+z

B . Une équation cartésienne de P est :
x—y = 2

d’équations D’ : {

O [Faux]x—z=1
O [Faux]x—y =0
O [Faux] y—z=0
O [Vrai]x—y=-—1

Explications: 1i(1,1,—1) est un vecteur directeur de la droite D’ qui n’appartient pas au plan y—z = 0
. Donc P est différent du plan d’équation : y —z = 0 et donc une équation cartésienne de P est de la
forme: (x—y+1)+a(y—z) =0, a € R. On calcule a de sorte que (1, 1,—1) soit un vecteur de P.

Question 168
Soit (P,),n € N, la famille de plans d’équations : n2x + (2n— 1)y + nz = 3. On note E l'intersection
de ces plans, c’est-a-dire E = {M(x, y,z) € R*; M € P, ¥Vn € N}. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]E=40
[0 [Faux] E est un plan d’équation x +y +z = 3.
x+y+z = 3
y = =3
[ [Vrai] E est le point de coordonnées (0,—3, 6).

[0 [Faux] E est une droite d’équation {

Explications: Soit M(x, y,2) € E, alors n?x +(2n—1)y +nz =3, Yne N & xn?+(2y +2)n—y—3 =
0,VneN&x=0,2y+z=0ety+3=0.

Question 169

s . ) x = z—-1 )y = 3x )
On considére les droites D; : { y = 241 et D, : { s = 1 - Soit P; et P, des plans paral-

leles contenant D, et D, respectivement. Quelles sont les assertions vraies ?

[J [Vrai] Une équation cartésienne de P; est 3x —y —z+4 =0.

[0 [Faux] Une équation cartésienne de P; est4x —y —z +5=0.
[0 [Faux] Une équation cartésienne de P, est4x —y —z+1=0.
[ [Vrai] Une équation cartésienne de P, est 3x —y —z+ 1 =0.

Explications: D, passe par le point A;(—1, 1, 0) et est dirigée par le vecteur u3(1, 2, 1). D, passe par le
point A,(0,0, 1) et est dirigée par le vecteur 1i5(1, 3,0). P; passe donc par A; est de vecteur normal
i =u) AU, et P, passe donc par A, est de vecteur normal 7.

Question 170
. )y = x+2 Sy = 2x+1
Soit Dl . { g = x N DZ . y = 2%x—1

contrant les droites D, D, et ’'axe (Oz). Quelles sont les assertions vraies ?

et A une droite parallele au plan (xOy) et ren-
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[0 [Faux] Une équation cartésienne de A est : { }z,

[0 [Faux] A est contenu dans le planz =—1 ouz = 1.
. [ . ;. = 0

[0 [Vrai] Une équation cartésienne de A est : { i/ . ou {

[ [Vrai] A est contenu dans le plan z =—2 ou z = 1.

Explications: A est parallele au plan (xOy) et rencontre 'axe (Oz), une représentation cartésienne

ax+b =0
de A est donc de la forme : Y .
Z = ¢, ab,ceR
On peut supposer que b est non nul, sinon, A ne rencontre pas D; ou D,. Par conséquent, une

ax+y = 0

représentation cartésienne de A est donc de la forme : .
Z = b, a,beR

On calcule a et b pour que A rencontre D; et D,.

6.7 Distance | Facile | 141.05

Question 171
Soit A(1,1,1) et P le plan d’équation cartésienne : x + y +z + 1 = 0. La distance de Aa P est :

0 [Faux]
O I

O [Faux]
O [Vrai]

Faux]

She S sl sl

Explications: Si P est d’équation ax +by +cz+d = 0 et A(xg, Yo, 20), la distance de A a P est donnée
ar : laxg+byo+czg+d|
Y RN W

Question 172
Soit A(—1,1,0) et P le plan passant par B(1,0, 1) et dirigé par les vecteurs #i(1,1,1) et ¥(1,0,—1).
La distance de Aa P est :
1
O [Faux] 7
5
O [Vrai] 7
O [Faux] V6

0 [Faux] %

Explications: Si P passe par un point B et est dirigé par des vecteurs ii et ¥ et A un point, la distance

| det(BA,i,7)|

de Aa P est donnée par : ==

Question 173
Soit A(2,0,1) et D la droite d’équations :

x+y—z =1
X—=y

I
I
_

La distance de Aa D est :
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Vrai]

Faux] Wi

Faux] v/3
Faux] v2

Explications: Si D est une droite qui passe par un point B et dirigée par un vecteur i et A un point,

s
) . , BAAi
la distance de A a D est donnée par : L ||ﬁ||u”'

O [
O [
O [
[

O

6.8 Distance | Moyen | 141.05

Question 174
x = 1+t¢

s . = 2 .
On considere les droites D; : { ¥y = —t et D, : { Y La distance entre
x—z = 2
z = 1+4+t, (t€eR)

D, et D, est:

O [Faux] 0

O [Faux] -

O [Vrai] v2

[ [Faux] Les droites se rapprochent autant que 'on veut sans se toucher.

Explications: Si D; passe par un point A; et est dirigée par un vecteur u; et D, passe par un point A,
|det(A14y,107,15)|

et est dirigée par un vecteur il,, la distance entre D; et D, est donnée par : VAl

Question 175
Soit D la droite passant par le point A(1,—1,0) et dirigée par le vecteur #(1,1,—1). Soit M(1,—1,3)
un point et H le projeté orthogonal de M sur D. Les coordonnées de H sont :

O [Faux] H(0,1,1)

O [Faux] H(1,2,1)

O [Vrai] H(0,—2,1)

O [Faux] H(1,—2,1)

Eﬁ}ications: H € D, doncil existe t € R tel que H(1+t,—1+t,—t). On calcule t en utilisant ’égalité :
HM -i=0.

Question 176

et A la perpendicu-

. . x+y—z = 1 X—y+z
On consideére les droites D; : Y D, : { Y

x—y = =1~ X—z =1
laire commune a D; et D,. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] Une représentation cartésienne de A est :

x+5y—4z—5 = 0
x—4y+5z+5 = 0
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[ [Vrai] Une représentation cartésienne de A est :

x+7y—4z—7 = 0
x—4y+7z+7 = 0

[0 [Faux] A est contenu dans le plan d’équation x + 5y —4z —5 = 0.

[0 [Vrai] A est contenu dans le plan d’équation x —4y + 7z +7 = 0.
Explications: Soit D; une droite passant par un point A; et dirigée par un vecteur u; et D, une droite
passant par un point A, et dirigée par un vecteur i, telles que D; et D, ne soient pas paralleles. Soit
P; le plan passant par A; et dirigé par les vecteurs il et u; A s et P, le plan passant par A, et dirigé

par les vecteurs i, et u; Ail,. Alors, la perpendiculaire commune a D, et D, est l'intersection de P;
et Pz.

6.9 Distance | Difficile | 141.05
Question 177

= 1+
Soit A(1,1, 1) un point, D la droite : { ; - ® etPun plan contenant D et tel que la distance

de A a P soit égale a % Une équation cartésienne de P est :

O [Faux]x+z+1=0oux+y+1=0

O [Faux]x—z+1=0oux—y=0
O [Faux]z=1loux=1
O [Vrai]lx—z=1loux—y=1

Explications: P est différent du plan d’équation y —z = 0 et D C P, une équation cartésienne de P
est donc de la forme : (x —z—1)+ a(y —z) = 0. On calcule a pour que la distance de A a P soit égal
a

=

Question 178

Soit P; : z+3 =0et P, : 2x+y+2z—1 = 0 des plans et 7 un plan bissecteur de P; et P,, c’est-a-dire :
M € 1 si et seulement si M est a la méme distance de P; et de P,. Une équation cartésienne de 7
est :

O [Vrai]2x+y—2—10=0o0u2x+y+52z+8=0

O [Faux]x+y—z—1=0oux+y+z+1=0

[ [Faux]2x+y+2z+8=0o0u2x—y+5z+7=0

O [Faux]x+y—2z—4=0oux+y+3z2—8=0

Explications: M(x,y,z) €t & |2+ 3| = |2><+y3;22—1|

Question 179
Soit E 'ensemble des points situés a la méme distance des axes de coordonnées. Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Faux] E est une droite.

O [Vrai] E est une réunion de droites.
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0 [Faux]M(x,y,z)€EESx=y=z3

O [Vrai] M(x,y,2) €E < |x|=|y| = 2]

. —_— —_— = - >
Explications: M(x,y,2) € E < [|[OM Ai|| =||OM A j|| = ||OM AK||.

Question 180

x = —1+3t
Soit Dladroite:{ y = 1 et P un plan contenant D a une distance de 1 de I'ori-
z = —1—t, teR

gine. Une équation cartésienne de P est :
O [Faux]y=1

O [Vrai] y=1ou4x+3y+122+13=0

O [Faux] y=1oux=1

O [Faux]x=1ouy=1ouz=1

e . . [ . Yy =1 oo
Explications: Une représentation cartésienne de D est : { x4+3244 = 0 P est différent du plan

x +3z+4 =0 et P contient D, une équation cartésienne de P est donc de la forme : (y — 1)+ a(x +
3z +4) = 0. On calcule a de sorte que la distance de P a I'origine soit égale a 1.

Deuxieme partie

Analyse

Réels

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

7 Réels | 120

Cours ® Les nombres réels

Vidéo m L’ensemble des nombres rationnels
Vidéo m Propriétés des réels

Vidéo m Densité des rationnels

Vidéo m Borne supérieure

Fiche d’exercices 4 Propriétés des réels

7.1 Rationnels | Facile | 120.01

Question 181
Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Faux] %+2%=1—96
O [Vrai] %""%721:%
O [Vrai] 35—6—3= %
O [Vrai] %/2 =1

Explications: Pour additionner deux fractions rationnels, il faut d’abord les réduire au méme déno-
minateur.

Question 182
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] 2 =0,142142142...

O [Vrai] Le nombre dont I'écriture décimale est 0,090909... est un nombre rationnel.
O [Vrai] 9,99999...=10

O [Faux] ¢ = 0,202020...

Explications: On trouve I'écriture décimale d’un rationnel en calculant la division ! Si on a une écriture
décimale finie ou périodique alors c’est un nombre rationnel.

7.2 Rationnels | Moyen | 120.01

Question 183
Soient x et y deux nombres rationnels strictement positifs. Parmi les nombres réels suivants, lesquels
sont aussi des nombres rationnels ?

O [Vrai] %
O [Faux] S

[
O [Vrai] x — y?
O [Vrai] (vx — y¥)(Vx + V¥)
Explications: La somme, le produit, le quotient de deux nombres rationnels reste un nombre rationnel.
La racine carrée d’'un nombre rationnel n’est pas toujours un nombre rationnel (par exemple la racine

carrée de 2). Par contre, par identité remarquable, on a (v/x — /¥)(v/X + /¥) = x> — y? qui est un
nombre rationnel.

Question 184
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] La somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel.
[0 [Vrai] Le produit de deux nombres rationnels est un nombre rationnel.
O [Faux] La somme de deux nombres irrationnels est un nombre irrationnel.
[0 [Faux] Le produit de deux nombres irrationnels est un nombre irrationnel.

Explications: La somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel. Le produit aussi. C’est
en général faux pour les nombres irrationnels!
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7.3 Rationnels | Difficile | 120.01

Question 185
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Lécriture décimale de +/3 est finie ou périodique.

O [Vrai] Lécriture décimale de 25 est finie ou périodique (quelque soit n € N).

O [Faux] Un nombre réel qui admet une écriture décimale infinie est un nombre irrationnel.
[0 [Vrai] Un nombre réel qui admet une écriture décimale finie est un nombre rationnel.

Explications: Les nombre rationnels sont exactement les nombres qui admettent une écriture décimale
finie ou périodique.

Question 186
Je veux montrer que log13, est un nombre irrationnel. On rappelle que log13 est le réel tel que
10'°¢13 = 13, Quelle démarche puis-je adopter ?

[0 [Faux] Par division je calcule I'écriture décimale de log 13 et je montre qu’elle est périodique.
[0 [Faux] Je prouve par récurrence que logn est irrationnel pour n > 2.

[0 [Vrai] Je suppose par 'absurde que log 13 = g, avec p,q € N* et je cherche une contradiction
apres avoir écrit 139 = 107,

[ [Faux] Il est faux que log 3 soit un nombre irrationnel.

Explications: On raisonne par I'absurde en écrivant log13 = g, ol p,q sont des entiers strictement
positifs. On en déduit que 139 = 10P. Comme 13 et 10 sont premiers entre eux, alors on obtient
p = q = 0 et donc une contradiction.

7.4 Propriétés de nombres réels | Facile | 120.03

Question 187
Comment s’appelle les propriétés suivantes de R ?

O [Vrai] (a+ b)+c=a+ (b+c) estI'associativité de I’addition.

O [Faux] (a x b) x ¢ =a x (b x ¢) est la distributivité de la multiplication.
O [Vrai] a x b = b x a est la commutativité de la multiplication.
O [Faux]ax(b+c)=axb+a xc estlintégrité.

Explications: (a + b)+c =a+ (b + c¢) est I'associativité de 'addition.

(a x b) x c = a x (b x c) est I'associativité de la multiplication.

a x b =b x a est la commutativité de la multiplication.

ax(b+c)=axb+axc estla distributivité de la multiplication par rapport a I'addition.

Question 188
Soient x, y € R tels que x < 2y. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] x?<2xy
O [Faux]y

< X
=2
O [Vrai] 2x < x

+2y
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O [Vrai] 2y < —x

Explications: Lorsque 'on multiplie par un nombre négatif alors le sens de I'inégalité change. Il faut
faire attention lorsque I'on multiplie par x, car le sens de I'inégalité est changé ou pas selon que x
soit négatif ou positif !

Question 189
Notation : E(x) désigne la partie entiere du réel x. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] E(7,9)=8

O [Vrai] E(—3,33)=—4

O [Faux] E(3)=5
[

O [Faux] E(x)=0 = x=0

Explications: La partie entiere de x est le plus grand entier, inférieur ou égal a x.

7.5 Propriétés de nombres réels | Moyen | 120.03

Question 190

Pour x € R, on définit f(x) = x — |x|. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux]Vx€R f(x)=0

O [Vrai]¥xeR f(x)<0

O [Vrai]Vx>0 f(x)=0

O [Faux]Vx <0 f(x)=-—2x

Explications: Si x = 0, alors f(x) = 0. Si x < 0 alors —|x| = x et donc f(x) =2x < 0.

Question 191
Quelles sont les assertions vraies concernant le maximum de nombres réels ?

O [Vrai] max(a, b) = a et max(a,b) = b
O [Faux] max(a,b) > a ou max(a,b)> b
O [Vrai] max(max(a, b),c) = max(a, b, c)
O [Vrai] min(a, max(a, b)) =a

Explications: max(a, b) = a et max(a, b) = b et max(max(a, b), c) = max(a, b, ¢). L'assertion "max(a, b) >
a ou max(a, b) > b" est fausse (prendre a = b). Cherchez une preuve pour l’assertion restante !

Question 192
Notation : E(x) désigne la partie entiere du réel x. Quelles sont les assertions qui caractérisent la
partie entiere ?

[ [Faux] E(x) est le plus petit entier supérieur ou égal a x.
[ [Vrai] E(x) est le plus grand entier inférieur ou égal a x.

[ [Faux] E(x) est I'entier tel que x < E(x) <x +1
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[ [Vrai] E(x) est I'entier tel que E(x) < x < E(x)+1

Explications: E(x) est le plus grand entier inférieur ou égal a x, ce qui se caractérise aussi par E(x) <
x <E(x)+1.

Question 193
Pour x € R, on définit G(x) = E(10x).

O [Faux] G(3) =66

O [Faux] Vx>0 G(x)=1

O [Faux] G(x)=10 < x €{10,11,12,...,19}
[

O [Vrai] G(x)=G(y) = |x—y|< &

Explications: La fonction G est tres similaire a la fonction partie entiére.

Question 194
Quelles sont les assertions vraies pour x € R ?

O [Vrai]x#0 < |x|>0

O [Faux] |x|>1 < x=>1

O [Vrai] vx2 = |x|

O [Vrai]x+|x|=0 < x<0

Explications: Uassertion |x| > 1 <= x = 1 est fausse, car "|x| > 1" est en fait équivalent a "x > 1
oux <—1"

7.6 Propriétés de nombres réels | Difficile | 120.03

Question 195
Quelles propriétés découlent de la propriété d’Archimede des réels (c’est-a-dire R est archimédien) ?

O [

O [Vrai]Vx>0 3neN n>x
O [Vrai]Ve>0 3dneN 0<%<s
O [

Faux]3x >0 VneN x>n

Vrai] Vx>0 Vy>0 dneN nx>y

Explications: La définition de la propriété d’Archimede est Yx >0 In €N n > x. Cela implique
les deux autres assertions vraies.

Question 196
Quelles sont les assertions vraies ?

_ X+y—lx|-lyl
O [Faux] max(x,y)= "5

_ Xty—lx+yl
O [Faux] max(x,y) = =252

_ lxtyl—x—
O [Faux] max(x,y)= = y2x 2
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: _ xtyix—yl
O [Vrai] max(x,y) = %

xty+x—y|
2

Explications: On prouve la formule max(x,y) = en distinguant le cas x —y = 0 puis

x—y<O0.

Question 197
Quelles sont les assertions vraies, pour tout x,y € R?

O [Faux] |x —y| < |x| =1y
O [Vrai] [x| < [x—y|+|yl
O [Faux] |x +y[ > |x|+]y|

O [Vrai] [x —yl < x|+ |yl

Explications: L'inégalité triangulaire est |x + y| < |x| + |y|. Les assertions vraies en découlent.

Question 198
On définit la partie fractionnaire d’un réel x, par F(x) = x — E(x).

O [Faux] F(x)=0 < 0<x<1

O [Faux]Si7 < x <8alors F(x)=17.

0 [Faux] Six =-—0,2 alors F(x)=—-0,2.
O [Vrai] Si F(x)=F(y) alors x —y € Z.

Explications: La partie fractionnaire est égale a la partie "aprés la virgule". Par exemple F(12,3456) =
0,3456.

7.7 Intervalle, densité | Facile | 120.04

Question 199
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]x€]5;7[ < |x—6|<1
O [Faux] x€]5;7[ < |x—1]<6
O [Faux] x €[0,999; 1,001] <> |x + 1| < 0,001
O [Faux] x €[0,999;1,001] < |x+1|<0,001

Explications: |x —a| <& < x€la—¢,a+¢]

Question 200
Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux][3,7]U[8,10]=[3,10]
O [Faux][-3,5]N[2,7]=[-3,7]
O [Faux][a,b[U]a,b]=]a, b[

O [Vrai] [a,b[N]a,b]=]a, b[

Explications: Tracer les intervalles sur la droite réelle pour mieux comprendre.
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7.8 Intervalle, densité | Moyen | 120.04

Question 201
Quelles sont les assertions vraies ?

O

[Vrai] x € [xp,xp+ €] = |[x —xg| < e
O [Faux] x —xg <& = x €[xg, X+ €]
O [Vrai]|x—y|=1<= y=x+1louy=x—1
O [Faux]|x|>A < x>Aoux<A

Explications: |[x —a| < ¢ < x€[a—¢,a+¢€]

Question 202
Soient x,y € Ravec x < y.

[0 [Faux] Il existe c € Z tel que x <c < y.

[0 [Vrai] Il existe c € Q tel que x <c < y.
[0 [Vrai]llexistece R\ Q tel que x <c <.
[ [Vrai] Il existe une infinité de c € Q tels que x <c < y.

Explications: Entre deux nombres réels, il existe une infinité de rationnels et aussi une infinité de
nombres irrationnels.

Question 203
Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] Il existe x € Q tel que x — +/2 < 10710,
. . 4 —10
O [Vrai] Il existe x € R\ Q tel que x —35 < 107",
[ ] 11 existe une suite de nombres rationnels dont la limite est /2.
[Vrai]

O
O

Vrai
Vrai] Il existe une suite de nombres irrationnels dont la limite est %.

Explications: Tout est vrai! Ce sont des conséquences de la densité de Q dans R et de la densité de
R\ Q dans R.

Question 204
Pour n = 1 on définit I'intervalle I, = [0, %]. Quelles sont les assertions vraies ?

0 [Faux] Pour toutn =1, I, C ..

O [Vrai] Si x € I,, pour tout n = 1, alors x = 0.
[0 [Faux] L'union de tous les I,, (pour n parcourant N*) est [0, +oo[.
[0 [Faux]Pourn<malors I,NI,.;N...NI,=1I,.

Explications: Ona [0,1]=1; DI, DI3D---.

Question 205
Pour n = 1 on définit I'intervalle I,, = [0, n]. Quelles sont les assertions vraies ?
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O I
O [
[0 [Vrai] Lunion de tous les I,, (pour n parcourant N*) est [0, +oo[.
[

O

Vrai] Pourn <m alors I, NI, N...N 1L, =1,.

Explications: Ona [0,1]=1, CI, CI3C:--.

7.9 Intervalle, densité | Difficile | 120.04
Question 206
Soient I et J deux intervalles de R. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Faux] I UJ est un intervalle.
O [Vrai] I NnJ est un intervalle (éventuellement réduit & un point ou vide).
O [Vrai] SiInJ # @ alors I UJ est un intervalle.
O [

Vrai] Si I C J alors I UJ est un intervalle.

Explications: Tracer les intervalles sur la droite réelle pour mieux comprendre. Une union d’intervalles
n’est en général pas un intervalle!

Question 207
Soit I un intervalle ouvert de R. Soient x, y € R avec x < y. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]Six,y €l,ilexisteceltelque x <c<y.

O [Vrai] Si x,y €1, alors pour tout ¢ tel que x <c < y,onac€l.
O [Vrai]Six¢letyel,ilexisteceltelquex <c<y.
0 [Faux]Sixé¢letyel,ilexistec¢ltelquex <c<y.

Explications: Si x et y sont deux éléments de l'intervalle I alors toute valeur entre x et y est aussi
dans lintervalle.

7.10 Maximum, majorant | Facile | 120.02

Question 208
Le maximum d’un ensemble E, s'il existe, est le réel m € E tel que pour tout x € E, ona x < m.

0 [Faux] Si E =[3,7] alors 8 est un maximum de E.

O [Vrai] Si E =[—3,—1] alors —1 est le maximum de E.
[0 [Vrai] Uensemble E = [—3,—1[ n’admet pas de maximum.
[0 [Faux] Lensemble E =[—3,2[ N ]—1,1] n’admet pas de maximum.

Explications: Attention, le maximum de E doit étre un élément de E!
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7.11 Maximum, majorant | Moyen | 120.02

Question 209

On dit que M € R est un majorant d’'un ensemble E C R si pour tout x € E, on a x < M.
O [Vrai] Si E =[3,7] alors 8 est un majorant de E.
O I

[0 [Faux] Si E =]0,+oo[ alors tout M = 0 est un majorant de E.

0 [Faux] SiE=[2,3]U[5,10] alors tout M = 3 est un majorant de E.

Explications: Tracer les intervalles sur la droite réelle pour mieux comprendre. Les majorants d'un
ensemble sont alors tous les réels "a droite" de 'ensemble.

Vrai] Si E =[—3,—1[ alors tout M = —1 est un majorant de E.

7.12 Maximum, majorant | Difficile | 120.02

Question 210
On dit que M € R est un majorant d’'un ensemble E C R si pour tout x € E, on a x < M.
[ [Faux] Un intervalle non vide et différent de R admet toujours un majorant.
[ [Vrai] Un intervalle non vide et borné admet au moins deux majorants.
[0 [Vrai] Un ensemble qui admet un majorant, en admet une infinité.
[

O

Explications: L'ensemble des majorants (s’il est non vide) est du type [M, +0oo[.

Faux] L'ensemble N admet une infinité de majorants.

Suites

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

8 Suites réelles | 121

Cours @ Les suites

Vidéo m Premiéres définitions
Vidéo m Limite
Vidéo m Exemples remarquables

Vidéo Suites récurrentes

|
|
|
Vidéo m Théorémes de convergence
|
Fiche d’exercices 4 Suites

8.1 Suites | Facile | 121.00

Question 211
Soit (u,) une suite réelle et £ € R. Comment traduire liJIrn u, =47
oo

n—

0 [Faux]Ve>0, VneN, |u,—{|<¢
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O [Faux]Ve>0,dn€N, |lu,—{|<e¢
O [Vrai]Ve>0, dnpeN, VneN, n>ny=|u,—{|<¢
O [Faux]3e>0,dnyeN,VneN, n>ny= |u,— | <e

Explications: C’est la définition de ligloo u,=£:V¥e>0,IngeN, VneN, n>ny=|u,— | <e.
n—

Question 212
Soit (u,) une suite réelle. Comment traduire hm u, =+00?

n—+

O [Faux]VA>0,VneN, u,>A
O [Faux]VA>0,3dneN, u,>A
0 [Faux]3A>0, dnpeN, YneN, n>ny=>u,>A
O [Vrai] VA>0, dnpeN, VneN, n>ny=>u, >A

Explications: C’est la définition hm u, =+00:YA>0,Ing €N, YneN, n>ny=>u, > A

n—+
Question 213
2
n“+1 2n+1
Soit u, = i1 etv, =— T Quelles sont les bonnes réponses ?
n2— n2—
1
O [Vral] hm u,=—-et lim v,=0
2 n—+00
O [Faux] hm u,=2et lim v,=0
n—+ n—+0Q
1
O [Faux] lim u,=—et lim v,=2
n—+00 n—+00
O [Faux] 11rn u, =2et hmoov =400
n—+ n—+
. . 2 (1 + n2) 1+ nl_2
Explications: D’abord, u,, = = .Or, lim — =0.Donc hm u,
o
n(2+1) 1 2+32

méme, vV, = ———— = — X

etdonc lim v, =0.
B(=g) n T e
n n

Question 214
2
+1
Soit u, = vn+1—+/n et v, = cos ( n2 1 ﬂ:). Quelles sont les bonnes réponses ?
O [Faux] lim u,=1et lim v,=-1
n—+00 n—+00
O [Vrai] lim u,=0et lim v,=-1
n—+00 n—+00
O [Faux] lim u,=1et lim v,=1
n—+00 n—+00
O [Faux] 11rn u,=0et hm v, n'existe pas
n—+
Eevlications: Dabord (\/n+ —f)(vn+ + /1) 1
ications: D’abord, u,, = =
P " e Vn+i+yn
lim (\/n +1+ ﬁ) = +00. Par ailleurs,
n—+o0Q
n2+1 n*(l+% 1+ %
= = T
M (I i
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etdonc lim u,=0car
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n2

Donc lim

1 : :
7 =T, et par suite, lim v, =cos(m)=—1.
n—+o0o n2 —1 n—+0o00

Question 215
Soit u,, = 3" —2" et v,, = 3" — (—3)". Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux] 111n u,=+ooet lim v,=+00

n—+00
O [Faux] 11rn u,=0et lim v,=0
n—+0oo n—+00
0 [Faux] lim u,=0et lim v,=-—00
n—+09o n—+oQ
O [Vrai] lim u,=+oco et lim v, nexiste pas
n—+o09o n—+0oo

2\" 2\"
Explications: D’abord, u,, = 3" x [1 - (5) ] Or (5) est le terme général d’une suite géométrique

de limite 0, donc _lim _u, =+00 x (1—0) = +00. Par ailleurs, v5, =0 et vy, 11 =2 x 3271 Donc

n—+

hgrn Vo, =0 et hm Von4e1 = +00. Le théoréme des suites extraites implique que (v,) n’a pas de
n—+0oQo

limite.

Question 216
1 1\"
Soitu, =nln (1 + —) etv, = (1 + —) . Quelles sont les bonnes réponses ?

O

[Faux] lim u,=+4+ocet lim v,=1
O [Faux] hm u, =0et hm v, =1
[

n—+o00 n—+oQ

n—+
O [Faux] hm u,=1et hm v, =1
n—+09o n—+09o
O [Vrai] lim u,=1et lim v,=e
n—+090 n—+o00
Explications: On utilise le fait que si 1121oo a, = 0, alors les suites (a,,) et In(1+a,) sont équivalentes.
n—
. o . 1 .
Ainsi le terme u,, est équivalent, en +00, a n x — = 1. Donc 11m u, = 1 et, puisque v, = e,
n n—+
lim v, =e.
n—+00
Question 217
. cosn 2n+cosn i
Soit u, = —— et v, = ——— . Quelles sont les bonnes réponses ?
2n+1 2n+1
[0 [Faux] lim u,et lim v, n’existent pas
n—-+00 n—-+00
O [Faux] lirn u, =0et lirn v, = +00
O [Vrai] hm u, =0et hm v, =1
n—+00 n—+00
O [Faux] hm u,=1let lim v,=1

n—-+00

cosn 1
’< — 0. Donc hm u,=0

Explications: On utilise le théoréme d’encadrement, 0 < ’

5 2n+1 2n+1 +o0 n—+
. n . .
et, puisque v,, = +u,, lim v,= lim + lim u,=1.

2n+1 n—+00 n—+00 2n+1 n—+00

Question 218

1 1
Soitu, =14+ =+ — +---+ —. Quelles sont les bonnes réponses ?
2 22 an
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[0 [Faux] La suite (u,) est divergente.
[0 [Vrai] La suite (u,) est strictement croissante.
O [Faux] lim u, =400

n—+09o

[
[
[
[

O

Vrai] nlgrnoo u, =2

Explications: Le terme u, est la somme des premiers termes de la suite géométrique de raison 3

Donc (u,,) est strictement croissante et

Question 219
Soit u, =1In (1 + ne_"). Quelles sont les bonnes réponses ?

[0 [Vrai] La suite (u,) est bornée.

O [Faux] lim u, =400
n—+09o
O [Vrai] nlgrnoo u, =0
[0 [Faux] La suite (u,,) est divergente.

n

Explications: Par croissances comparées, liJrrn ne " = 0 et, par continuité de la fonction logarithme
n—+oo

. _ . -m]_ _
lim un—ln[nlgnoo(1+ne )}—ln(l)—o.

n—+00

Donc, (u,) converge et sa limite est 0. En outre, elle est bornée comme toute suite convergente.

Question 220
Soit u,, = ¥/3 + cosn. Quelles sont les bonnes réponses ?
[0 [Vrai] La suite (u,) est bornée.
O [Vrai] nlgnoo u, =1
[0 [Faux] La suite (u,,) est croissante.
[0 [Faux] La suite (u,) est divergente.

Explications: On a : v2 <u, < v/4. Or

lim v2=1= lim 4.

n—+0o n—+0oo

Donc, le théoreme d’encadrement implique que (u, ) converge et que sa limite est 1.

8.2 Suites | Moyen | 121.00

Question 221
2n+1 _ 3n+1 n22n __an
Soit u, = ————— et v, = ———. Quelles sont les bonnes réponses ?
2n 4 3n n22n 4 3n
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O [Vrai] lim u, =—3et lirn v,=1
O [Faux] hm u, =+00 et hm v, =+00
n—+09 n—+00
O [Faux] lim u,=-3et lim v,=+00
n—+00 n—+00
0 [Faux] lim u,=—occet lim v,=1
n—+00 n—>+oc;1+1 )
- G (C N BN €) SR SN »
Explications: D’abord, u,, = T =3-—"n . Or (—) est le terme général d’une
3nx[(3)" +1] () +1 3
0—-1
suite géométrique de limite 0, donc hm u, —Sm:—?). De méme,
n—o+
-3 -z x[1-3(3)]_1-3()'
Vyp = ) = = Than .
L N () R eI E)

1 . 3\
Donc l1m vo,=1car lim —=0et lim Z =0.

n—+o00 n n—+o00

Question 222
. 1\" =D"\" .
Soitu,=({1——=] etv,=(1+ . Quelles sont les bonnes réponses ?
n n

O

Vrai] lim u,=e!
n—+00

[

O [Faux] lim v,=e!
[
[

n—+0o00
[ [Faux] La suite (u,,) est divergente.
[ [Vrai] La suite (v,,) est divergente.
Explications: On utilise le fait que si ligrnoo a, = 0, alors les suites (a,,) et In(1+a,,) sont équivalentes.
n—
Ainsi
1 —1
In(u,)=nln{1——|~nx —=—1.
n n

Donc (u,) est convergente et sa limite est e~ 1. On vérifie, de méme, que

lim v,, =eet lim v =e!
n—+o0o 2n n—4+o00 2n+1

Donc, d’apres le théoréme des suites extraites, (v,,) est divergente.

Question 223
, 2n*+1 .
Soit u, = ———. Quelles sont les bonnes réponses ?
nz+1
O [Faux] Ve>0, VneN, |u,—2|<¢

[
O [Vrai]de >0, VneN, |u,—2|<e

O [Vrai]VneN, n>10= |u,—2| <1072

O [Vrai]Ve>0,dIngeN, VneN, n>ny=|u,—2|<e¢

Explications: D’abord, u, —2 = — 1 D’une part, |u, —2| < 1 pour tout n € N. D’autre part, si
n

n> 10 alors n> + 1> 10% + 1 > 10%. C’est-a-dire

<1072,

u,—2|=
ttn 2| nZ+1
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De méme, pour tout € > 0, sin>ny = E(«/ 8_1) +1 alors |u, —2|= i1 <e.
n
Question 224
. 4n—1 i
Soientu, = vVn2+4n—1—netv, = . Quelles sont les bonnes réponses ?
vn?+4n—1+n
O [Faux] lirn u, =+00 et lim v, =0
O [Faux] 11m u,=0et hm v, =2
n—+00 n—+o00
O [Vrai] lim u,=2et lim v,=2
n—+0o n—+00
O [Faux] lim u,=+occet lim v,=0
n—+0o0o n—+00 4n—1
Explications: On multiplie par le terme conjugué, on obtient u,, = = v,,. Ensuite,
vnZ+4n—1+n
-1 An(lea) 0 lewm
vn*+4n—1+n n(\/1+%—%+1) Yi+i—L 41+
Question 225
1 1
Soitu, =14+ — + — +:--+ —. Quelles sont les bonnes réponses ?
22 32 n2
1
[0 [Vrai] Pourtoutn=>1,onau, <2——.
n
[0 [Faux] La suite (u,) est divergente.
O [Faux] lim u, =400
n—+00
[0 [Vrai] La suite (u,) est convergente et liELnC><> u, < 2.
n—

Explications: On vérifie par récurrence que u,, < 2——, donc (u,,) est majorée par 2. Par ailleurs, il est
n

clair que (u,) est croissante. Le théoreme des suites monotones implique que (u,) est convergente
etque lim u, <2.
n—+00

Question 226

. . (2nm . 3 )
Soit u,, = sin 3 et v, = sin o ) Quelles sont les bonnes réponses ?

[ [Vrai] La suite (u,) diverge et la suite (v,) converge.
[0 [Faux] Les suites (u,,) et (v,) sont divergentes.

[0 [Vrai] La suite (u,) n’a pas de limite et nl}igrnoo v, =0.
O [Faux] hm u,=0et lim v,=0

n—+0o

Explications: Par continuité de la fonction sinus, on a :

. 3 . . (2nm . . 3 .
lim —— =0donc lim sin[ — |=sin{ lim —— |=sin0=0.
n—+00 2nm n—+00 3 n—+00 2nm

Ainsi, (v,) converge et sa limite est 0. Par ailleurs,
V3
5

2n
Us, =sin(2nm) =0 et ug,, = sin 5 )=
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Donc, d’apres le théoréme des suites extraites, (u,) diverge; elle n’a pas de limite.

Question 227
Soi 1 1 1 1 _ 1 1 les b , )
oit u, = §+§+¥+---+E etvn—un+a. Quelles sont les bonnes réponses ?
[0 [Faux] Si les limites existent, alors lim u, < lim v,.
n—+0o0o n—+0oo

O
O

[

O [Faux] Les suites (u,,) et (v,) sont divergentes.
[Vrai] Les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.
[

Vrai] Les suites (u,,) et (v,,) convergent vers la méme limite finie.

Explications: On vérifie que (u,) est croissante, (v,) est décroissante et que
lim (u,—v,)=0.
n—>+c>o( n n)

Donc (u,) et (v,) sont adjacentes. En conséquence, elles convergent vers la méme limite finie.

Question 228

1
Soit (u,,) une suite réelle. On suppose que |u,.; — 1| < Elu" — 1] pour tout n = 0. Que peut-on en
déduire ?

O [Faux] La suite (u,) est convergente et nl}grnoo u, =0.

O

[Faux] La suite (u,) est divergente.
1
O [Vrai] Pour toutn =1, |u, — 1| < Eluo— 1.
[

O

Vrai] liin u, =1
n—>+oo

Explications: On vérifie par récurrence que |u, — 1| < Eluo — 1|, et donc, par passage a la limite,
lim (u,—1)=0. Cest-a-dire, lim u,=1.
n—+oo n—+oo

Question 229
Soit (u,,) une suite réelle. On suppose que u,, = +/n pour tout n > 0. Que peut-on en déduire ?

[0 [Vrai] La suite (u,) n’est pas majorée.

[0 [Faux] La suite (u,,) est croissante.
[ [Faux] La suite (u,) est convergente.
O [Vrai] lim u,=+o00

n—+00
Explications: Si (u,) était majorée, il en serait de méme pour 4/n ce qui est absurde. Donc (u,,) est
une suite non majorée. Par passage a la limite, on a :

lim u,> lim v/n=+00= lim u,=+00.
n—+00 n—+0o0o n—+0o0o
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Question 230
n

1
Soit u,, = Z m Quelles sont les bonnes réponses ?

[0 [Faux] La suite (u,,) est croissante non majorée.
[0 [Faux] La suite (u,) est divergente.
1
O [Vrai]Pourtoutn=1,u,=1— .
n+1
0 [Vrai] (u,) est convergente et ligrno<J u, =1.
n—

Explications: Le terme u,, est une somme télescopique. En effet, on vérifie que, pour tout k = 1

1 1

1
= Sy, =1—
k+1

1
k(k+1) k

Donc (u,) est convergente et sa méme limite est 1.

8.3 Suites | Difficile | 121.00

Question 231
n n na2n _ b2n

Soient a et b deux réels tels que a > b > 0. On pose u, = Quelles sont

airon T ey p
les bonnes réponses ?
[0 [Faux] Les suites (u,,) et (v,) sont divergentes.

O [Vrai] lim u, =1 et (v,) est divergente.
n—+00o

O [Vrai] lim u,=1let lim v, =+00

O [

Faux] hm up, —Oet lim v, =+o00

n—+o00

b\ n
. ax[1-(0)) 1= (Y ot e o
Explications: D’abord, u,, = = Or [ — | estle terme général d’'une suite

a1+ ()] ()

géométrique de limite 0, donc ligrn u, = 1. De méme,
n—+oo

2
a7 1@
é n
a

[
a2nx[1+

)

)

2n><

Vn =

l (é 2n
Donc lim v, =+00 car lim — =1
n—+ n—+0o00 1+ 1 (é n
n\a
Question 232
. 1 2 3 —1)"n )
Soitu, =|———+——+--+ =D . Quelles sont les bonnes réponses ?
n n n n
[0 [Faux] La suite (u,) est monotone.

Vrai] Les suites (us,,) et (usy,,1) convergent vers la méme limite.

[
O [
[0 [Faux] La suite (u,) est divergente.
O [

Vrai] lim u, =
n—+0Q
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Explications: On vérifie que, pour toutn = 1,

1 n+1
Uon = 5 elUsnyr = el

. A L 1 \ (s
Donc les suites (usy,) et (usy,,1) convergent vers la méme limite, a savoir > D’apres le théoréme des

. . . . 1
suites extraites, la suite (u, ) converge aussi vers >

Question 233
n 2n 2n+1
s . o R G VAR o G O _ N D
On considere les suites de termes généraux u, = , Vp = et w, =
ok ok ok

Quelles sont les bonnes réponses ?
O [Vrai] Les suites (v,,) et (w,,) sont convergentes.
[ [Vrai] La suite (u,) est convergente.
[0 [Faux] La suite (u,,) est divergente.
O [

Faux] L'une au moins des suites (v,) ou (w,,) est divergente.

Explications: On vérifie que (v,,) est décroissante, (w,,) est croissante et que ligrn (v,—w,) =0.Donc
n—+0oo

ces deux suites sont adjacentes. En particulier, elles convergent et elles ont la méme limite £ € R. Or
V, = Uy, €t W, = Uy,,1, donc, d’apres le théoréme des suites extraites, la suite (u,) converge aussi
vers /.

Question 234
. e , . up +a*
Soit a > 0. On définit par récurrence une suite (u,),>o par uy > 0 et, pour n = 0, u,.; = ou
un
Que peut-on en déduire ?

[0 [Faux] Le terme u,, n’est pas défini pour tout n € N.
] [Vrai] Vn e N*, u, > a, et (u,),>; est décroissante.
luy —al

O [Vrai] Pour toutn €N, |u,.; —al < o

[ [Faux] La suite (u,,) est divergente.

Explications: Par récurrence, u,, > 0 pour tout n € N. Donc (u,,) est bien définie. D’autre part,

s o u +a?
0<(u,—a)*=u,+a"—2au,>a< —(——
2u,
Donc u,,1 = a > 0 pour tout n € N. On en déduit que
az—uf1
Uy — Uy = ou <0, pourn=1,
u

n

;. - . [ lu; —al
donc (u,),>1 est décroissante. On vérifie aussi par récurrence que |u,.; —a| < o et donc, par

passage a la limite, lim (u,, —a) = 0. C’est-a-dire, (u,) est convergente et lim u, =a.
n—-+00 n—+00
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Question 235
Soient (u,,) et (v,) deux suites réelles. On suppose que (v,,) est croissante non majorée et que v,, < u,,
pour tout n = 0. Que peut-on en déduire ?
O [Faux] lim v,< lim u,
n—+090 n—+09o

[0 [Vrai] La suite (u,) est divergente.
O [Faux] nl)iinoo Vo S U
O [Vrai] lim u,=+o00

n—+00

Explications: La suite (v,,) est croissante non majorée, donc sa limite est +00. Il en est de méme pour
la limite de (u,), c’est-a-dire (u,) est divergente et sa limite est +0co.

Question 236

. . . 1
Soit (u,) une suite croissante. On suppose que U, — U, < on pour tout n 2 0. Que peut-on en
déduire ?

O [Faux] (u,) est divergente.

rai] (u,) est bornée et upy < u, <u .
O [v 2) estb tuy Su, Suy+2
rai] (u,) est convergente et up, < lim u, <u .
O [Vrai] (u,) est gente et ug < 1 nSug+2
n—+00
O [Faux] lim u,=+o0
n—+00
Explications: On vérifie par récurrence que
NN 1, 1
UgS U, SUy+ +5+§+-~-+F—uo+ _2n—1'

Donc, 1y < u, < g+ 2. Etant 2 la fois croissante est majorée, la suite (u,) est convergente et, par

passage a la limite, ug < lim u, <ugy+2.
n—+00

Question 237
Soit (u,),>0 la suite définie par uy = 0 et u,,; = In(1 +u,). Que peut-on en déduire ?

[ [Faux] Une telle suite (u,) n’existe pas.
O [Vrai] Vn e N*, u, =0, et (u,) est décroissante
O [Faux] lim u, =400
n—+09
O [Vrai] lim u,=0
n—+00
Explications: On vérifie par récurrence que 0 < u,, pour tout n = 0. Donc la suite (u, ) est bien définie.
On vérifie aussi que In(1 + x) < x pour tout réel x = 0. En particulier,

Upyr =In(14+u,) <u,.

Donc (u,,) est décroissante. Etant a la fois décroissante est minorée, la suite (u,,) est convergente et
sa limite est I'unique solution de I'équation x = In(1 + x). Soit li£11 u, =0.
n—+oo

Question 238
. . . 1
Soit (u,,) une suite croissante. On suppose que 0 < u,,; S —u, + — pour tout n = 0. Quelles sont

2 2n
les bonnes réponses ?
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O [Vrai] (u,) est majorée.

O [Faux] (u,) est divergente.

O [Vrai] (u,) est convergente et 0 < nlgrnoo u, <2.
O [Vrai] u,, =0 pour tout n > 1.

Explications: On vérifie par récurrence que, pour tout n =1,

<. < 1 1 1 1 1 1
O\un\—nu0+1+2+§+ +F 2nu0+2 F

Donc, (u,) est majorée car Py = 0. Etant a la fois croissante est majorée, la suite (u,) converge
— oo

vers £ € R et, par passage a la limite, 0 < £ < 2. Par ailleurs, 'hypothése faite sur u,, donne

O<€<§3€=O

et comme (u,),>1 est croissante positive, u,, = 0 pour tout n = 1.

Question 239

Soit (u,) une suite croissante. On suppose que u, + —— < U, pour tout n = 0. Quelles sont les
n

+1
bonnes réponses ?

O [Faux] (u,) est majorée.

OO [Vrai] (u,) est divergente.

O [Faux] (u,) est convergente et liJIPoo u, = 0.
0 [Faux] u, = 0 pour tout n = 1.

Explications: On vérifie par récurrence que, pour tout n =1,
1 1
Ug+1+—-+--+—-<xu,
2 n

Donc, (u,) n’est pas majorée car sinon, il en serait de méme pour la suite de terme général v, =

1+—-+4-:--4+ —etonsaitque lim v, =+o00.
2 n n—+o0

Question 240

n
On admet que Vx € [0,1[, In(1 + x) < x < —In(1 — x). Soit u,, = Z
k=1

1
n+k

, n = 1. Quelles sont les

bonnes réponses ?

[0 [Faux] La suite (u,) est croissante non majorée.
2n+1

O [Vrai] Pour tout n > 1, ln( n ) u, <In(2).
n+1

0 [Vrai] (u,) est convergente et ligrnoo u, =In(2).

n—
O [Faux] lim u,=+oc0
n—-+00
Explications: Avec x = , on aura :
n+
1
In(n+k+1)—In(n+k) < x <In(n+k)—In(n+k—1).
n
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On somme sur k de 1 4 n, on obtient :

ln(zn * 1) < u, <In(2n) —In(n) =1In(2).
n+1

Le théoreme d’encadrement implique que (u,) converge et que sa limite est In(2).

Limites de fonction

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

9 Limites des fonctions réelles | 123

Cours @® Limites et fonctions continues
Vidéo m Notions de fonction

Vidéo m partie 2. Limites

Fiche d’exercices ¢ Limites de fonctions

9.1 Limites des fonctions réelles | Facile | 123.03

9.1.1 Fraction rationnelle

Question 2412
Soit f(x) = % Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]lim,_, o f(x)=—1
1

[Vrai] lim,_, o0 f(x) =1
O [Vrai]lim, , o f(x)=1
[

O

Faux] lim,_,_, f(x)=—1

Explications: La limite en I'infini d’'une fraction rationnelle est la limite de la fraction des mon6mes
de plus haut degré.

Question 242

. 2— . .
Soit f(x) = # Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] lim,_,; f(x)=0

O [Vrai] lim,_,; f(x)= %

O [Faux] lim %f(x) =+o00
[

X——

O [Vrai] limxﬁ(_%yf(x) =400

_ (e=D(x+1) _ x+1
— (x—1)(2x+1) T 2x+1-

Explications: f(x)
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Question 243

Soit f(x) = xlﬁ + (x+1)(i—§—x+1) Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux]lim,_,_;+ f(x) =400
O [Faux]lim,_,_;- f(x)=—00
O [Vrai]lim,,_; f(x)=0
O [Faux]lim,_,_; f(x)=-2
Explications: En réduisant au méme dénominateur, on obtient : f(x) = sz_tclJrl.

9.1.2 Fonction racine carrée

Question 244
Soit f(x) = @ Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux]lim,_,, . f(x) =400
O [Vrai]lim,_, o f(x)=0
O [Vrai] lim,_,; f(x) = —ﬁ
[Faux] f n’admet pas de limite en 1.

O

Explications: On multiplie le numérateur et le dénominateur de f par I'expression conjuguée de
vx +1—+/2x, c’est-a-dire par v'x + 1+ v2x. On obtient : f(x) = —m.

Question 245
Soit f(x) = vVx2 4+ x + 1 + x. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux]lim,_,_. f(x) =400

O [Faux]lim,_,_. f(x)=—00
O [Vrai] lim,_,_o f(x)= —%
[ [Faux] f n’admet pas de limite en —oo.

Explications: On multiplie le numérateur et le dénominateur de f par I'expression conjuguée de

Vx2 4 x + 14x, cest-a-dire par v'x2 + x + 1—x. On obtient : f (x) = —=2L_— Attention! vx2 +x + 1 =

Vx24+x+1—x
x| /1+%+%:—x,/1+%+é,pourx<0.

9.1.3 Croissances comparées
Question 246
Soit f(x) = xInx —x2 + 1. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux]lim,_,, o f(x) =400
O [Vrai] lim,_, o f(x)=—00
O [Faux] lim,_,p+ f(x)=0
O [Vrai] lim, o+ f(x)=1

Explications: Si a et B sont des réels > 0, alors en +00, on a : (Inx)* < x”, otl la notation f < g

signifie : lim, _, | oo % = 0. On a aussi lim,_,o+ x?|Inx|* = 0.
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Question 247
Soit f(x) = e** —x” + x% — 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] lim,_,, oo f(x) =—00

O [Vrai] lim,_,, o f(x) =+00

O [Vrai]lim,_,_o, f(x)=+o0

O [Faux]lim,_,_ o f(x)=—00
Explications: Si a et 3 sont des réels > 0, alors en +00, on a : x* < eP* o la notation fLg
signifie : lim,_,, oo J;E—jg =0.

Question 248
Soit f(x) = (x> —x3 4 1)e ™. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]lim,_, o f(x)=0

O [Faux] lim,_,, o f(x)=+00
O [Vrai]lim,_,_o, f(x)=—00
O [Faux] lim,_,_o f(x) =+00

Explications: Si a et B sont des réels > 0, alors en +00, on a : x* < e* o la notation f < g

signifie : lim,_,, o % =0.

9.1.4 Encadrement
Question 249
Soit f(x) =sinx - sin % Quelles sont les assertions vraies ?
[ [Faux] f n’admet pas de limite en 0.
O [Vrai] lim,_,,f(x)=0
O [Vrai]lim,_, o f(x)=0
O I

Faux] f n’admet pas de limite en +00.

Explications: Encadrer sin}( pour la limite en O et encadrer sinx pour la limite en +00.

Question 250
Soit f(x) = e * cos(e?*). Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]lim,_, o f(x)=0

[ [Faux] f n’admet pas de limite en +o0.
[ [Faux] f n’admet pas de limite en —oo.
O [Vrai]lim,_,_o, f(x)=+o0

Explications: Encadrer cos(e?*) pour la limite en +00.
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9.2 Limites des fonctions réelles | Moyen | 123.03
9.2.1 Définition d’une limite

Question 251
Soit a € R, I un intervalle contenant a et f une fonction définie sur I \ {a}. Quelles sont les assertions
vraies ?

O [Vrai] lim,_,, f(x) =1(l € R) si et seulement si Ye > 0,3a > 0,Vx €I\ {a},|x—a|<a=
lflx)—ll<e

O [Faux] lim,_,, f(x) =1(l € R) si et seulement si Ve > 0,3a > 0,Vx €I\ {a},|x —a| <e=
lfx)—ll<a

O [Faux] lim,_,, f(x) = +00 si et seulement si YA > 0,3a > 0,Vx € I \ {a},f(x) > A=
|x —a| < a

O [Vrai] lim,_,, f(x) = —oo si et seulement si YA < 0,3a > 0,Vx € I \ {a},|x —a| < a =

flx)<A

Explications: Voir la définition d’une limite finie ou infinie en un pointa € R :
lim,_,, f(x) =sietseulementsi Ye >0,3a>0,Vx eI\ {a},|x—a|<a=|f(x)—1l<e
lim,_,, f(x) =—oo si et seulement si YA< 0,3a>0,Vx €I\ {a},|x—a|<a=f(x)<A

Question 252
Soit f une fonction définie sur R. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] lim,_, o f(x) =1(l € R) si et seulement si Ve > 0,3A> 0,Vx e R, [f(x)—I| <e=
x>A

O [Vrai] lim,_,, . f(x) =1(l € R) si et seulement si Ye > 0,3A> 0,VYx e R,x 2 A= |f(x) —
[|<e¢

O [Vrai] lim,_,_o, f(x) =+00 si et seulement si YA>0,31B<0,Vx €eR,x <B= f(x)=A

0 [Faux] lim,_,_ o, f(x)=—00 si et seulement si 3B < 0,VA<0,Vx € R,x <B= f(x) <A

Explications: Voir la définition d’'une limite en +00 ou —o0 vers une valeur finie ou infinie :
lim,_, oo f(x)=1( €R)siet seulement si Ve > 0,3IA>0,Vx eR,x Z A= |f(x)—I|<e
lim,_,_o f(x) =+00 si et seulement si VA>0,1B <0,Yx €eR,x <B= f(x)=A

9.2.2 Fonction racine carrée

Question 253 =
. — X . . D)
Soit f(x) e Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] lim,_,o+ f(x)=0

[

[Faux] lim, _,¢+ f(x) = +00

[Faux] f n’admet pas de limite en +oo0.
[

Vrai] lim,_,, oo f(x) =1

1
1+=
X

Explications: f(x) =

H
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9.2.3 Fonction valeur absolue

Question 254
Soit f(x)=x— b;—l Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] lim,_,,f(x)=0

O [Faux]lim,_,, o f(x)=0
[ [Vrai] f n’admet pas de limite en 0.
O [Faux] lim,_, o f(x) =+00
—1
Explications: En utilisant la définition de la valeur absolue, f(x) = { f{ + 1’
Question 255
Soit f(x) = |x 1] % Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] lim,_,; f(x)=0
O [Faux] lim,_; f(x) =1
[ [Faux] f n’admet pas de limite en —1.
O [Vrai]lim,_,_; f(x) =400
x“+4x—1
1—x2
Explications: En utilisant la définition de la valeur absolue, f(x) = ;—ﬁ,
x—1
T+x>

9.2.4 Fonction périodique
Question 256
Soit f(x) = sinx. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] lim,_, o f(x)=1
[ [Vrai] f n’admet pas de limite en +00.
O [Faux] lim,_, o f(x)=—
O I

Vrai] f n’admet pas de limite en —oo.

six>0
six<O0 °

Explications: Toute fonction périodique non constante n’admet pas de limite en l'infini.

9.2.5 Dérivabilité en un point

Question 257

Soit f(x) = w Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux]lim,_,,f(x)=0
0 [Fa
[0 [Faux] f n’admet pas de limite en 0.
O [Vrai]lim,_,,f(x)=1

ux] 1imx—>0f(x) =+00

Explications: La fonction g : x — In(1 + x) est dérivable sur ] — 1, +oo[ et g’(x) =

x > —1. Donc lim,_,q f (x) = lim,_,, £2=5= (x) g(o) =g'(0)=1.
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Question 258
Soit f (x) = *=. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] f n’admet pas de limite en 0.
O [Vrai] lim,_ o f(x)=1

[ [Faux] lim,_q f(x) =

O [Faux] lim,_,, f(x) =400

Explications: La fonction g : x — sinx est dérivable sur R et g’(x) = cosx, pour tout x € R. Donc

lim, o f (x) = lim,_,o €250 = ¢/(0) = 1.

Question 259
Soit f(x) = :Egi; Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] f n’admet pas de limite en O
O [Vrai] lim,_,q f(x) =
O [Faux] lim,_,,f(x)=
O [Faux] lim, o f(x) =

. . BT sinx __ . T 3x sin(3x) 4x __ 3
Explications: lim,_,o = =1, donc lim,_, f (x) = lim,_,o 35 - =55 - @0 = 4

z
‘_’r

Question 260
Soit f(x) = COSX+_1 Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] f n’admet pas de limite en 0.
O [Faux] lim, o f(x) = +00

O [Vrai] lim,_,q f(x) =

O [

Faux] lim,_,, f(x) =5

Explications: On a : cos x = cosz(ﬁ) —sin®(3) et 1 = cos?(3) +sin?(3), donc cos x — 1 = —2sin*(3).
sin( 5 )) 1

D’autre part, lim,_,, Sigx = 1. On déduit que lim,_,, f (x) =lim,_,, ——(

9.3 Limites des fonctions réelles | Difficile | 123.03

9.3.1 Fonction partie entiére

Question 261

Soit f(x) = xE (%), ol E désigne la partie entiere. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] lim,_,,f(x)=0
O [
[0 [Faux] f n’admet pas de limite en 0.
O [Vrai] lim,_ o f(x)=1

Faux] lim,_, f(x) = +00

Explications: Pour tout x € R,ona: x—1 < E(x) < x.Donc1—x < f(x) < 1, pour x > 0 et
1< f(x) <1—x, pour x < 0. On déduit que lim,_,, f(x) = 1.
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Question 262
Soit f(x) = xE (%), ou E désigne la partie entiére. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]lim,_,, o f(x)=0

O [Faux] lim,_,, o f(x)=+00
O [Faux] lim,_,_ o, f(x)=0
O [Vrai] lim,_,_o, f(x) =+o00

Explications: Pour x > 1, E(1) = 0, donc f(x) = 0 et donc lim,_,, o f(x) = 0. Pour x < —1,
E(1)=-1, donc f(x) = —x et donc lim,_,_o, f(x) = +00.

9.3.2 Densité des rationnels et irrationnels

Question 263
x—1, sixeR\Q

. . Quelles sont les assertions
1, sixeQ Q

Soit f une fonction définie sur [0, 1] par: f(x) = {
vraies ?
O [Faux]lim,_f(x)=1
O [Faux] lim,_,,f(x)=0
O [
[

O

Faux] lim,_,q f(x) =—1

Vrai] f n’admet pas de limite en O.

Explications: I’ensemble des rationnels est dense dans R. Donc il existe une suite de rationnels (u,,)
qui tend vers O et donc lim,_,, o, f (u,) = 1. D’autre part, 'ensemble des irrationnels est dense dans
R. Donc il existe une suite d’irrationnels (v,,) qui tend vers 0 et donc lim,,_, , oo, f (v,,) = lim,,_,; 0o (V,—
1) = —1. On en déduit que f n’admet pas de limite en 0.

Question 264

. . J ] . _ . 1 . _n N *
Soit f une fonction définie sur ]0,1[ par: f(x) =1,six e R\Qet f(x)=;.,six =, oun,meN
tels que -~ soit une fraction irréductible. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] lim,_,;- f(x)=0

[ [Vrai] f n’admet pas de limite en 1™.
O [Faux]lim, ;- f(x)=1
O [Faux] lim,_,;- f(x) =400

Explications: L'ensemble des irrationnels est dense dans R. Donc il existe une suite d’irrationnels
(u,) qui tend vers 1~ et donc lim,_, o f(u,) = 1. D’autre part, la suite (;37) tend vers 1~ et
lim, 400 f (7)) = limy, 4 oo % = 0. On déduit que f n’admet pas de limite en 1™.

9.3.3 Fonction monotone

Question 265
Soit f : R — R une fonction croissante. Quelles sont les assertions vraies ?
[ [Faux] f n’admet pas de limite en +o0.

O [Vrai] f admet une limite en +oco.
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[ [Vrai] Si f est majorée, f admet une limite finie en +o00.

O [Vrai] Si f est non majorée, lim,_, o f(x) = +00.

Explications: (a) On suppose que f est majorée et on pose M = sup,crf(x) (le plus petit des
majorants de f). Alors, lim,_,, ., f(x) = M. En effet, soit € > 0, alors il existe a > 0 tel que :
M —¢ < f(a) € M. Comme f est croissante, si x = a, alors M —¢e < f(a) < f(x) < M. Dou le
résultat, d’apres la définition d’une limite.

(b) On suppose que f n’est pas majorée. Alors, lim, _,, o f (x) = +o00. En effet, soit A > 0, alors il
existe a > 0 tel que f(a) > A. Comme f est croissante, si x = a, alors f(x) = f(a) > A. D’ou le
résultat, d’apres la définition d’une limite.

9.3.4 Fonction racine n-iéme

Question 266
Vx+1-1 )
Soit f(x) = Y . Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] lim, o f (x) =

[

O [Vrai]lim,_,of(x)=3

0 [Faux] f n’admet pas de limite en O.
[

O [Faux] lim,_,qf(x)=+00

Explications: On pourra multiplier f par vx + 141 et (+v/x + 1)?+ v/x + 1 +1 les expressions conju-

3—=\2, 3/—=
guées de vx +1—1 et de +/x + 1— 1 respectivement. On obtient : f(x) = (Xt ¥ Varitl XH%IHJ;HH'

Question 267
Soit f(x)=x+ v 1=x5. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai]lim,_, o f(x)=0

O [Faux] lim, o0 f(x) =400
O [Faux]lim,_,_. f(x)=—00
O [

Vrai] lim,,_ o f(x) =

Explications: En utilisant 'égalité : a®+b°> = (a+b)(a*—a®b+a?b?—ab3+b*), on pourra multiplier
f par Pexpression conjuguée de x + v'1— x5. On obtient : f(x) = |:x4—x3 VI=x5+x2(V1I—x5)*—

X(VT=25) +(V1—x5)*]

Question 268

Soit f(x) = Vx3+2x2+3—axvx+b, a,b € R. f admet une limite finie en +00 si et seulement
Si:

[Faux] a>0etb>0

[Faux] a=1letb>0

[VraiJ]a=1letb=2

[Faux] a=1letb=0

oooano
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Explications: Si a < 0, lim,_, o, f(x) = +00. On suppose donc que a > 0 et on multiplie f par son

. . p: . 1— 2y,-3 29— 2 2
expression conjuguée. on obtient : f(x) = ¢ Jx‘;:;x:i3+sz}%3.

finie en +00 si et seulementsia=1et b = 2.

On déduit que f admet une limite

Question 269
. e 3 a2 six <2 .
Soit f la fonction définie sur |3, +o0[\{2} par: f(x) = 2xx—_32— b ) . f admet une limite
=, Ssix>

finie quand x tend vers 2 si et seulement si :
O [Vraila=2etb=1
O [Faux] a>0etb>0
O [Faux] a=2etb>0
O [Faux]a=0etb=1

Explications: Si b # 1, f admet une limite infinie quand x tend vers 2*. On suppose que b =1 et on

multiplie f par 'expression conjuguée selon les cas. On obtient : f(x) = ol 5 - On
Wor=Te R

déduit que f admet une limite finie quand x tend vers 2 si et seulement si a = 2.

9.3.5 Fonction puissance

Question 270
Soit f(x) = (j(’;)() . Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] lim,_,, o f(x)=+00
O [Vrai]lim,_, e f(x)=0

[0 [Faux] f n’admet pas de limite en +o00.
O [

Faux] lim,_,, o f(x)=1

Explications: Par définition, si u et v sont deux fonctions telles que u > 0, u” = e"!"*. On en déduit
que f(x) =exp[xIn(2x) —2xInx] =exp[xIn2—xInx]. Donc lim, _,, o, f(x) =0.

Continuité

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari
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Cours ® Limites et fonctions continues
Vidéo m Continuité en un point
Vidéo m Continuité sur un intervalle
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Vidéo m Fonctions monotones et bijections
Fiche d’exercices ¢ Fonctions continues

10.1 Notion de fonctions | Facile | 123.00

Question 271
Quels arguments sont valides pour justifier que la fonction x — sin(x) n’est pas une fonction crois-
sante sur R?

O [Faux] sin(7mt) = sin(0) et pourtant 7 # 0.

O [Faux] sin(5) > sin(0) et pourtant 0 < 7.
O [Vrai] sm( ) > sin(m) et pourtant 2L <.
[0 [Faux] On a |sin x| < |x| pour tout x € R.

Explications: Une fonction f est croissante si x < y implique f(x) < f(y). Donc une fonction n’est
pas croissante si on peut trouver x < y mais avec f(x) > f(y). Le seul argument valable est donc
37” < T avec sin(%“) > sin().

Question 272
Soient f, g deux fonctions définies sur R. Quelles sont les assertions vraies ?

0 [Vrai] f —2g est une fonction définie sur R.

O [Vrai] f 2 x g est une fonction définie sur R.
O [Fau ] est une fonction définie sur R.
0 [Faux] \/ f + g est une fonction définie sur R.

Explications: La somme et le produit de fonctions est définie partout. Par contre pour le quotient il
faut que le dénominateur ne s’annule pas. Pour une racine carrée, il faut que le terme sous la racine
soit positif ou nul.

Question 273
Quelles sont les assertions vraies concernant le domaine de définition des fonctions suivantes ? (Rap-
pel : le domaine de définition de f est le plus grand ensemble D¢ C R sur lequel f est définie.)

[Vrai] Le domaine de définition de exp(ﬁ) est R.

O
O [Faux] Le domaine de définition de v x2—1 est[1, +oo[.
O

[Faux] Le domaine de définition de ————— est ]1, 3[.
(x—1)(x-3)
O [Faux] Le domaine de définition de In(x® —8) est [2, +oo[.

Explications: % est définie pour x # 0, 4/x est définie pour x = 0; expx est définie sur R; Inx
seulement pour x > 0.

10.2 Notion de fonctions | Moyen | 123.00

Question 274
Quels arguments sont valables pour montrer que f : R — R est décroissante ?
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[0 [Faux] On a x <y qui implique f(x) <

[ [Vrai] On a x < y qui implique f(x) = f(y).
[0 [Vrai] On a x = y qui implique f(x) < f(y).
[0 [Faux] On a x > y qui implique f(x) = f(y).

f).

Explications: Une fonction f est décroissante si x < y implique f(x) = f(y). Ce qui peut aussi
s’écrire x 2 y qui implique f(x) < f(y). Autrement dit f inverse le sens des inégalités.

Question 275
Soit f : R — R. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] YM >0 3dx€R f(x)< M implique f majorée.
O [Faux]VxeR dM >0 f(x)=
O [Vrai]IM >0 VxeR f(x)< M implique f majorée.
O [Faux]dIM >0 3IxeR f(x)=>

M implique f majorée.

M implique f majorée.

Explications: Par définition f est majorée sidM >0 VxeR f(x)< M.

Question 276
Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] La fonction x — % est décroissante car sa dérivée x — —x—12 est partout négative.
[ [Vrai] Une fonction périodique et croissante est constante.

O

[0 [Faux]Si f et g sont croissantes, alors f — g est croissante.

Vrai] Si f : R —]0,4+00[ est croissante, alors 1/f est décroissante.

Explications: La fonction x — % est décroissante sur ]0,+oo[ et | — 0o, 0[ mais pas sur R*.

Question 277
Soit f(x) =In(x —1) et g(x) = v/ x + 1. Quelles sont les assertions vraies concernant les domaines
de définition? (Rappel : le domaine de définition de f est le plus grand ensemble D¢ C R sur lequel
f est définie.)

O [Vrai] Dy UD, =[—1,+00[.

[ [Faux] Pour la composition f o g, Dso, = [—1,+00][.
gof :] 1: +00 [
[ [Vrai] Pour la fonction f x g, Dy, =]1,+00[.

[ [Faux] Pour la composition g o f, D

Explications: Dy =]1,4+00[; D, = [—1,+00[; D UD, = [—1,+00[; Df,, = Dy N D, =]1,+00[;
Dfog =]1,+00[. g o f n’est pas définie pour x proche de 1, en fait Dyor = [1+ %,+c>o[.

10.3 Notion de fonctions | Difficile | 123.00

Question 278
Soit f : R — R une fonction a valeurs strictement positives. Quels arguments sont valables pour
montrer que f est croissante ?
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Faux] Pour tout x e R,ona f(x+1) = f(x).

[

[Faux] Pour tout x € R, on a f}’g)l) >1.
[
[

O 0O O

Faux] Pour tout x € R, il existe h > 0 tel que f (x + h) = f(x).

f(x+h) >1.

[0 [Vrai] Pour tout x € R, pour tout h > 0, on a Rk

Explications: En notant y = x +h avec h > 0 on a y > x et donc il suffit d’avoir ;Ey % 1. Par
contre, il n'est pas suffisant de comparer f en des valeurs distantes de 1! Essayez de dessiner un

contre-exemple : f vaut 0 partout, sauf 1 en chaque entier.

Question 279
Soient f, g : R — R. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] Si f est bornée et g majorée alors f — g est bornée.

[ [Vrai] Si f bornée et g majorée alors f — g est minorée.
[0 [Faux]Si f et g sont minorées, alors f x g est minorée.
[0 [Faux] Si f et g sont minorées, alors |f x g| est bornée.

Explications: La somme de deux fonctions majorées (resp. minorées) est majorée (resp. minorée).
Ce n’est pas le cas pour le produit : par exemple f(x) = —1 est minorée, g(x) = exp(x) aussi, mais
f x g(x) =—exp(x) ne lest pas.

Question 280
Soient f :]—00,0[—]0,1[ et g :]—2,2[—]0, +00[. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Le domaine de définition de x — g(f (2x)) est |—1,1[.

O [Faux] Le domaine de définition de x — g(ln(f (x))) est ]0,+o0].
O [Vrai] Le domaine de définition de x — g;)z:)l ) est 1—3,0[.
O [Vrai] Le domaine de définition de x — ACILT{EIn 1—2,0[.

flx)+g(x)
Explications: Si x — f(x) est définie sur ]a, b[ alors x — f(x + k) est définie sur Ja —k,b — k[ et
x = f(£x) est définie sur ]7, %[ (ou { > 0).

10.4 Fonctions continues | Facile | 123.01, 123.02
Question 281
Quelles fonctions sont continues en x = 07?

O [Vrai] x — |x| (valeur absolue).

0 [Faux] x — E(x) (partie entiére).

O [Faux] x — % (inverse).

O [Vrai] x — 4/x (racine carrée).

Explications: La fonction inverse n’est pas définie a l'origine! La fonction partie entiere n’est pas
continue a l'origine.
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Question 282
Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont continues sur R ?

O [Vrai] x — cos(x)—sin(x)

O [Faux] x tan(x)
O [Vrai] x exp(x)
O [Vrai] x — In(exp(3x))

Explications: La fonction tangente n’est pas définie partout, et elle continue seulement sur son do-
maine de définition. Comme In(exp(3x)) = 3x alors cette fonction sera continue sur R.

Question 283
Quelles sont les propriétés vraies ?

O

[Vrai] La somme de deux fonctions continues est continue.
[0 [Vrai] Le produit de deux fonctions continues est continue.
[

O
O

Faux] Le quotient de deux fonctions continues est continue.

Vrai] Linverse d’une fonction continue ne s’annulant pas est continue.

Explications: Le quotient de deux fonctions continues est une fonction continue, uniquement aux
points ou le dénominateur ne s’annule pas.

10.5 Fonctions continues | Moyen | 123.01, 123.02

Question 284
Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui implique que f est continue en x; ?

O [Vral] hmx—mof(x) :f(xO)

O [Vrai]Ve>0 36>0 x—x0| <6 = |[f(xX)—f(xp)|<e
O [Faux]36 >0 Ve>0 x —xol <6 = |f(x)—f(xp)l <&
O [Vrai] |f(x)—f(x0)\ — 0 lorsque x — X

Explications: f est continue en x, si lim,_,, f(x) = f(x,), ce qui sécrit aussi |f(x) —f(x0)| — 0,
ou encore : Ye >0 36 >0 |x —xol <6 = |f(x)—f(xg)| < € (et on peut remplacer les
inégalités strictes par des inégalités larges).

Question 285
Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont continues sur R ?

0 [Vrai] x — P(x), ou P est un polynéme.

O [Vrai] x — |f(x)|, ou f est une fonction continue.
O [Vrai] x — }%, ol f est une fonction continue ne s’annulant pas.
[ [Faux] La fonction f définie par f(x) =0, si x € Q et par f(x) =1 sinon.

Explications: La fonction f définie par f(x) =0, si x € Q et par f(x) = 1 sinon, est une fonction qui
n’est continue en aucun point xy € R!
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Question 286
En posant f(0) = 0, quelles fonctions deviennent continues sur R ?
O [Faux] f(x)=1<
O [Faux] f(x)= —Sm)gx)
O [Vrai] f(x) = xIn(]x]|)
O [Faux] f(x)=e/*
Explications: Toutes les fonctions sont continues sur R*, il s’agit donc de déterminer si f(x) — 0
lorsque x — 0. C’est uniquement le cas de x In(|x|).

10.6 Fonctions continues | Difficile | 123.01, 123.02

Question 287
Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui impliquent que f est continue en xg ?

O [Faux] f(x)? — f(x0)? (lorsque x — x;)
O [Vrai] f(x)® — f(xo)® (lorsque x — x,)
O [Faux] E(f(x)) = E(f (o)) (lorsque x — xo)
O [Vrai] exp(f(x)) — exp(f (x()) (lorsque x — x,)
Explications: Si f (x)? — f(x,)? alors ce n’est pas toujours vrai que f (x) — f (x,), prendre la fonction

f(x)=—1six <0et f(x)=+1 sinon. Par contre avec le cube c’est vrai, car la fonction x — x> est
une bijection continue de R dans R, idem avec 'exponentielle !

Question 288
Soit f : R — R une fonction et (u,,),cy Une suite. Quelles sont les assertions vraies ?

O

[Vrai] Siu,, — £ et f continue en £, alors f(u, ) admet une limite.
O [Faux]Si f(u,) — f(£) et f est continue en ¢, alors u, — £.
[

O

[ [Vrai] Si pour toute suite qui vérifie u,, — £, on a f (u,) — f(£), alors f est continue en £.

Vrai] Siu,, — { et f(u,) n’a pas de limite, alors f n’est pas continue en /.

Explications: Une fonction f est continue en £ si et seulement si pour toute suite (u,,) qui tend vers

t,ona f(u,) = f(£).

10.7 Théoremes des valeurs intermédiaires | Facile | 123.01, 123.02

Question 289
Quelles assertions peut-on déduire du théoréme des valeurs intermédiaires ?

O [Vrai] sin(x)—x? + 1 s’annule sur [0, 7].
O [Vrai] x° —37 s’annule sur [2,3].

O [Vrai] In(x + 1) — x + 1 sannule sur [0, +0o[.
O I

Faux] e* + e s’annule sur [—1,1].

Explications: Pour montrer qu'une fonction continue f s’annule sur un intervalle [a, b], il est suffisant
de montrer que f(a) > 0 et f(b) < 0 (ou 'opposé).
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Question 290

Soit f (x) = x?>—7. On applique la méthode de dichotomie sur I'intervalle [2; 3]. On calcule f(2,125) =
—1,9375; f(2,5)=—-0,75; f(2,625) =—0,109375; f(2,75) = 0,5625. Quelles sont les assertions
vraies ?

[ [Faux] f s’annule sur [2;2,5] et sur [2,5;3].
O [Vrai] f sannule sur [2,5;3].

0 [Faux] f s’annule sur [2,75;3].

O [Vrai] 2,6 <+v/7<2,8

Explications: La fonctions f est continue, strictement croissante et s’annule en +/7. Comme f (2, 625) <
0 et f(2,75) > 0, alors 2,625 < +/7 < 2,75.

10.8 Théoremes des valeurs intermédiaires | Moyen | 123.01, 123.02

Question 291
Soit f : [a, b] — R une fonction continue (avec a < b). Quelles assertions sont une conséquence du
théoreme des valeurs intermédiaires ?

O [Faux] Si f(a)-f(b)> 0 alors f s’annule sur [a, b].

O [Vrai] Si f(a) <k < f(b) alors f(x)—k s’annule sur [a, b].

[ [Faux] Pour I C R, si f(I) est un intervalle alors I est un intervalle.

O [Faux] Sic €]a, b[ alors f(c) €]f (a), f(b)[.

Explications: Les trois facons d’énoncer le théoreme des valeurs intermédiaires, pour f : [a,b] = R

continue : (1) si f(a)- f(b) < 0 alors f s’annule sur [a,b]; (2) si f(a) < k < f(b) alors il existe
a<c<btelque f(c)=k; (3) siI est un intervalle, alors f(I) est un intervalle.

Question 292
Soit f : [0,1] — R une fonction continue avec f(0) < 0 et f(1) > 0. Par dichotomie on construit
deux suites (a,,) et (b,), avec ag = 0 et by = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Sif(l) > 0 alors a; = % et by = %

O [Vrai] f s’annule sur [a,, b,,] (quel que soit n = 0).
O [Faux] (a,) et (b,) sont des suites croissantes.
0 [Faux]a, — 0oub, — 0.

Explications: Par dichotomie on construit deux suites adjacentes. (a,) est croissante, (b,,) est décrois-
sante et a, < b,. Ces deux suites convergent vers une valeur ¢ €]a, b[, telle que f(c) =0

10.9 Théoremes des valeurs intermédiaires | Difficile | 123.01, 123.02
Question 293
Soit f : [a, b] — R une fonction continue (avec a < b). Quelles assertions sont vraies ?

O [Faux] Si f(a)- f(b) <O et f croissante alors f s’annule une unique fois sur [a, b].

O [Faux]Sif(a)-f(b) <0 et f n’est pas strictement monotone alors f s’annule au moins deux
fois sur [a, b].
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O [Faux] Si f(a)- f(b) <0 alors f sannule un nombre fini de fois sur [a, b].
O [Vrai] Si f(a)- f(b) < 0 et f strictement décroissante, alors f s’annule une unique fois sur
[a,b].

Explications: Le théoréme des valeurs intermédiaires implique que si f : [a, b] — R est continue avec
f(a)- f(b) < 0 alors il existe une valeur ¢ € [a, b] telle que f(c) = 0. Pour avoir 'unicité de ce zéro,
il suffit que f soit strictement croissante ou bien strictement décroissante.

Question 294
Soit f : [0,1] — R une fonction continue avec f(0) > 0 et f(1) < 0. Par dichotomie on construit
deux suites (a,,) et (b,), avec a; = 0 et by = 1. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] (a,) et (b,) sont des suites adjacentes.
O [Faux] (f = 0) admet une unique solution sur [a,, b, ].

[
O [Vrai] Si f(a,) <0 etf(%) > 0 alors a,.; = a”;b” et b, 1 =Db,.
[

O

Vrai] Pour n = 10, a;( approche une solution de (f = 0) a moins de 101%.

Explications: Par dichotomie les suites construites vérifient : (a,,) est croissante, (b,) est décroissante
eta, < b,, et b, —a, — 0. Ce sont donc des suites adjacentes. En plus la limite de ces deux suites

est une solution de '’équation (f = 0). Le méthode implique ici que si f(a,) > 0, f(b,) < 0 et

f(%) > 0 alors a4 = a”;b” et b,y = b,. Uintervalle [a,, b, ] ol se trouve un zéro est divisé

par deux a chaque étape. Donc au bout de 10 étapes l'intervalle [a;q, bo] est un sous intervalle de
1 1

l'intervalle de départ [0, 1], et sa longueur est 2% = 1533 <

1000
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Question 295
Soit f : [a, b] — R continue. Quelles sont les assertions vraies ?

O

Faux] f admet un maximum sur ]a, b[.

[
[Faux] f admet un maximum en a ou en b.
[Vrai] f est bornée sur ]a, b[.

[

Faux] f admet un maximum ou un minimum sur [a, b] mais pas les deux.

Explications: Une fonction continue sur un intervalle fermé borné, est bornée et atteint ses bornes

(donc le maximum et le minimum sont atteints). Par contre ses extremums peuvent étre en a ou en
b ou dans ]a, b[.

Question 296
Soit f : R — R une fonction continue telle que : elle est strictement croissante sur | — 00,0];
strictement décroissante sur [0, 1]; strictement croissante sur [1,+00[. En plus lim,_,_,, f =—00,

f0)=2, f(1)=1etlim,_,, o f = 3. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] La restriction f| :]— 00,0] —]— 00, 2] est bijective.
[ [Faux] La restriction f| : [1, +00[— [1, +00[ est bijective.
[ [Vrai] La restriction f| : [0,1] — [1, 2] est bijective.
O [

Faux] La restriction f| :]0,+00] — [1, 3[ est bijective.
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Explications: Le plus simple est de dessiner I'allure du graphe (ou le tableau de variation) pour se
convaincre que f restreinte a ]—oo, 0] définit une bijection vers ]—00, 2]; f restreinte a [0, 1] définit
une bijection (décroissante) vers [1,2]; f restreinte a [1,+oo[ définit une bijection vers [1, 3[.

10.11 Maximum, bijection | Moyen | 123.04

Question 297

Soit f(x) = xsin(7wx) —In(x) — 1 définie sur ]0, 1]. Quelles sont les assertions vraies ?
[0 [Faux] f est bornée et atteint ses bornes.
O [

[0 [Vrai] f est minorée.

[0 [Vrai] Il existe ¢ €]0,1] tel que f(c) = 0.

Faux] f est majorée.

Explications: Attention I'intervalle de définition n’est pas fermé borné. Par contre la limite de f en 0O
en +00 et f(1) = —1. On en déduit que f n’est pas majorée, par contre elle est minorée, et par la
théoréme des valeurs intermédiaires, elle s’annule.

Question 298
Soit f : [a,b] — [c,d] continue aveca < b, ¢ < d, f(a) =c, f(b) = d. Quelles propriétés impliquent
f bijective?

O [Vrai] f injective.

[ [Faux] f surjective.
[0 [Faux] f croissante.
[ [Vrai] f strictement croissante.

Explications: Comme f(a) = ¢, f(b) = d, alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, toute
valeur entre c et d est atteinte, autrement dit f est surjective. Si en plus f est injective (ce qui est le
cas si f strictement croissante) alors f sera bijective.

10.12 Maximum, bijection | Difficile | 123.04

Question 299
Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction continue. Soit J = f(I). Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Vrai] J est un intervalle.

[0 [Faux] SiI est majoré, alors J est majoré.
[0 [Vrai] Si I est fermé borné, alors J est fermé borné.
[0 [Faux] SiI est borné, alors J est borné.

Explications: Par une fonction continue, I'image d’un intervalle est un intervalle ; 'image d’un inter-
valle fermé et borné est un intervalle fermé et borné.
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Question 300
Soit f : I — J une fonction continue, ol I et J sont des intervalles de R. Quelles sont les assertions

vraies?
[0 [Vrai] Si f surjective et strictement croissante, alors f est bijective.
O [Vrai] Si f bijective, alors sa bijection réciproque f ! est continue.
[0 [Faux] Si f bijective et I =R, alors J n’est pas un intervalle borné.
I [Vrai] Si f bijective et J est un intervalle fermé et borné, alors I est un intervalle fermé et
borné.

Explications: La bijection réciproque d’'une fonction continue est continue. En particulier cela im-
plique que pour f~! :J — I, si J est un intervalle fermé et borné, alors I aussi.

Dérivabilité

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

11 Dérivabilité des fonctions réelles | 124

Cours ® Dérivée d’une fonction

Vidéo m Définition

Vidéo m Calculs

Vidéo m Extremum local, théoréme de Rolle
Vidéo m Théoréme des accroissements finis
Fiche d’exercices ¢ Fonctions dérivables

11.1 Dérivées | Facile | 124.00

Question 301
Soit f(x) = 2 et g(x) =24/x. On note 6y (resp. 6,) la courbe représentative de f (resp. g). Quelles
sont les bonljlces réponses ?
[0 [Vrai] Une équation de la tangente & 6; au point (1,2) est y = —2x + 4.
[ [Faux] Une équation de la tangente & 6; au point (1,2) est y = —2x + 2.
[0 [Faux] Une équation de la tangente a 6, au point (1,2) est y = x + 2.
[0 [Vrai] Une équation de la tangente & 6, au point (1,2) est y = x + 1.
Explications: Une équation de la tangente a 6; au point (a, f (a)) est :

y =f'(a)(x—a)+ f(a).

L
Jx

Ici, f/(x) = —% et g'(x) =

Question 302
Etant donné que f(3) =1 et f/(3) = 5. Une équation de la tangente & 6 au point (3, 1) est :
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Faux] y =1(x—3)+5=x+2
Faux] y =1(x—3)—5=x—38
Faux] y =5(x —3)—1=5x—16
Vrai] y =5(x—3)+1=5x—14

O 0O O

O
Explications: On applique la formule du cours y = f’(3)(x —3) + f(3) = 5(x —3) + 1.

Question 303
Soit f(x) = |x —1|. On note f;(a) (resp. fg’(a)) pour désigner la dérivée a droite (resp. a gauche)
en a. Quelles sont les bonnes réponses?

O [Faux] fi(1)=1et féf(l) =1

[0 [Faux] f est dérivable en 1 et f/(1) = 1.
O [Vrai] f est dérivable en O et f'(0) = —1.
OO [Vrai] f n’est pas dérivable en 1 car f;(1) =1 et fg’(l) =-—1.
Explications: Par définition, on a :
x—1 six=1
f(x)—{ 1—x six<1.
Donc, f est dérivable sur R\ {1}, et
o)1 six>1
f (x)—{ -1 six<1.
En particulier, f'(0) = —1. Par contre f n’est pas dérivable en 1 car
—f(1 —f(1
o FOO—F L = F
x—1+ x—1 x—1- x—1

Question 304

Soit f(x) = \3/ (x —2)2. Quelles sont les bonnes réponses ?
[0 [Faux] f est continue et dérivable en 2.

O [Vrai] f est continue et non dérivable en 2.
[0 [Vrai] La tangente a 6; en 2 est une droite verticale.
[ [Faux] La tangente a 6y en 2 est une droite horizontale.
Explications: Les théorémes généraux impliquent que f est continue sur R et est dérivable sur R\ {2}.
Mais 2 .
x —
lim u = lim - =+00
x—2% x—2 x—2% o x—2

Donc, f n’est pas dérivable en 2 et la tangente a 6 en 2 est une droite verticale.

Question 305
Quelles sont les bonnes réponses ?
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O [Vrai] La dérivée de f(x) = (2x + 1)? est f'(x) = 4(2x + 1).
O [Faux] La dérivée de f(x) = (2x + 1)? est f'(x) = 2(2x + 1).
O [Faux] La dérivée de f(x) = X2 egt fl(x)= 2eX"—2x

[0 [Vrai] La dérivée de f(x) = X' 2X egt fl(x)=2(x— 1)ex2_2x.

Explications: De maniére plus générale, (u™)’ = nu™ 'u’ et (e")’ = v’e". Il suffit de prendre u = 2x+1,
n=2etv=x2—2x.

Question 306
Quelles sont les bonnes réponses ?
O [Faux] La dérivée de f(x) = sin[(2x + 1)?] est f'(x) = 2cos[(2x + 1)?].
O [Vrai] La dérivée de f(x) = sin[(2x + 1)*] est f'(x) = 4(2x + 1) cos[(2x + 1)?].
2x
cos2(1 + x2)’
O [Faux] La dérivée de f(x) = tan(1 + x2) est f’(x) = 1 + tan?(1 + x?2).

O [Vrai] La dérivée de f(x) =tan(1+ x?) est f'(x) =

Explications: De maniére plus générale, (sinu) = u’ cosu et

/

=v/(1+tan®v).

v
(tanv) =
cos2 v

1 suffit de prendre u = (2x + 1)?, v =14+ x? = u' =4(2x + 1) et v/ = 2x.

Question 307
Quelles sont les bonnes réponses ?
—2x
O [Vrai] La dérivée de f(x) = arcsin(1 —2x?) est f/(x) = ———.
|x|v1—x2
1
O [Faux] La dérivée de f(x) = arcsin(1 —2x2) est f'(x) = ——.
f f V1—2x2
2
O [Faux] La dérivée de f(x) = arccos(x?—1) est f'(x) = z—xl
x —
—2x
O [Vrai] La dérivée de f(x) = arccos(x®—1) est f'(x) = ————.
|x|v2—x2

Explications: On applique les regles
/ 7
et (arccosv) =

u
v1—u? 1—v2

Avec u=1—2x2 et v=x?—1, on obtient :

(arcsinu)’ =

—2
et (arccos(x?—1)) = _ e

—2x
[x|v1—x2 |x|v —x2

(arcsin(1 —2x2)) =

Question 308 ,
Soit f(x) = x2—e* 1. Quelles sont les bonnes réponses ?
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Vrai] f admet un minimum local en 0.

O [
[0 [Faux] f admet un maximum local en 0.
[0 [Faux] f admet un point d’inflexion en 0.
[

[0 [Faux] la tangente a 6; en O est une droite verticale.
Explications: On calcule f/(x) = 2x—2xe* Let f”(x) = 2—2(1+2x2)e* L. Ensuite, on vérifie que
f'(x)=0et f’(0)=2—2e"1>0.

Donc f admet un minimum local en O et la tangente a 65 en 0 est une droite horizontale.

Question 309
Soit f(x) = x*— x> + 1. Quelles sont les bonnes réponses ?

O
O

[
[

0 [Faux] f admet un minimum local au point O.
[

O

3
Vrai] f admet un minimum local au point z

Faux] f admet un maximum local au point 0.

Vrai] f admet un point d’inflexion au point O.

3
Explications: Ona f'(3)=0et f” (%) > 0. Donc f admet un minimum au point —. On vérifie aussi

que f

" gannule en 0 en changeant de signe. Donc f admet un point d’inflexion au point 0.

Question 310

Soit f(x) = Tox Quelles sont les bonnes réponses ?
x

. 17 _ 2
O [Vrai] f"(x) = —(1 e
/7 _ —2
O [Faux] f"(x) = REES
s )=
O [Faux] pour n € N*, f'(x) a0
- () = DR
O [Vrai] pour n € N*, f _(x) T
Explications: On a f'(x) = Tr0 f(x)= FESE et I'on vérifie, par récurrence, que
b p) () = (ZDR
VneN*, f'(x) TR

11.2 Dérivées | Moyen | 124.00

Question 311
Soit f(x) = x2e*. Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Vrai] f”(x) = (x? 4 4x + 2)e*
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O [Faux] f”(x) =2e*
O [Vrai] Pour n € N*, f™(x) = (x2 + 2nx + n® —n)e*.
O [Faux] Pour n € N*, f(x) = (x2 + 2nx + n)e*.

Explications: On applique la formule de Leibniz

FO0) = k) ®(e) 0 = [x2 + 2nx + n(n—1)]e*.
k=0

Question 312
Soit f(x) = xIn(1 + x). Quelles sont les bonnes réponses?

O [Faux] f'(x)=(x)[In(1+x)] =1 x !
1+x

O [Vrai] f/(x) = In(1 +x) + ﬁ

> (n) — _—
O [Faux] Pour n = 2, f'"(x) ”X(1+x)n

(=1)"(n—2)!
(1+x)m
Explications: On applique la formule de Leibniz

O [Vrai] Pour n =2, f™(x) = (x +n).

FO0) =" k)P (n(1 +x) .

k=0
k—
Mais [In(1 + x)](k) = W Ce qui donne
£ = SR Gk,

Question 313

Soit f(x) = x* —3x> + 3x2 — x. Quelles sont les bonnes réponses ?
[0 [Vrai] Il existe a €]0, 1[ tel que f’(a) =0.
O [Vrai] Il existe a €]0, 1[ ot la tangente & 6; en a est une droite horizontale.
O [Faux] Il existe a €]0, 1[ ot la tangente & 6; en a est une droite verticale.

[0 [Faux] 6; admet un point d’inflexion en 0.

Explications: La fonction f est dérivable sur R. En particulier, la tangente a 6 en un point a € R
ne peut étre une droite verticale. Par ailleurs, f(0) = f (1) = 0. Donc le théoréme de Rolle implique
I'existence de a €]0, 1[ tel que f’(a) = 0 et la tangente a 6; en ce point est une droite horizontale.

Question 314
Xt six <0
Soita,beRet f(x)=
aarctanx +b six > 0.

Quelles valeurs faut-il donner a a et b pour que f soit dérivable sur R?
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[Faux]a=1letb=0
[Faux]a=0etb=1
[Faux]a=0etb=0
[Vraila=1letb=1

Ooaod

O

Explications: La fonction f est continue sur R* et pour qu’elle soit continue en 0, il faut que
lim f(x)= lim f(x)=1=b.
x—0~ x—0*

De plus, f est dérivable sur R* avec

(2x +1)eX ™ six<0

fle) =

a

m six>0
X

et fg(O) =1et fd’(O) = a. Donc, pour que f soit dérivable en 0, on doit avoir fg’(O) = fd’(O). D’ou
a=1.

Question 315
1
x+x%sin= six#0
Soit f(x) = x
0 six=0.
Quelles sont les bonnes réponses ?

O

Faux] f n’est pas dérivable en 0.

[
[0 [Faux] f est dérivable en O est f/(0) = 0.
[0 [Vrai] f est dérivable en O est f'(0) = 1.
O [Vrai] Pour x #0, f'(x) =1+ 2xsin % —cos %
Explications: On a
i P = i (1sin ) =1

Dong, f est dérivable en 0 et f/(0) = 1. Par ailleurs, les régles de calcul donnent, pour x # 0,

1 1Y 1 1
F/(x) = (x) + (x?) sin = + x2 (sin—) =1+ 2xsin— —cos —.
X X X X

Question 316
. 44,3 [
Soit f(x) = e3* ~*"_ Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux]Vx€R, f’(x)>0

0 [Vrai] f admet un minimum en 1.

O [Faux] f admet un maximum en 1.

[0 [Vrai] Il existe a €]0, 1] tel que f”(a) = 0.
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Explications: Ona f'(x) = (12x3—12x2)e3*"~4° = 12x2(x—1)e3*' =’ On en déduit que f’(1) =0
et f'(x) <0 pour x <1 et f'(x)> 0 pour x > 1. Donc f admet un minimum en 1.

Par ailleurs, f'(0) = f’(1) = 0 et, puisque f’ est continue sur [0, 1] et est dérivable sur ]0,1[, le
théoréme de Rolle implique qu'’il existe a €]0, 1[ tel que f”(a) = 0.

Question 317
2

x“+1
Soit =
oit f(x) x+1
d’équation y = x?
O [Faux]S ={-1}

. Quel est 'ensemble S des points x, ou la tangente a 6 est parallele a la droite

O [Faux] S = {0}
O [Faux]S=1{0,1}
O [Vrai]S=9

Explications: La pente de la droite y = x est 1, donc la tangente a 6 en x, est parallele a cette droite
si, et seulement si, f’(x,) = 1. Une telle équation n’admet pas de solution.

Question 318
x+3

Soit f(x) = w12 Quel est 'ensemble S des points x, ot la tangente a 6 est perpendiculaire a la
x
droite d’équation y = x ?

O [Faux] S ={-2}

O [Faux] S ={-3}

O [Vrai] S ={-1,-3}

O [Faux]S=g
Explications: La pente de la droite y = x est 1, donc la tangente a 6y en x, est perpendiculaire a
cette droite si, et seulement si, f'(xy) = —1. C’est-a-dire x, = —1 ou x, = —3.
Question 319

On considere f(x) = x2 — x sur l'intervalle [0, 1]. Quelles sont les bonnes réponses ?
L [Vrai] f vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle et une valeur vérifiant la conclusion de

ce théoréme est >

[0 [Faux] f ne vérifie pas les hypothéses du théoréme de Rolle.
[0 [Faux] f ne vérifie pas les hypothéses du théoréme des accroissements finis.
O [Vrai] f vérifie les hypotheses du théoréme des accroissements finis et une valeur vérifiant la
conclusion de ce théoreme est >
Explications: La fonction f est continue sur [0,1] et est dérivable sur ]0,1[. Donc elle vérifie les

hypotheses du théoréme des accroissements finis, et, comme en plus f(0) = 0 = f(1), elle vérifie
aussi les hypotheses du théoréme de Rolle. Les deux théorémes impliquent I'existence de ¢ €]0, 1]

1
tel que f’(c) = 0. Soit ¢ = 5>
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Question 320

Soitf(x)z{ x?In(x?) six#0

0 six=0.
Quelles sont les bonnes réponses ?
O [Vrai] f est de classe €' sur R.
O [Vrai] Vx €R*, f”(x)=2Inx?+6
[0 [Faux] f est deux fois dérivables sur R.
O [Faux] f est de classe €2 sur R.

Explications: Les théorémes généraux assurent que f est de classe 62 sur R* avec

f/(x)=2xIn(x*)+2x et f’(x)=2Inx2+6six #0

et lim

f(x)=f () = 0= f’(0). On a aussi
x—0

lir%f’(x) =0=f'(0) = f’ est continue en 0.
X—

Ainsi f de classe 6! sur R et est deux fois dérivable sur R*. Elle n’est pas deux fois dérivables en 0

car
lim £ G0 = f(0)
m--—-——-

T 2 __
lim ~—0 —Jl(gl})[Zln(x )+2]=—o00.

11.3 Dérivées | Difficile | 124.00

Question 321
Soit f(x) = arctanx + arctan% définie sur R*. Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Vrai] Yx €R*, f/(x)=0
O [Faux] Vx € R*, f(x)= g
[0 [Faux] La fonction f est paire.
O [Vrai] f(x)= g six>0etf(x)=—g six <0
Explications: La fonction f, tout comme la fonction arctan, est impaire. On calcule f’(x) pour x # 0 :

1Y/

fea= 1+1x2 " 1&()1)2 =0
X

Donc f est constante sur chaque intervalle de son domaine de définition :

f(1)=g six>0
flx)=
f(=1)=—% six<O0.

Question 322
Soit f une fonction continue sur [—1,1] telle que f(0) = 7 et, pour tout x €] —1,1[, f'(x) =

= Comment peut-on exprimer f ?
1—x
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O [Faux] f(x)=v1—x2—1+4mn

O [Vrai] f(x) = arcsin(x) + 7

O [Vrai] f(x) = —arccosx + 3?“

[0 [Faux] Une telle fonction f n’existe pas.

Explications: On remarque que f’(x) = (arcsinx)’ = (—arccos x)’. Donc, par continuité,

Vx €[—1,1], f(x)=arcsinx + C; = —arccosx + Cj.

3
Maisf(0)=7'c=>C1=TretC2=7n.

Question 323

13
Soit f(x) = x>+ x2+x— o Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux] f(0) = —% <0etf(1)= —% < 0, donc f(x) =0 n’a pas de solution dans ]0, 1.

O
O

[

[0 [Vrai] Léquation f (x) = 0 admet une solution dans ]0, 1[.
[Vrai] Le théoréme de Rolle s’applique a une primitive de f sur [0,1].
[

Faux] Le théoréme de Rolle s’applique a f sur [0, 1].

Explications: Le théoréme de Rolle ne s’applique pas a f sur [0,1] car f(0) # f(1). Mais on peut
lappliquer a

4 3 2
13
F(x):x_+x_+x___x_
4 3 2 12

Cette fonction vérifie toutes les hypothéses du théoreme, donc

3c €]0,1[, F'(c)=0< f(c)=0.

Question 324
Soit f(x) = tan(x). Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux] f(0) =0 = f(m) et donc il existe c €]0, 7[ tel que f’(c) = 0.

O [Vrai] £(0) =0 = f(n) mais il n’existe pas de ¢ €]0, [ tel que f'(c) = 0.

[ [Faux] Le théoreme de Rolle ne s’applique pas a f sur [0, 7] car f(0) # f (7).
O I

Vrai] Le théoréme de Rolle ne s’applique pas a f sur [0, 7].
Explications: On a bien f (0) = 0 = f (7). Mais, pour tout x # g+krc, k€Z,ona f’(x)=1+tan?x >

0. On ne peut appliquer le théoréme de Rolle a f sur [0, 7] car f n’est pas définie au point g

Question 325
Soit f : R — R telle que f(x) = x> + 3x + 1. Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Vrai] Vx €R, f'(x)>0

O [Vrai] f est une bijection et (f 1)/ (1) = %
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11

fr(1) 6

O [Faux] f est une bijection et (f 1)/ (1) =

o _ 1
O [Faux] f est une bijection et (f 1) (x) = 0
x
Explications: On a f’(x) = 3x?+3 > 0 pour tout x € R. Ainsi f est continue et est strictement
croissante sur R. Donc, d’apres le théoréme de la bijection, f est une bijection et

1
frF0))
1 11

En particulier, et puisque f(0) =1, (f 1)'(1) = RG=O) = 70) =3

VxeR, (f7)(x) =

Question 326
Soit f une fonction réelle continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que f(a) = f(b) = 0. Soit
@ ¢ lablerglr)= L.

[0 [Vrai] On peut appliquer le théoréme de Rolle a g sur [a, b].

O [Vrai] Il existe c €]a, b[ tel que f'(c) = Cfici.

O [Vrai] Il existe c €]a, b[ tel que la tangente & 6; en c passe par (a,0).
f(x)
(x —a)?’
Explications: La fonction g est continue sur [a, b] et elle est dérivable sur ]a, b[ avec

fi)(x—a)— f(X)

(x —a)?

[0 [Faux] La dérivée de g est g'(x) =

g'(x) =

De plus g(a) = g(b) = 0. On peut donc appliquer le théoréme de Rolle. I existe alors ¢ €]a, b[ tel

que
=05 fOc-0)-f0) = =12

La tangente & 6; en c passe par le point (a, 0).

Question 327
14+ x"
Soit n 2 2 un entier et f(x) = X . Quelles sont les bonnes réponses ?
(1+x)n
n(x"1—-1)

[Vrai] f/(x) = W et f admet un minimum en 1.

O

O [Faux] f/(1) # 0 et donc f n’admet pas d’extremum en 1.

[0 [Faux] Le théoreme de Rolle s’applique a f sur [—1,1] car f(—1) = f(1).
O [Vrai] Vx =0, (1+x)" <211 +x").

n(x"1—1)

(14 x)n+t
le tableau de variations de f). En particulier,

Explications: La dérivée de f(x) est f'(x) = et f admet bien un minimum en 1 (dresser

Vx>0, f(1)S f(x) & (1+x)" <2741 +x").
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Question 328
Soit f(x) = e*. Quelles sont les bonnes réponses ?

[0 [Faux] f”(x) sannule au moins une fois sur R.

O [Vrai] f est convexe sur R.
[0 [Faux] f est concave sur R.
O [Vrai]Vte[0,1]etVx,yeR™ ona:tlnx+(1—t)lny <In[tx+(1—1t)y].

Explications: On a f”’(x) =e* > 0. Donc f est convexe sur R. Ainsi, par définition,
Vte[0,1]Va,beR, f[ta+(1—t)b]<tf(a)+(1—t)f(b).
En prenanta =Inx et b =1Iny, avec x, y > 0, on aura
etlnx+(l—t)1ny <tx+ (1 _ t)y.
Il suffit de composer par In, qui est strictement croissante, pour avoir

tInx+(1—t)lny <In[tx+ (1 —1t)y].

Question 329
Soit f(x) = In(x). Quelles sont les bonnes réponses ?

O [Faux] f”(x) sannule au moins une fois sur R**.
O I

[0 [Vrai] f est concave sur R**.

O [Vrai] Vt€[0,1] et Vx,y €R, ona: e (=Y < teX 4 (1 —t)e”.

Faux] f est convexe sur R**.

Explications: Ona f"(x) = —% < 0. Donc f est concave sur R™. Ainsi, par définition,
Vt€[0,1]Va,beR™, f[ta+(1—1t)b] > tf(a)+ (1—1t)f(b).
En prenant a =e* et b =¢€*, ot x, y € R, on aura
In[te*+(1—t)e’] = tx+(1—1t)y.
Il suffit de composer par la fonction exponentielle, qui est strictement croissante, pour avoir

teX + (1 —t)ey = ¥ +(1-0)y

Question 330
Soit f(x) = arcsin(1 — 2x?) définie sur [—1, 1]. Quelles sont les bonnes réponses ?
—2
O [Faux] Vx €[-1,1], f'(x) = ——
V1—x2

O [Faux] Vx €[-1,1], f(x) = —2arcsinx + g

O [Vrai] f;(0)=—2et fgf(O) =2
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[0 [Vrai] La fonction f est paire avec f(x) = —2arcsinx + g six €[0,1].

Explications: La fonction f est clairement paire. On calcule f’(x) pour x €]0,1[ :

£ = (1—-2x%" = —2x
VI—(1—2x2)2 |x|[vVI—x2
Donc, pour x €]0, 1[, f/(x) = ———— = (—2arcsin x)'. Ainsi, par continuité,
V1—x2

Vx €[0,1], f(x)=—2arcsinx + C.

Or f(0) =arcsinl = g =—2arcsin0+ C, donc C = g Par ailleurs,
f est continue sur [0, 1]
f est dérivable sur ]0,1[ \ = £7(0) =—2.
lir(r)l fl(x)=-2
x—0*

On vérifie, de méme, que f g’ 0)=2

Fonctions usuelles

Arnaud Bodin, Abdellah Hanani, Mohamed Mzari

12 Fonctions usuelles | 126

Cours ® Fonctions usuelles

Vidéo m partie 1. Logarithme et exponentielle

Vidéo m partie 2. Fonctions circulaires inverses

Vidéo m partie 3. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses
Fiche d’exercices 4 Fonctions circulaires et hyperboliques inverses

12.1 Fonctions usuelles | Facile | 126.00
12.1.1 Domaine de définition

Question 331

Soit f(x) = % et g(x) = vx2—1. On notera Dy et D, le domaine de définition de f et de g

respectivement. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] Dy =11—+2,1+v2[

O [Vrai] Dy =R\{1—v2,1+ v2}

O [Faux] D, =[-1,1]

0 [Vrai] D, =]—o00,—1]U[1,+00[

Explications: f est définie si et seulement si x2 —2x —1 # 0, c’est-a-dire x # 1 —+v/2 et x # 1+ +/2.
g est définie si et seulement si x2 —1 > 0, c’est-a-dire x > 1 ou x < —1.
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Question 332
Soit f(x) = 4/ é:—i et g(x) = 1/=V;:’; On notera Dy et D, le domaine de définition de f et g respecti-

vement. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Vrai] Dy =]—00,1]U]2,+00[
[Faux] Dy =[1,2[
[Vrai] D, =]—00,1]
[Faux] =]—00,2[

Explications: f est définie si x # 2 et > 0. On déduit que Dy =]—00,1]U]2,+00[. g est définie
sil—x=20et2—x>0, cestad1rex<1

Question 333
Soit f(x) =In( 2J”‘) et g(x) = x*. On notera Dy et D, le domaine de définition des fonctions f et g
respectivement. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Dy = R\{2}
O [Vrai] Dy =]1-2,2[
O [Faux] D, =R

O [Vrai] D, =]0,+o0o[

Explications: f est définie si x # 2 et 5= 2+X = 0. On déduit que Dy =] —2,2[. Par définition, g(x) =
e*I"X Donc g est définie si x > 0.

12.1.2 Fonctions circulaires réciproques

Question 334
Soit f(x) = arcsin(2x), g(x) = arccos(x? — 1) et h(x) = arctan +/x. On notera Ds,Dy et Dy le
domaine de définition de f, g et h respectivement. Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] Dy =[—1,1]
O [Faux] D, =[-1,1]
O [Vrai] D, = [—v2, V2]
O [Vrai] Dh =[0,+o0o[
Explications: Les fonctions x — arcsinx et x — arccosx sont définies sur [—1,1] et la fonction

x +— arctan x est définie sur R. On déduit que : f est définie si —1 < 2x < 1, C’est-a-dire x € [—%, %],
g est définie si —1 < x? — 1 < 1, clest-a-dire x € [—+/2, v/2] et h est définie si x = 0.

Question 335
Soit A = arcsm(sm—) B = arccos(cos 2= 51) et C = arctan(tan 1”) Quelles sont les assertions
vraies?

O [Faux]A= 15’7"
O [Vrai]A=7

O [Faux]B=—-F
O [Vrai] C = %
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Explications: On a : arcsinx € [—3,5],Vx € [—1,1], arccosx € [0,7],Vx € [—1,1] et arctanx €
1-Z %[,Vx € R. En utilisant la périodicité des fonctions sinus, cosinus et tangente, on obtient :

PR
i s 4n
A=T B=ZetC=1T

Question 336
Soit f(x) = arcsin(cos x) et g(x) = arccos(sin x). Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Faux] f est périodique de période 7.

[0 [Vrai] g est périodique de période 27t.
[ [Vrai] f est une fonction paire.
[ [Faux] g est une fonction impaire.

Explications: Les fonctions x +— sinx et x — cos x sont périodiques de période 27, donc f et g sont
de période 2. La fonction x — cos x est paire, donc f I’est aussi. La fonction x — sin x est impaire,
mais la fonction x — arccos x n’est ni paire ni impaire, donc g n’est ni paire ni impaire.

12.1.3 Equations

Question 337
Soit (E) I'équation : In(x? —1) = In(x — 1) + In 2. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] (E) est définie sur ] — oo,—1[U]1, +oo[.

O [Vrai] (E) est définie sur ]1, +oo[.
O [Vrai] (E) n’admet pas de solution.
[0 [Faux] (E) admet une unique solution x = 1.

Explications: (E) est définie si x> —1 > 0 et x — 1 > 0, c’est-a-dire x > 1. Soit x > 1, alors (E) <
In(x—1D)+In(x+1)=In(x—1)+n2<=In(x+1)=h2< x =1.

Question 338
Soit (E) 'équation : e2* 4+ e* —2 = 0. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] (E) est définie sur R.

O [Faux] Le domaine de définition de (E) est R*.
O [Faux] (E) admet deux solutions distinctes.
[ [Vrai] (E) admet une unique solution x = 0.

Explications: La fonction exponentielle est définie sur R, donc (E) est définie sur R. En posant y = e*,
on se raméne a résoudre I'équation du second degré y2 + y —2 = 0. En résolvant cette équation, on
obtient y = 1 ou y = —2. Par conséquent, x = 0.

12.1.4 Etude de fonctions

Question 339
Soit f(x) = J1=x3. Quelles sont les assertions vraies ?
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O [Vrai] f est définie sur R.

[0 [Faux] f est croissante.

[0 [Vrai] f est une bijection de R dans R.
[

[ [Vrai] Lapplication réciproque de f est f.

Explications: La fonction x — 4/x est définie sue R, elle est strictement croissante et établit une
bijection de R dans R. On déduit que f est définie sur R, elle est strictement décroissante et établit
une bijection de R dans R. Soit y € R,ona:y=+v1—x3 & 1—x3=y3 < x = {/1— y3. Donc
I'application réciproque de f est f.

Question 340
. _ Inx . .
Soit f (x) = ==. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] f est définie sur ]0,+oo[.

O [Faux] f est croissante sur ]0,+o00[.
[ [Vrai] f est une bijection de ]0,e] dans ] — oo,% .
O [Vrai] f est une bijection de [e,+00[ dans ]O, %].

Explications: f est définie sur ]0,+oo[. En étudiant les variations de f, f est strictement croissante
sur ]0, e] et strictement décroissante sur [e, +0o[. D’autre part, f(]0,e]) =]—o0, %] et f([e,+00[) =
10, %]. On déduit que f établit une bijection de ]0,e] dans ] — oo, %] et de [e,+oo[ dans ]O, %].

12.2 Fonctions usuelles | Moyen | 126.00
12.2.1 Domaine de définition

Question 341 )
Soit f(x) = Vi—=xZet g(x) = ex 4/1—|x|. On notera Dy et Dy le domaine de définition de f et g
respectivement. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] Dy =R

O [Faux] Dy =[—1,1]

O [Faux] D, = R*

O [Vrai] D, =[~1,0[U]0,1]

Explications: la fonction x — 4/x est définie sur R, donc Dy =R. La fonction x — Jx est définie sur
[0, +0o[. On déduit que D, = [—1,0[U]0, 1].

12.2.2 Equations - Inéquations

Question 342
Soit (E) I'équation : 4* — 3% = 3**1 — 22¥*1_(Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] (E) est définie sur R.
O [Vrai] (E) admet une unique solution x = 1.

0 [Faux] (E) admet deux solutions distinctes.
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[ [Faux] (E) n’admet pas de solution.

Explications: On a : (E) & 22X 422Xt = 3%H1 1 3% 5 (1 +2)22* = (1 +3)3* @ 2% 2 =31 &
(2x—2)In2=(x—1)In3 = x=1.

Question 343
Soit (E) I'inéquation : In|1 + x| —In|2x + 1| < In2. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Le domaine de définition de (E) est ] — %, +o0of.
O

[Faux] L'ensemble des solutions de (E) est: |—1, —%]U] — %, +ool.
O [Faux] Lensemble des solutions de (E) est ] — oo, —1[U] — 1,—%].
[

O [Vrai] Lensemble des solutions de (E) est: ] — oo, —1[U]— 1,—%] U [—%, +ool[.

Explications: Soit x € R\{—l,—%}- (E) © In| 4);;12

<
Six>—1,(F)e —4x—2<x+1<4x+2&x>—
Six<—1,(E)e —-4x—2>x+1>4x+2e x<-3.
Par conséquent, 'ensemble des solutions de (E) est ] — oo, —1[U] — 1,—%] U [—%, +o0o].

0 (E): |35 < 1.

Question 344
Soit f(x) =sinx — x et g(x) = e* — 1 — x Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] f(x)<0,V¥x€eR

O [Vrai] f(x)<0,Vx=>0
O [Vrai] g(x)=0,Yx=0
O [Vrai] g(x)=0,V¥x€eR

Explications: On pourra étudier les variations des fonctions f et g. On obtient : sinx < x, Yx =0 et
e“=21+x,VxeR.

12.2.3 Fonctions circulaires réciproques

Question 345
Soit f(x) = arcsin x + arccos x. Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] Le domaine de définition de f est [—1,1].
O [Vrai] Vx €[-1,1], f(x) =5

O [Faux] Vx e€[-1,1], f(x)=x

O [

Vrai] f est une fonction constante.

Explications: f est définie sur [—1,1], dérivable sur ]—1,1[ et f'(x) = 0, Yx €] — 1, 1[. Puisque
1—1,1[ est un intervalle, on déduit que f est constante sur | — 1,1[ et comme f est continue sur
[—1,1], f est constante sur [—1,1]. Or f(0) = 7, donc f(x) = 7, Vx €[-1,1].

Question 346
Soit f(x) = arctanx + arctan(%). Quelles sont les assertions vraies ?
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Vrai] Le domaine de définition de f est R*.

Faux] Yx € R*, f(x) =3

O I
[ [Faux] f est une fonction constante.
O [
[Vrai] Yx >0, f(x) =5

O

Explications: f est définie sur R*, dérivable sur R* et f'(x) = 0, Yx € R*. Puisque R* =]—00,0[U]0, + o[,
T .
3, Six>0

f est constante sur chaque intervalle. Or f (1) = 5 et f(—1) = —5, ondéduitque f (x) ={ 2¢ six <0
2>

12.2.4 Etude de fonctions

Question 347

Soit f(x) = % Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] y = 2 est une asymptote a la courbe de f en +o00.
[

[Vrai] La courbe de f admet une asymptote verticale (x = 1).
[ [Faux] Le point de coordonnées (1, 1) est un centre de symétrie du graphe de f.
[

O

Vrai] Le point de coordonnées (1,2) est un centre de symétrie du graphe de f.

Explications: lim,._,, . f(x) =2, donc y = 2 est une asymptote a la courbe de f en +co.

lim,_,;+ f(x) = +00 et lim,_,;- f(x) = —00, donc la droite x = 1 est une asymptote (verticale) a
la courbe de f en 1.

Le graphe de f admet un centre de symétrie d’abscisse 1 si et seulement si la fonction x — f(1+x)+
f(1—x) est constante, pour tout x # 0. Ce qui revient a ce que la fonction x — f(x)+ f(2—x) soit
constante, pour tout x # 1. Or f(x)+ f(2—x) =4 =2x 2, Vx # 1. Donc le point de coordonnées
(1,2) est un centre de symétrie du graphe de f.

Question 348
Soit f(x) = (=1)™), ol E(x) est la partie entiére de x. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Faux] f est périodique de période 1.

O [Vrai] f est périodique de période 2.
[0 [Faux] f est une fonction paire.
O [Vrai] f est bornée.

Explications: |f (x)| =1, donc f est bornée.

Vx € R,n €Z, E(x+n)=E(x)+n. On déduit que f(x+1)=—f(x) et f(x+2)=f(x), donc f est
de période 2.

Ona:Vx €eR E(x) < x <E(x)+1, donc VYx € R, —E(x) —1 < —x < —E(x), on déduit que :

E(—x) = { o six €z . Il en découle : f(—x) = { fQ, sixel . Donc f n’est ni

—E(x)—1, six¢Z —f(x), six€¢Z
paire ni impaire.

Question 349
Soit f(x) =4/ xx—_31 Quelles sont les assertions vraies ?

[0 [Vrai] Le domaine de définition de f est ] — 00,0]u]1,+oo[.
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[ [Faux]y =x— % est une asymptote a la courbe de f en +00.
O [Vrai]y =x+ % est une asymptote a la courbe de f en +00.
O [Vrail]y =—x— % est une asymptote en —oo.
Explications: f est définie si x # 1 et -=3 > 0. On déduit que le domaine de définition de f est
]—00,0]U]1, +ool.
lim, 400 f(x) =400, lim,_, | o @ =1,1im, 4 0o (f (0)=x) = lim, 4 00 x(y/ 355 —1) = lim, 1 oo m =
%. Doncy =x+ % est une asymptote a la courbe de f en +o00.

lim,_, o @ =—1,lim,, oo(f(x)+x)=lim,, oo x(1—4/553) = —%. Doncy = —x — % est une

asymptote a la courbe de f en —oo.

Question 350
Soit f(x) = x + v1—x2. Quelles sont les assertions vraies ?

[ [Vrai] Le domaine de définition de f est [—1,1].
O [

O [Faux] f établit une bijection de [0,1] dans [1, v/2].

O [Vrai] f établit une bijection de [—1, %] dans [—1, v2].

Faux] f est croissante sur [—1,1].

X
V1—x2'
variations de f, on déduit que f établit une bijection de [—1, %] dans [—1, v/2] et de [%, 1] dans

[1,v2].

Explications: f est définie sur [—1,1], dérivable sur ]—1,1[ et f'(x) =1— En étudiant les

12.3 Fonctions usuelles | Difficile | 126.00
12.3.1 Equations

Question 351
Soit (E) I’équation : x* = (¢/x)**!. Quelles sont les assertions vraies ?

O [Vrai] Le domaine de définition de (E) est ]0, +oo[.

O [Faux] (E) n’admet pas de solution.
O [Faux] (E) admet deux solutions distinctes.
[ [Vrai] (E) admet une unique solution.

Explications: (E) est définie si x > 0.
Soit x > 0, alors (E) < xInx = %(x +1)lhx = (x—1)hx=0=x=1.

Question 352
, , 2¥ = y? -
Soit (S) le systeme d’équations : { gxtl §2+x . On note E I'ensemble des (x, y) qui vérifient

(S). Quelles sont les assertions vraies ?
O [Faux] (S) est défini pour tout (x, y) € R
O [Faux] Le cardinal de E est 1.
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O [Vrai] Le cardinal de E est 2.
[0 [Faux] Le cardinal de E est 4.

Explications: (S) est défini pour tout x €R et y > 0.

[ 1R

801tx€Rety>O,(S)<:>~{2erl _ 2x+§ <:>{xz - 9

Donc E = {(v2, x/iﬁ) ;(—v2, ﬁ_ﬁ)} et donc le cardinal de E est 2.

Question 353
Soit (E) I’équation : cos2x = sinx. on note & I'ensemble des solutions de (E). Quelles sont les
assertions vraies ?

O [Vrai] Le domaine de définition de (E) est R.

. _ 2k

O [Vrai] ¥ ={% + 5", ke€Z}

O [Faux] & ={—5 +2kmn, k€ Z}
[

O [Faux] & ={g +2kmn, ke Z}
Explications: (E) & cos2x = cos(5 —x) & Ik € Z; 2x = § —x + 2knou2x = —5 + x + 2kn &
dkeZ;x=%+ 2an oux = —% + 2km. Mais un x de la forme x = —5 + 2km peut s’écrire sous la

formex=%+2’<T".Donc5ﬂ={%+2k7”,kez}.

12.3.2 Fonctions circulaires réciproques

Question 354
Soit f une fonction définie par 'équation (E) : arcsin f (x) + arcsin x = 7. on notera D; le domaine
de définition de f. Quelles sont les assertions vraies?

O [Faux] Dy =[—1,1]

O [Faux] Vx €[-1,1], f(x)=—v1—x2

O [Vrai] Vx €[0,1], f(x) = v1—x2

[ [Vrai] f est une bijection de [0,1] dans [0, 1].

Explications: la fonction x — arcsinx est définie sur [—1,1] et prend ses valeurs dans [—F, 7]. Si
—1<x<0,—% <arcsinx <Oetsi0<x<1,0<arcsinx < 5. On déduit que f n’est pas définie
si—1<x<0.

Soit x € [0,1], on a : (E) = f(x) = sin(5 —arcsinx) = cos(arcsinx) = £v'1—x2. Or arcsinx €
[—%, 5] et la fonction cosinus est positive sur [—7, 7], donc (E) = f(x) = v1—x2.
Réciproquement, on considere la fonction g définie sur [0, 1] par : g(x) = arcsin v 1 — x2+arcsin x. g
est dérivable sur ]0, 1[ et g’(x) = 0. Comme g est continue sur [0, 1], g est constante sur cet intervalle
et en identifiant en 0, on obtient g(x) = 7, pour tout x € [0,1]. On déduit que f(x) = v1—x2,
pour tout x € [0, 1].

Soit x,y €[0,1],ona:y=v1—x2& x=4/1—y2. Donc f est une bijection de [0, 1] dans [0, 1]
et f7l=Ff.

Question 355
Soit f(x) = arcsin(lii 7). On notera Dy le domaine de définition de f. Quelles sont les assertions
vraies?
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O
O
O
O

Explications: f est définie si —1 < % < 1, cest-a-dire —1 — x? < 2x < 1+ x2, ce qui revient a :
(x+1)2=0et (x—1)> >0, ce qui est le cas pour tout x € R.

, . 2(1—x2 Lz, si—1<x<1
f est dérivable sur R\{—1,1} et f'(x) = % = { _1;7’ six>lotux<—1° Comme f est
2arctanx +c¢;, si—1s<x<1
continue sur R, on déduit que : f(x) = { —2arctanx + c,, six<—1 ,oucy,cyetcg sontdes
—2arctanx + cs, six =1
2arctan x, si—1<x<1
constantes. En identifiant en 0, en —oo et en +00, on obtient : f(x) ={ —2arctanx — T, six <—1
—2arctanx + T, six=1

Question 356 ,
Soit f(x) = arccos( %:iz). On notera Dy le domaine de définition de f. Quelles sont les assertions
vraies?
O [Vrai] D; =R
O [Faux] Dy =[—1,1]
O [Vrai] f(x)=2arctanx, Yx =0
O [Vrai] f(x)=2arctan|x|, Yx € R
Explications: f est définie si —1 < i;—ﬁz < 1, ce qui est le cas pour tout x € R. f est dérivable sur R* et

2 . .
oy 2x ) Tagz» Six>0 s | 2arctanx +c¢;, six = .
X)= 0 = . . On déduit que f(x) = . ou
F16) = e { —1?7, six <0 que f(x) —2arctanx +cy, six <0’
c; et ¢, sont des constantes. Comme f est continue en 0 (ou par identification en +00 et en —00),
2arctanx, six=0

. .Donc f(x)=2arctan|x|, Yx € R.
—2arctanx, six <0 f(x) |x], ¥

on obtient ¢; = ¢, = 0. Ainsi f(x) = {

12.3.3 Etude de foncions

Question 357
Soit f(x) = arcsin(sin x) + arccos(cos x). On notera Dy le domaine de définition de f. Quelles sont
les assertions vraies ?

O [Faux] Dy =[—1,1]

O [Faux] Vx €R, f(x)=2x
O [Vrai] Yx €[—7,0], f(x)=0
O [Vrai] Vx € [-m,—3], f(x) =—m—2x
Explications: Dy = R. f est périodique de période 2. En simplifiant f sur [—, 7], on obtient :
2x, Si0Sx < 5
, siZ2<x<T
f)= 0, si—2§<x<0

—m—2x, Si—TmTS<x<-—

S
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Question 358
Soit f(x) = exp(
vraies ?

O [Faux] Dy =]0, +00[

In? | x|
In? |x|+1

). On notera Dy le domaine de définition de f. Quelles sont les assertions

O [Vrai] f est paire.
[0 [Faux] f est croissante sur ]0,+00[.
[0 [Vrai] f est une bijection de ]0,1] dans [1, e[.

Explications: Dy = R*. Pour tout x € R*, f(—x) = f(x), donc f est paire.
f est dérivable sur R*. Si x > 0, f'(x) = ﬁ f(x). En étudiant les variations de f, on déduit
que f est n’est pas monotone sur ]0,+oo[ et qu’elle établit une bijection de ]0,1] dans [1, e[ et de

[1,+o0[ dans [1,¢[.

Question 359
Soit f(x) = x*(1 —x)'™*. On notera Dy le domaine de définition de f. Quelles sont les assertions
vraies ?

O [Vrai] Dy =]0,1[

[0 [Vrai] Uensemble des valeurs de f est [%, 1[.
O [Faux] f est croissante 0, 1[.

[ [Vrai] f est une bijection de [%, 1[ dans [%, 1[.

Explications: Par définition, f(x) = exp[xInx + (1 —x)In(1 —x)], on déduit que Dy =]0, 1[. f est
dérivable sur 10,1[ et f'(x) = In(%:)f (x). En étudiant les variations de f, f n’est pas monotone
sur ]0, 1[. Elle établit une bijection de ]O, %] dans [%, 1[ et de [%, 1[ dans [%, 1[.

Question 360
Soit f(x)=(1+ %)x . Quelles sont les assertions vraies ?

O [Faux] Dy =]0,+00[

O [Vrai]Vx>0,1<f(x)<e
O [Faux] Vx>0,f(x)>e

O [Vrai] Vx <—1,f(x)>e

Explications: Par définition, f (x) = exp[x 1n(1+%)], on déduit que f est définie si x €]—o0,—1[U]0, +00[.
f est dérivable sur son domaine de définition et f'(x) = [In(1 + %) — ﬁ] f(x). En étudiant les
variations de la fonction x — In(1 + %) — x%l, on déduit les variations de f. En particulier, f est

croissante sur | — oo, —1[ et sur ]0,+oo[, f(]—oo,—1[) =]e,+oo[ et £(]0,+00[) =]1,¢[.
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