FEUILLE D’EXERCICES 3 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

CALCUL DIFFERENTIEL

1 Dérivées partielles et dérivée directionnelle

Exercice 1 — Dérivées partielles
Déterminer, pour chacune des fonctions suivantes, le domaine de définition. Pour chacune de ces fonctions,
calculer ensuite les dérivées partielles en chaque point du domaine de définition lorsqu’elles existent :

1. f(x,y) =x*exp(xy)
2. flx,y)=In(x+ /x2+ y2)

3. f(x,y)=sin?x +cos?y
4. flx,y,2)=x*y*V/z

Indications 1 -
Pour calculer les dérivées partielles par rapport a une variable, interpéter les autres variables comme pa-
rametres et utiliser les régles ordinaires de calcul de la dérivée.

Correction 1 -
)
1. Dy =R~

0
% = 2x exp(xy) + x2y exp(xy)
of = x3exp(xy)

oy

2. Dy ={(x,y) € R? | x > 0 ou y # 0} (remarquer qu’on a toujours x + 4/x2+ y2 = 0 car |x| <

Vx2+y2).

x
af_ 1_|_‘/x2+y2 _ 1

Y
of _  Aewyr y

0y x+v/XHy xy/XH P xty?
2
3. Df—]R.
—— = 2sinx cos x = sin(2x)
dx
0
—f =—2sinycosy = —sin(2y)
oy

4. Dy ={(x,y,2) eR3|z>0}.

8—f=2xy21/§

dx

£=2x2y1/§

dy

af x2%y?

= = 0
2 23 (z#0)



Exercice 2 — Dérivées partielles et directionnelles
Soit f la fonction sur R? définie par f(x,y) = Xxcosy + y expx.

1. Calculer ses dérivées partielles.

2. Soit v = (cosB,sinf), 6 € [0,2x[. Calculer D, f(0,0). Pour quelles valeurs de 6 cette dérivée
directionnelle de f est-elle maximale/minimale ? Que cela signifie-t-il ?

Indications 2 -
Interpréter la dérivée directionnelle a I'aide de I'intersection du graphe de la fonction avec un plan conve-
nable.

Correction 2 - 1.
f_ of _ ..
—— =cCosy + yexpx —— =—Xxsiny +expx.
dx y
2. Comme est différentiable alors
0 0
D, £(0,0) = cos® 2L.(0,0)+ sin 0 ZL.(0,0) = cos 6 +sin6 = ﬁsin(e + E).
dx dy 4
Cette dérivée directionnelle de f est maximale quand sinf = cos 0 = @, C’est-a-dire quand 6 = 7,
et minimale quand sin = cos6 = —‘/75, C’est-a-dire quand 6 = %n.

Signification géométrique : Le plan engendré par le vecteur (cos 0,sin 6,0) et 'axe des z rencontre

le graphe z = f(x, y) en une courbe. Cela revient a prendre une tranche du graphe de f dans la

direction du vecteur. Cette courbe est de pente maximale en valeur absolue pour cos @ =sinf = g

et cosf = sinf = —‘/75. Les deux signes s’expliquent par les deux orientations possibles de cette
courbe (dans un sens on monte le plus possible, dans I'autre on descend le plus possible).

Exercice 3 — Une fonction puissance
Soit f : R?> — R la fonction définie par f(x, y) = (x2 + y2)* pour (x, y) # (0,0) et £(0,0) = 1.

1. La fonction f est-elle continue en (0, 0)?
2. Déterminer les dérivées partielles de f en un point quelconque distinct de I'origine.

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles par rapport & x et & y en (0,0)?

Indications 3 -
On rappelle que a® = e?™® poura >0 et b eR.

1. Utiliser les coordonnées polaires (r, 8) dans le plan et le fait que lim,—o rInr = 0.
r>0

Correction 3 - 1.
£, y) = (x2 + y2)¥ = e¥In(x*+y") — p2rcosflnr

Puisque cos 6 est borné, lim,_,o 2r cos 9 Inr =0 d’ott :
r>0

lim (x,y)=e’=1,
(x,y)—(0,0) fley
(,y)#(0,0)

car la fonction exponentielle est continue.

2. Dans R?\ {(0,0)} les dérivées partielles par rapport aux variables x et y se calculent ainsi :

af 2x2

9T | 1n(x2 + v2 24 2y
P (n(x +y)+x2+y2)(x +y)
of 2xy ) 2, 2y«

i — +

- (%)



3. Calculons le taux d’accroissement définissant la dérivée partielle % en (0,0) (en se limitant au cas
x>0):
f(x,00=£(0,0)  (x*)*—1 _

e2XInx _1  (1+42xlnx)—1
x X B x x

~ 2Inx.

. e 3 .
Lorsque x — 0, le taux d’accroissement n’a pas une limite finie, donc % n’existe pas en (0, 0).

Par contre,
f0.)=f(0,0) _ (y»)°~1
y y

=0.

Donc %(o, 0) existe et vaut 0.

Exercice 4 — Dérivées directionnelles
s 1 . . . 2442 . . .
1. Calculer la dérivée directionnelle de la fonction f(x, y) =e* ™" au point P(1,0) suivant la bissec-
trice du premier quadrant.
2. Calculer la dérivée directionnelle de la fonction f(x,y,z) = x> —3yz + 5 au point P(1,2,1) dans
une direction formant des angles égaux avec les trois axes de coordonnées.

3. Calculer la dérivée directionnelle de la fonction f(x,y,2z) = xy + yz + zx au point P(2, 1, 3) dans
la direction joignant ce point au point Q(5, 5, 15).

Indications 4 -
Utiliser la formule :

D,f(P)=(grad f(P)|v)

Pour le vecteur v, certains imposent qu'’il soit unitaire (c’est-a-dire de norme 1) d’autres pas.

Correction 4 —
Lorsque f est différentiable alors la différentielle, la dérivée directionnelle, et le gradient encodent la méme
information et sont reliés par les formules :

D,f(P)=df (P)(v) = (grad f (P) | v).

Ici nos fonctions f sont de classes 6! (et méme % °°) en tant que sommes, produits, composées de fonctions
de classe €.

Il s’agit donc (a) de calculer les dérivées partielles de f et son gradient, (b) de les évaluer au point considéré,
(c) d’appliquer la formule selon le vecteur de direction.

L f(x,y)=e"*",

3 a 2 2 2 2
grad f (x,y) = (%(x,y), %(x,y)) = (2xe™ ", 2ye" ).

Au point P(1,0) :

grad f(1,0)=(2-1-¢"%%,2.0- ") = (2¢,0).
La bissectrice du premier quadrant est dirigée par tout vecteur v non nul colinéaire au vecteur (1, 1).
Si on choisit v = (1, 1) alors :

D, f(P) = (grad f (P) | v). = <(206) | G» —2e-140-1=2e.

Si on préfere faire les calculs avec le vecteur unitaire v = (%, %), alors on trouve le résultat

précédent avec un facteur % :

D,f(P)= % = /2e.



2. f(x,y,2)=x>—3yz+5

a—f(x,y,z) =2x, g(x,y,z) =—3gz, ﬁ(x,y,z) =3y
dx oy 0z

Ainsi, le gradient est :
grad f(x,y,2) = (2x,—32, —3y).

EnP=(1,21):
gradf(1,2,1) = (2, -3, —6).

Un vecteur formant des angles égaux avec les trois axes de coordonnées est (1,1, 1), on choisit le
vecteur unitaire correspondant v = %(1, 1,1) et alors :

2 1 1 7
D,f(P)=(gradf(P)|v)={ | -3 || —=|1])=-L.
< 6] V3|1 >

3. f(x,y,2)=xy+yz+2x

gradf(x,y,2) =(y +2z,x +z,x+y)  gradf(2,1,3)=(4,5,3).

Le vecteur joignant P & Q est le vecteur u = (3,4, 12), sa norme est ||u|| = v32 + 42 + 122 = /169 =
13. Le vecteur unitaire associée est donc v = ﬁ = (13—3, %, %)
Ainsi :

3 4 12 68
P — 4+5.—43. = )
D,f(P)=4- 13 13 13 13

Exercice 5 — Equation aux dérivées partielles

2 2
Soit f(x,y) =exp (%) Montrer que pour tout (x, y) dans le domaine de définition de f on a I’égalité :

2 2
X~£(x,y)+y~%(x,y)=0

Indications 5 -
Calculer d’abord les dérivées partielles.

Correction 5 —
Calculons d’abord g—f( :

T3 2)n( 572

La fonction étant symétrique en x et y (c’est-a-dire f(y,x) = f(x,y)) alorson a:
d
Lan=(3-%)rcn
y

Ainsi : X
0 d x ) + === |F =
X.af(x’y)+_y-—8§(X,y)_—(;——)1(X,}’) (y _)’) (x,y) 0



2 Différentielle et fonction %

Exercice 6 — Différentielle
Calculer les différentielles des fonctions suivantes en un point arbitraire du domaine de définition :

1. f(x,y)=sin?x +cos?y
2. f(x,y)= ln(l + %)

Indications 6 —
Pour f : R? — R différentiable en (x, y), la formule est :

af G100 =R S, )+ - g, 30),
X y

Correction 6 —
Lorsque f : R? — R est différentiable alors sa différentielle se calcule par la formule :

af

df (xo, yo)(h, k) = h- =~
X

ol
(x0,¥0) t k- a—f(xo,J’o)-
Y

On rappelle que df (xq,Y,) : R?2 — R est une fonction linéaire (c’est la fonction linéaire qui approche au
mieux f autour de (xg, Yo))-

Ici nos fonctions f sont différentiables sur leur domaine de définition car de classe €' (et méme % °°) en
tant que somme, produit, quotient, composée de fonctions de classe 4.

Il s’agit donc (a) de calculer les dérivées partielles de f, et (b) d’appliquer cette formule.

1. f(x,y)=sin?x +cos?y.

ﬂ(x,y) = 2sinx - cos x = sin(2x)
dx

of

——(x,y)=—2cosy -siny =—sin(2y)
dy

Ainsi :
df (xq, ¥o)(h, k) = hsin(2x,) — k sin(2y,).

Par exemple en (xo, yo) = (%, %) :
df (Z,2)(h,k) = Lh—k.

2. f(x,y)= ln(l + %)

1 X

df (xg, ¥o)(h,k)=h - -k —.
f (0. Yo X0+ Yo Yo(xo + ¥o)

Exercice 7 — Fonction ¢
Soit la fonction f : R? — R définie par

2_ .2

Feoy)=xy = si (x,y)#(0,0),

Y
x2+y?
f(0,0)=0.
Etudier la continuité de f. Montrer que f est de classe €.
Indications 7 -
Il est évident que, en tout point (x, y) distinct de l'origine, la fonction f est continue et que les dérivées

partielles existent et sont continues. Il suffit de montrer que f est continue en (0,0) et que les dérivées
partielles existent et sont continues.



Correction 7 - 1. En dehors de l'origine.
f est de classe ¢! sur R?\ {(0,0)} en tant que sommes, produits, quotients de fonctions de classe

6.

En plus, en dehors de I'origine,
K] ] 2,2 2,3
_f x;_)’)=f(x’y)+xy—(x2 yz)zf(x;.)’)_l_ 42'X .y2 5
dx x Ox\x2+y x (x2+y2)
af f(xa.y) 0 x2_y2 f(x’.y) 4X3y2
S—(x,y)= Xyl o2 T T 24 y2)2
dy Iy \x*+y y (x%+y2)

2. Continuité a l'origine.

2 2 2 2
X"y X +y _ 7
S| < I 1 est borné,

Puisque |3 2

lf oIS Ixyl———0
(x,3)-(0.0)

d’ot f est continue en (0, 0).
3. Dérivées partielles a 'origine.
Comme )w =0 alors S—{((O, 0) =0 et de méme §—§(0, 0)=0.

4. Continuité des dérivées partielles a I'origine.

Puisque
2.3 3,2
x x
lim —2 =0, lim —2 =0,
(x,.y)=(0,0) (x2 + y2)? (x.y)=(0,0) (x2 + y2)?
il s’ensuit que
o 0
lim —f(u, v)=0, lim —f(u, v)=0,
(u,v)—(0,0) I x (u,v)—(0,0) Iy

N (e . 2 2 .
d’oti les dérivées partielles % et % sont continues en (0, 0).

5. Conclusion.
Les dérivées partielles existent et sont continues, ce qui est la définition de f est de classe €*.

Exercice 8 — Etude du caractére 4!
Etudier la continuité, ainsi que 'existence et la continuité des dérivées partielles premieres, des fonctions
suivantes :

1.
_xyl
Foo) =4 Vx2+,2 si (x,y)# (0,0)
0 sinon.
2.

xsiny —ysinx
flx,y)= X2 +y?
0 sinon.

si (x,y) #(0,0)

Correction 8 —

De facon générale une somme, produit, quotient, composition de fonctions de classe ¢ est encore de
classe 6! (cest-a-dire les dérivées partielles existent et sont continues). Il s’agit donc d’étudier le caractere
%1 juste aux points problématiques.

1.
JL—'y si (x,y) # (0,0)
0

sinon.

f(x,y)={

Il y a deux sortes de problemes : d’une part I'origine car la fonction y est définie « a la main », mais
d’autre part il y a une valeur absolue. La valeur absolue est une fonction continue partout, mais non
dérivable a 'origine.



€))

(b)

(o)

d

(e)

Continuité en dehors de l'origine.
Sur R?\ {(0,0)} f est continue comme sommes, produits, quotients de fonctions continues.
Continuité en (0, 0).

r?cos 0| sin 6|

f(rcosf,rsinf) = =rcosB|sinb|

Donc |f(rcos8,rsinf)| <r 0 f(0,0) =0 et donc f est continue a l'origine.
r—

Dérivées partielles en dehors de l'origine et de (y = 0).
En tout point (X, yo) ot Yo # O, f est de classe €' car y — |y| est dérivable en dehors de
l'origine.
Pour y #0 :
of
ox

_ by of
4y By

On a noté sgn(y) = |}y'—| le signe +1 ou —1 d’un réel y # 0.

sgn(y)x3
x,y) = —o

X,Y) - (x2+y2)3/2'

Dérivées partielles aux points (xg, 0).

f(X0+h,0)—f(x0,0)_O—O_ af —
h =— —Oh_>00 doncax(xo,O)—O.

Pour l'autre dérivée partielle, on calcule le taux d’accroissement :

f(X0,0+k)—f(X0,O) — M Xo

k k V/x2+k2
K|

Si xg = 0, alors ce taux d’accroissement est nul et donc %(O, 0) = 0. Mais si xy # 0, T Da pas

de limite en 0, donc la dérivée partielle % n’existe pas en (xg,0) pour x, # O.

Comme une des dérivées partielles n’existe pas en (xy,0) pour x, # 0, f n’y est pas de classe
@l

La fonction est-elle de classe %! a l'origine ?

Si on évalue g—{((x, ¥) le long du chemin y(t) = (0, t) on Sapercoit que lorsque t — 0% cette
dérivée partielle tend vers 1 et donc pas vers %(O, 0) = 0. Ainsi la premiére dérivée partielle
n’est pas continue a l'origine. Conclusion : f n’est pas €' a I'origine.

. o . . . F) . \ .
On montrerait de méme, si on en avait besoin, que % n’est pas continue a l'origine.

flx y)={ % si (x,y) #(0,0)

0 sinon.

f est ¢! sur R?\ {(0,0)}. Le seul point problématique est l'origine.

@

Continuité en (0, 0).
On prouve la continuité a I'origine en utilisant que sin(x) = x + o(x?) et sin(y) = y + o(y?),
donc

Fleny) = XY H0Gy?) —xy +ol?y) _olxy®)+olxly) _ olx® +y*) 0= £(0.0)

x2 + y2 x2 4+ y2 X2+ y2  (x,y)-(0,0)

Donc f est continue en (0, 0).

Quelques explications : on sait que x < /x2+y2 ety < 4/x%+ y2, donc o(x) et o()y sont
aussi des o(r) avec r = v/x2+ y2. Ainsi xy? < r*/2, donc o(x y?) est a fortiori un o(x2 + y2).
De méme o(x2y) est aussi un o(x? + y?2). Enfin par définition @ — 0.

u—



(b) Dérivées partielles en dehors de l'origine.
Pour (x,y) #(0,0) :

af( ) (y2—x2)siny — y(x? + y?)cos x + 2xy sin x
L (x,y)=
ax Y (x2 + y2)2
of (y2—x%)sinx + x(x? + y?)cosy —2xysiny
5,0y = 2 2)2 :
dy (x2+y2)
(c) Dérivées partielles a 'origine.
0 0
—f(O, 0)=0 —f(o, 0)=0
dx dy

(d) La fonction est-elle de classe €' ?
On procéde comme pour la continuité :

(y2—=x%)siny — y(x2 4+ y?) cos x + 2xy sin x
= (y* = x*)(y +0(y*) = y(x* + y*)(1 + 0(x)) + 2xy (x + 0(x?))
= (y*=x*)o(y*) =y (x* + y*o(x) + 2xyo(x?)
=o(r"
Ot on a utilisé que o(x) et o()y sont aussi des o(r) avec r = y/x2 + y2.
Ainsi % tend vers %(0, 0) et donc cette dérivée partielle est continue a l'origine.

Il en est de méme pour g—’;. Conclusion : f est 6! a I'origine et donc sur R?.

3 Contre-exemples

Exercice 9 — Normes
Montrer que pour une norme N sur R?, les dérivées partielles n’existent pas en (0, 0).

Indications 9 -
Revenir a la définition de la dérivée partielle fg—fi(o, 0) a l'aide du taux d’accroissement.

Correction 9 —
Supposons un instant que N ait des dérivées partielles a l'origine, alors

. . N(h0)
3x(0’0)_i111—r>r(1) = lim ——.

h h—0 h

Voyons si cette limite existe vraiment. Par homogénéité, N(h,0) = |h| - N(1,0), donc :

N(h,0) _ |h|
h  h

+N(1,0) sih>0,

N(L.0)= {—N(l,O) sih<O0.

Mais, par positivité de la norme, N(1,0) # 0, donc w ne peut pas avoir de limite lorsque h — 0.

Ainsi la dérivée partielle de N par rapport a x en (0,0) n’existe pas.

Exercice 10 — Dérivées partielles d’'une fonction non continue
On définit la fonction

gy Fagr SENEOO
X,Y)=
0 sinon.

Montrer que aa_x flx,y)et aa—y f(x,y) existent en tout point de R? bien que f ne soit pas continue en (0, 0).

8



Indications 10 -
11 faut calculer les dérivées partielles sur R? \ {(0,0)}, les dérivées partielles en (0,0) puis montrer que f
n’est pas continue a l'origine.

Correction 10 — 1. Dérivées partielles en dehors de I'origine.

Sur R?\ {(0,0)}, f est différentiable car elle est de classe 6! en tant que somme, produit, quotient
de fonctions de classe €.

On calcule donc les dérivées partielles en (x, y) # (0,0) :
Of (eyy= L=XY Of (eryy= X=XY°
ax VT 2ty ay YT Gy
2. Dérivées partielles a 'origine.
Comme f est définie comme un cas particulier a l'origine, on calcule la dérivée partielle en (0, 0)
en revenant a la définition, via un taux d’accroissement :

FO+h0)—fO,0) _ k0 _
h T h2402 koo

Donc %(O, 0) = 0. Par symétrie, on a %(0, 0)=0.
Ainsi f admet des dérivées partielles en tout point de R2.
3. Non-continuité a l'origine.
. 0-t ¢2 1

Sur le chemin y4(t) = (t,0), f(t,0) = 37 =0, et sur y,(t) = (¢, t), f(t,t) = 57 = 5. Lorsque t —> 0

les deux limites sont différentes, donc f n’est pas continue en (0, 0).
Conclusion : on sait que pour une fonction d’'une variable f : R — R, si f est dérivable, alors f est continue.
Lexemple de cet exercice prouve que ce n’est pas le cas pour les fonctions de deux variables f : R? — R

qui admet des dérivées partielles. Pour garantir la continuité il faudrait que f soit différentiable ou bien
de classe ¢ sur R2.

Exercice 11 — Dérivées partielles sans différentiabilité
Soit f : R? > R,

2 2
[ ko
0 Si(x:y):(O,O)

Montrer que f est continue en (0, 0) et admet des dérivées partielles et méme des dérivées directionnelles
dans toutes les directions, mais n’y est pas différentiable.

Correction 11 - 1. f est continue a l'origine.
On passe en coordonnées polaires :
3| cos? 0 sin @ + cos @ sin? |

|f(rc039,rsin9)|= 5 <2r . 0.
r r—

Donc la limite de f en (0,0) vaut bien f(0,0).
2. f admet des dérivées partielles.

En dehors de l'origine f est différentiable (et méme %!) donc y admet des dérivées partielles.
Comme f est définie comme un cas particulier a l'origine, on calcule la dérivée partielle en (0, 0)
via le taux d’accroissement :

f(0+h,0)—f(0,0) 0 of _
n =13 mo, donc 8X(O,O)—O.

De méme, comme f(y,x) = f(x,y), %(O, 0)=0.

Donc les deux dérivées partielles existent.



3. f admet des dérivées directionnelles.
Si on note v = (h, k) un vecteur unitaire, alors h> + k? = 1, et

f(O+th,0+tk)—£(0,0)  t3h%k + t>hk>
t  3(h2+k2)

= h%k + hk>.

Ainsi
f(O+th,0+tk)—f(0,0)

t

D,f(0,0) = }13(1) = h%k + hk?.

On retrouve bien slir comme cas particuliers avec (h,k) = (1,0) et (h,k) = (0,1) que les deux
dérivées partielles sont nulles a I'origine.

4. f n’est pas différentiable.

Supposons par I'absurde que f soit différentiable, alors la différentielle en (0, Q) s’exprime avec les
dérivées partielles :

df(0,0)(h,k)zh-if(0,0)+k-if(0,0)zh-O+k-0=0
dx dy

Nous avons donc le candidat a étre la différentielle, c’est la fonction nulle (h, k) — £(h, k) = 0, mais
est-ce qu’elle convient ? En effet pour étre différentiable en (0,0), f doit vérifier :

£O+h,0+k)—£(0,0)—E(h, k) _

im 0.
(h,})—(0,0) (R, Kl
Notons g(h, k) ce quotient :
Rkthk® _ o 2 2
o(h k)=f(0+h,0+k)—f(0,0)—é(h,k)= ) =hk+hk
’ (A3 VR2 ¥ k2 (h2 + k2)3
Le long de y4(t) = (t,t), g(t,t) = (2223 = % Donc g ne tend vers 0 a 'origine. Conclusion : f
2t2)2

n’est pas différentiable a I'origine.
Une autre méthode : par 'absurde si f était différentiable alors pour n’importe quel vecteur v =
(h, k), on aurait

0 0
D,f(0,0)=h--—f(0,0)+ k- -—£(0,0)
dx dy
Et donc ici on aurait D, f (0,0) = 0. Prenons v = (h, k) = %(1, 1), on a vu a la question précédente

que D, f(0,0) = h®k + hk? = % # 0 ce qui fournit la contradiction.

Corrections : Arnaud Bodin. Relecture : Axel Renard.
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