Valeurs propres,
vecteurs propres

Dans ce chapitre, nous allons définir et étudier les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice.
Ce chapitre peut étre vu comme un cours minimal pour comprendre la diagonalisation ou comme une
introduction a la théorie de la réduction des endomorphismes.

Notations.
K est un corps. Dans les exemples de ce chapitre, K sera R ou C. Les matrices seront des éléments de M, (K),
c’est-a-dire des matrices carrées, de taille n x n, a coefficients dans K.

1.

Valeurs propres et vecteurs propres

1.1. Motivation

Voici deux transformations simples définies par une matrice :

1.

X 2 0)\(x 2x
h: — =
y 0 2)\y 2y
L'application h est une homothétie de R? (centrée a l'origine). Si D est une droite passant par l'origine,

alors elle est globalement invariante par cette transformation, c’est-a-dire si P € D alors h(P) € D (mais
on n’a pas h(P) = P). On retient ici que n'importe quel vecteur (§) est envoyé sur son double 2 (§ )

x 2 0)\(x 2x
k: — =
(y) (0 3) (y) (3)/)
L’application k n’est plus une homothétie. Cependant I'axe (Ox) est globalement invariant par k ; de

méme, 'axe (Oy) est globalement invariant. On retient qu'un vecteur du type (3 ) est envoyé sur son
double 2 (), alors qu'un vecteur du type (g’,) est envoyé sur son triple 3 (f, )

Pour une matrice quelconque, il s’agit de voir comment on se raméne a ces situations géométriques simples.
C’est ce qui nous amene a la notion de vecteurs propres et valeurs propres.

1.2. Définitions

Définition 1.

Soit A € M,,(K).
o A estdite de la matrice A s’il existe un vecteur non nul X € K" tel que

AX = AX.

e Le vecteur X est alors appelé de A associé a la valeur propre A.
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1.3. Exemples

Exemple 1.
Soit A € M3(R) la matrice
1 3 3
A=|-2 11 -2
8 —7 6
-1
» Vérifions que X; = | 0 | est vecteur propre de A.
1
En effet,
1 3 3 -1 2 -1
AX;=[—-2 11 -2 0 |=|0|]=-2| 0 |==-2X,.
8 —7 6 1 —2 1
Donc X; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A; = —2.
0
o Vérifions que X, =| 1 | estvecteur propre de A.
-1
On calcule AX, et on vérifie que :
AX, = 13X,

Donc X, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, = 13.
» Vérifions que A5 = 7 est valeur propre de A.

X1
Il s’agit donc de trouver un vecteur X3 = | x, | tel que AX; = 7X5.
X3
1 3 3 Xq Xq
AX3=7X3 = [ -2 11 =2||xy|=7] x2
8 —7 6 X3 X3
X1+ 3x9 +3x3 7x1
— —2X1 +11XZ—2X3 = 7)('2
8X1_7X2+6X3 7X3
_6X1 +3X2+3X3 = 0
= —2X1 +4XZ_2X3 = 0

8X1—7X2—X3 = 0

On résout ce systeme linéaire et on trouve comme ensemble de solutions : {( g) | te ]R}. Autrement dit,
1
les solutions sont engendrées par le vecteur X3 = | 1

1
On vient de calculer que AX3; = 7X;. Ainsi X5 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre

243:7.

Exemple 2.
Soit

01
A= .
()
1++/5

Le réel a = =5~ est une valeur propre de A. En effet :

()=
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Exemple 3.
Soit
cosf —sinf O
Ag=|sinf@ cos6 O
0 0 1

[l =l=]

la matrice de la rotation de I'espace d’angle 0 et d’axe (Oz). Soit X5 = ( ) Alors AgX5 = X5. Donc X5 est

un vecteur propre de Ay et la valeur propre associée est 1.

(% 1)

Le complexe j = —% +i @ =¢' % est une valeur propre de A. En effet :

()=40)

Exemple 4.
Soit

1.4. Cas d’une matrice diagonale
Le cas idéal est celui d’'une matrice diagonale. Il est en effet tres facile de lui trouver des valeurs propres et
des vecteurs propres. C’est le but de la « diagonalisation » de se ramener a ce cas!

Exemple 5 (Cas d’'une matrice diagonale).
Soit A la matrice diagonale

A, 0O - - 0
0O A, 0 - O
A=| o
o - 0 A,; O
0 -+ - 0 A,
Alors les scalaires A,..., A, sont des valeurs propres de A, admettant respectivement comme vecteurs
propres associés :
( 1 0
0 :
X, = X, =|"
0

Lo X
[
\

La preuve est immédiate. Le vecteur X; =

oo
~
@]
c-
-
]
o
—
9]
%]
—_
(9]
2]
o
]
o
=
[a R
o
=]
o=}
O~
(4]
%)
[72)
o
=]
=3
o}
c
=
(9]

NG
%]
[
o
=
—_
[¢]
=

o
]
[%2]
=3
o
=]
~.
—

vérifie en effet

A, 0 - o 0
o A O -+ 0 0 0

AXl: IR .. 1= A'l :AIXI
0 -+ 0 A,y O 0 0
o -~ ... 0 A,

Conclusion : les éléments diagonaux sont des valeurs propres de A! On verra plus loin dans ce chapitre qu’il
n'y a pas d’autres valeurs propres.
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1.5. Les vecteurs propres forment une famille libre

Théoréme 1.
Soit A€ M, (K). Soient A1, A,,..., A, des valeurs propres distinctes de A, et soit X; un vecteur propre associé¢
a A; (pour 1 <i<r). Alors les vecteurs X;,X,,...,X, sont linéairement indépendants.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur r, le nombre de valeurs propres.

« Initialisation. Pour r = 1, la famille constituée du seul vecteur {X;} est toujours une famille libre, car
X, est non nul.

» Hérédité. Supposons que X;,X,,...,X,_; soient des vecteurs propres linéairement indépendants
(ot r > 2 est fixé). Soit A, une autre valeur propre, et soit X, un vecteur propre associé. Soient
a1,0q9,...,0,._1, 0. €K tels que

a1X1+a2X2+"'+ar_1Xr_1+arXr =0. (1)
Ainsi
A(C(le + azXz +---+ ar_er_l + arXr) =0
donc
a]_AXl + azAXZ +---+ ar_lAXr_]_ + OtrAXr =0.
Comme les X; sont des vecteurs propres, alors
allle + a2A2X2 +--e 4 ar_llr_er_l + arerr =0. (2)
A partir des équations (1) et (2), on calcule I'expression (2) —A,(1) :
al()(,]_ - A’Y‘)Xl + az(kz - AT)XZ +--- 4+ ar_l(lr_l - lr)Xr—l =0 (3)
(le vecteur X, n’apparait plus dans cette identité). Comme la famille {X;,X5,...,X,_;} est une famille
libre, alors la combinaison linéaire nulle (3) implique que tous ses coefficients sont nuls :

a;(A2;—24,)=0 ay(Ay—2A,)=0 a,_1(A1—2,)=0
Mais comme les valeurs propres sont distinctes alors A; —A,. # 0 (pouri =1,...,r —1). Ainsi
Ot1=0 OLZIO s ar_1=O.
En se souvenant qu'un vecteur propre n’est pas le vecteur nul, alors 'équation (1) implique en plus
a, =0.
Bilan : on vient de prouver que la famille {X;,X5,...,X,} est une famille libre.
» Conclusion. Par le principe de récurrence, des vecteurs propres associé€s a des valeurs propres distinctes
sont linéairement indépendants.
O
Mini-exercices.
1. SoitA= (% i) Montrer que X; = (%) et X, = _53) sont des vecteurs propres de A. Quelles sont les
valeurs propres associées ? Méme question avec A = ( 23 ), X, = ( ‘/32_1 ), X, = (_ ‘/Zg_l )
) ~1-10
2. SoitA= ( 0 2 8). Montrer que A; =—2, A, = —1 et A; = 0 sont valeurs propres de A. Pour chaque
valeur propre, trouver un vecteur propre associé.

3. Quelles sont les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice identité I, ? Et de la matrice
nulle 0,,?
4. Montrer qu'une matrice A € M,(K) a au plus n valeurs propres distinctes (utiliser un résultat du
cours).
) 5-7 7 3 0 5
5. SoitA= (8 ; 02 ) Montrer que les vecteurs X; = (—% ), Xy = (%), X3 = (% ) sont vecteurs propres de
A. Montrer que {X;,X,, X3} ne forme pas une famille libre. Est-ce que cela contredit un résultat du
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cours?

2. Polynéme caractéristique

Comment trouver les valeurs propres d’'une matrice parmi tous les éléments de K ?

2.1. Caractérisation des valeurs propres

Voici le résultat fondamental pour déterminer les valeurs propres.

Proposition 1.
Soient A€ M,(K) et A € K. Alors :

A est une valeur propre de A <= det(A—AI,) =0.

Rappel : I,, est la matrice identité de taille n x n; quel que soit le vecteur X e K", I,, - X = X.

Démonstration.

IX e K"\ {0}, AX =AX

X eK"\ {0}, A—AL)X=0
Ker(A— AIL,) # {0}

A— AL, n’est pas injective

A est une valeur propre de A

A— AI, n’est pas inversible

det(A—AI) =0.

10010107

2.2. Polynéme caractéristique

Nous transformons la caractérisation précédente en un outil pratique :
Définition 2.
Soit A € M,(K). Le de A est

1A(X) =det(A—XT,).

La proposition 1 devient alors :

Avaleur proprede A <= y4(1)=0

Remarque.
o La matrice A— X1, est a coefficients dans K[X ], donc son déterminant y,(X) appartient a K[X].
» On notera aussi souvent y,(A) = det(A— AI,) comme un polynéme en A, plutét que y4(X).
e Pour tout A € K, det(AI, —A) = (—1)" y(A).

La matrice A étant de taille n x n, alors le polyndme caractéristique de A est un polyndéme de degré n. Cela
conduit aux propriétés suivantes :

Corollaire 1.
» Soit A€ M,(K). Alors A admet au plus n valeurs propres.
« Sile corps K = C, alors toute matrice A € M,(C) admet au moins une valeur propre.
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En effet, nous savons qu'un polynéme de degré n a au plus n racines. Et sur C un polynéme non constant
admet toujours au moins une racine.

Proposition 2.
Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. Autrement dit, si B = P~'AP alors

2a(X) = xp(X).

Démonstration. On écrit
B—XI, =P 'AP —X(P7I,P) =P }(A—XI,)P.
Mais on sait que le déterminant vérifie det(MN) = det(M)-det(N) pour toutes matrices M et N etdet(M ') =

1 . . .
Jeipn) Pour une matrice M inversible. Donc

15(X) = det(B—XI,,) = -det(A—X1,,) - det(P) = det(A— X1,)) = xA(X).

det(P)

2.3. Exemples

Reprenons les exemples du début de ce chapitre et traitons-les en utilisant le polynome caractéristique.

Exemple 6.
1 3 3
A=|—-2 11 -2
8 =7 6
Alors

2a(X) = det(A—X15)

1 3 3 1 00
=det|[—2 11 —2|—-X|0 1 O
8 -7 6 0 01
1-X 3 3
= -2 11-X =2
8 -7 6—-X

=—x3+18Xx%—51X —182
=—(X+2)X—7)(X —13).

Donc les valeurs propres sont :
-2, 7 et 13.

Exemple 7.

Alors

e RRE R Sy

donc les valeurs propres sont :
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Exemple 8.
0 1
A=
-1 -1
Alors :
X)= 0-x =X2+X+1=X—-j)X—=])
xXald ) = 1 1-x|7 = J J
Ol\ljZ—% +i‘/7§. Bilan :

» sur K =R, la matrice A n’a aucune valeur propre,
o sur K = C, la matrice A a deux valeurs propres : j et j.

Exemple 9.
cos —sinf
A= .
sin@ cos0
Alors :
cosO —X —sin 6 . .
X)= =x%2-2 X+1=(X—e)x—e19).
xalX) sin 0 cos@—X‘ cos(O)X +1=(X—e")X—e ")

Sur C, les valeurs propres sont e~ 1% et 19,

Exemple 10 (Cas des matrices triangulaires).
Soit A une matrice triangulaire supérieure

[all Cll2 e PECEY e aln\
0 a22 e e e a2n
A=
\0 cie e o0 annj
Alors
a]l_X a12 e e e aln
O aZZ_X . e cee azn
: '.. '.‘ : n n
1aX)=| . . RES l_[(aii —X)=(-1)" l_[(X—aii)-

: o : i=1 i=1
O e e e O ann_X

Le calcul de ce déterminant se fait d’abord en développant la premiére colonne, puis par récurrence.
Lensemble des valeurs propres est donc {q;; | 1 <i < n}. On retient :

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont exactement ses éléments diagonaux.

2.4. Coefficients du polynéme caractéristique

La somme et le produit des valeurs propres peuvent se calculer facilement a partir de la matrice.

Proposition 3.
Si une matrice A € M,,(K) admet n valeurs propres alors :

La somme des valeurs propres vaut trA.
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I Le produit des valeurs propres vaut detA.

Rappel : la de A, trA, est la somme des coefficients diagonaux de A.
Cette proposition est évidente pour une matrice diagonale. Elle se démontre aussi facilement si la matrice
est diagonalisable. Nous allons ici déduire cette proposition d’'un résultat plus général sur les coefficients du
polynome caractéristique.

Proposition 4.

Soit A € M,(K). Soit y4(X) son polynéme caractéristique. C’est un polynéme de degré n qui vérifie :

1A = (D)X + (1) H(trA)X" L + -+ + detA.

Exemple 11.
.. . a b
Voici le cas n = 2. Soit A= (c d)' On a

a—X b

1aX) = d—x

’ =(a—X)d—X)—bc=X?>—(a+d)X +ad—bc.
S~—— —
trA detA

Exemple 12.
SiAq,Ay,..., A, € K sont les valeurs propres de A, alors le polyndme caractéristique s’écrit aussi

1aX) =(E1D)"X = AKX —2Az) - (X = Ap).
En développant cette expression, on trouve
2aG0) = (Z1)" (X" = (A 4o+ 4K (21 (A - A 4y)).
En identifiant ce polynome avec 'expression de la proposition 4, on obtient la proposition 3.
Voici les grandes lignes de la preuve de la proposition 4 (on reviendra sur cette preuve dans le chapitre

suivant « Diagonalisation »).

Démonstration. Si A= (a;j)1<jj<n,On A

ap—X  ap ain
21 Ay —X Ao
1aX) = .
an1 ano Ann X

On a alors :
o Le polynéme y,(X) est de degré n.
» Les termes de degré n et n — 1 proviennent du produit

(a7 =X) -+ (apy —X) = (=1)"X" + (=1)" N (rA)X" "+

 Le terme constant, quant a lui, est donné par y,(0) = detA.

2.5. Matrice compagnon

Est-ce que n'importe quel polynéme peut étre réalisé comme polynéme caractéristique ? La réponse est oui!

Proposition 5.
Soit P(X) = X"+ ¢, 1 X"+ 4+, X +co € K[X]. Soit A€ M,(K) la du polynéme
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p:
0 0 _CO
1 .
A=]o
: . .0 :
0O -+ 0 1 —c,
Alors

1a(X) = (=1)"P(X).

Démonstration. La preuve est par récurrence sur n > 1.

Initialisation. Si n = 1 alors la matrice compagnon est la matrice A = (—c;), de taille 1 x 1. Ainsi det(A—
XI,) = det(—cy —X) = —X — ¢y = —P(X).

Hérédité. Fixons n > 2 et supposons la formule vraie pour des matrices compagnons de taille (n—1) x (n—1).
Alors :

X)) = det(A—XI,)
X 0 -~ 0 —co
1 ) .
= o . . 0 : on développe par rapport a la premiere ligne :
—X
0 0 1 —X—cpy
X 0 0 —; 1 X 0 0
1 : 0
= X |o . . 0 : +(=D" |} . . o0
: . . X : : . . =X
0 - 0 1 —X-—c, o .-+ -~ 0 1
polyndme caractéristique associé 4 une =1

matrice compagnon de taille (n—1) x (n—1)
= (O HE ™ 0 X2+ 4+¢))+(=1)% x 1 par hypothése de récurrence
= (—1D)"X"+cp X 4+ X 4 ¢p)
= (—D"PX)

Conclusion. Par le principe de récurrence, la proposition est vérifiée pour tout n > 1.

Exemple 13.
Soit A la matrice :

0 0 1
1 0

A=lo . . 1 1| eEM(O)
P 0
0 - 0 10

Alors y4(X) = (—1)"(X™ —1). Les valeurs propres de A sont donc les racines n-iemes de I'unité.
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Mini-exercices.

1. Calculer le polynéme caractéristique des matrices suivantes, et en déduire leurs valeurs propres :

23 537 7300
A=(74):B=(§ 52 )’CZ( 0 0 —12)-
0 0 52
2. Calculer, a la main, les coefficients du polynéme caractéristique d’une matrice A de taille 3 x 3 :
ap dyp dig
A= (‘121 gy A3 )
as; dsp dss
3. Trouver plusieurs matrices de taille 2 x 2 dont la somme des valeurs propres fait 6 et le produit des
valeurs propres fait 2.

4. Trouver une matrice, ni diagonale ni triangulaire, dont le polynome caractéristique est (X —1)%(X?2 +
X + 1). Trouver une matrice, ni diagonale ni triangulaire, dont ’ensemble des valeurs propres est
{03 1’ _1, i, - 1}

3. Diagonaliser a la main

Nous avons vu qu'une matrice A et une matrice semblable P~'AP ont le méme polyndme caractéristique,
donc les mémes valeurs propres. Nous allons voir un critére simple (mais pas le plus général) pour obtenir
une matrice P~'AP qui est diagonale, les coefficients diagonaux étant les valeurs propres de A.

3.1. Matrice diagonalisable

Définition 3.
Soit A € M,,(K). On dit que A est sur K s’il existe une matrice P € M, (K) inversible telle
que P~'AP soit une matrice diagonale.

Il y a beaucoup d’intérét a se ramener a une matrice diagonale. Voici juste une application.

Exemple 14.
Soient
1 2 1 1 iz
A= P= ] Pl=(7 |
3 4 —3 3 77
Alors

_ -5 0 (-5 o0
_ 1 _ k _
D=P AP—(O 2) donc D _( 0 zk).

La matrice D étant diagonale, la matrice A est diagonalisable. Calculons maintenant AX.
Comme D = P~'AP alors A= PDP~!, donc

A= (Ppp~Hk=(ppP~')(PDPY).--(PDP') = PDFPL.
k oca:r'rences

x 2k —% x (—S)k)

x 2k 4 g x (—=5)k

D’ou ] ;
Ak=(7 x 2K+ 2 x (=5)

k
%xzk—%x(—S)

NI—NIN

3.2. Un critere pour diagonaliser

Comment trouver cette matrice P qui permet de diagonaliser ?
Nous allons donner une méthode sous ’hypothése que la matrice admette n valeurs propres distinctes. Nous
verrons des criteres plus puissants dans les chapitres suivants.
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Proposition 6.

Soit A € M,,(K) une matrice. Supposons que A admette n valeurs propres distinctes A4, ..., A, € K. Soient
Xq,...,X, des vecteurs propres associés. Alors :
o La matrice A est diagonalisable.

» Sion note P la matrice dont les vecteurs colonnes sont les (X4,...,X,), alors D = P~ YAP est la matrice
diagonale formée des valeurs propres de A.

Démonstration.

e Par le théoréme 1, la famille (X,...,X,,) est une famille libre, car les valeurs propres sont distinctes.
Comme cette famille posséde n éléments, c’est une base de K".
« La matrice P est inversible car ses vecteurs colonnes forment une base de K". On pose D = P"1AP.

0
« Notons (Y7,...,Y,) la base canonique de K" : Y; = 1 (ot le 1 est en position i). On remarque que la

multiplication MY; renvoie la i-eme colonne de la matrice M. En particulier, PY; = X; et donc Y; = P71X,.
Calculons DY; pour chaque 1 <i<n:

DY; = (P'AP)Y; = (PT'A)PY;
= (P'A)X; = P71 (AX))
=P '(AX;) = A,PIX;
=AY

Nous avons utilisé le fait que X; est un vecteur propre associé a la valeur propre A;. Ainsi on vient de
LY . . O
prouver que la i-éme colonne de D, qui est DY}, est aussi A;Y; = | 4
0

La matrice D est donc bien la matrice diagonale dont les coefficients sont les A; :

0 A
p=| " "
SN
0 0 A,
0
3.3. Méthode pour diagonaliser
Soit A € M,(K) une matrice carrée n x n. Pour essayer de la diagonaliser :
1. On calcule d’abord son polynéme caractéristique y,(X).
2. On cherche les racines de y,(X) : ce sont les valeurs propres de A.
On suppose ici que Uon a trouvé n valeurs propres distinctes : Aq,...,A,.
3. Pour chaque valeur propre A; de A, on cherche un vecteur propre X;.
4. Soit P la matrice dont les vecteurs colonnes sont les (X;,...,X,). Alors D = P7!AP est la matrice
diagonale :
A, O - 0
0 A
p=| 7?
0
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3.4. Exemples

Exemple 15.
Diagonalisons la matrice

—2
A= 4 .
1 1
1. Pour cela, on détermine ses valeurs propres :

4—21 =2

—(4_ _ — 22 _ — (2 — —
| FEeNa-D 2= -5+ 6= (A-2)(A-3).

det(A—AI) =

2. Ainsi, la matrice A admet deux valeurs propres distinctes, qui sont A; = 2 et A, = 3. Par la proposition 6,
elle est diagonalisable.

3. Déterminons une base de vecteurs propres. Tout d’abord pour A; =2 :

(2)6)-() ==

d’oti le vecteur propre X; = (}) associé a la valeur propre A; = 2. Pour la valeur propre A, =3 :

| G 6)-6) = xmm

d’oti le vecteur propre X, = (1) associé a la valeur propre A, = 3.

2 0
D= .
0 3
Plus précisément D = P~'AP, ot1

o (12} . pa_[-1 2
“\1 1) ¢ “\1 1)

4. Dans la base (X;,X,), la matrice s’écrit

Exemple 16.
Soit
1 0 O
A=[5 —4 0
6 —6 2

Démontrons que A est diagonalisable et trouvons une matrice P telle que P™'AP soit diagonale.

1. Commencons par calculer le polynome caractéristique de A :
1-X 0 0
1aX)=] 5 —4—-X 0 |=—XX-1DX+4)X—-2)
6 -6 2-X
2. Les racines du polynéme caractéristique, et donc les valeurs propres de A, sont les réels A; =1, A, = —4
et A3 = 2. Il y a trois valeurs propres distinctes, et donc par la proposition 6, la matrice est diagonalisable.

3. Déterminons des vecteurs propres associés. Par exemple, pour Ay =—4 :

1 0 O X —4x 5x = 0
S 4 0)|lyl|=|-4y| << 5 = 0 < {
6 —6 2 b4 —4z 6x—6y+6z = 0

X =
y = z

. 0 . 0 N
L'ensemble des solutions est donc {( g) |t e R}. D’ou le vecteur propre X, = (%) associé a la valeur
propre A, = —4.
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De méme, on trouve X; (associé a A; = 1) et X5 (associé a A3 =2) :

1 0 0
X1= 1 X2= 1 X3= O
0 1 1

4. La base (X;,X,,X3) diagonalise la matrice A, c’est-a-dire D = P~'AP avec

1 0 O 100 1 0 0
D=|0 —4 0 et P=|11 0] P'=[-1 1
0 0 2 01 1 1 -1 1

Mini-exercices.

—450
1. SoitA= ( _07 % g) Calculer les valeurs propres de A. Trouver un vecteur propre pour chaque valeur

propre. Trouver une matrice P telle que D = P~'AP soit une matrice diagonale. Calculer P, Calculer
DX (k € N). En déduire Ak.
1-20 0
2. Méme exercice avec A= (_01 59 _03).
0 0-31
3. Dans le cas d’'une matrice A € M,(K) ayant n valeurs propres distinctes, donner une nouvelle preuve
des assertions : « La somme des valeurs propres vaut trA. » et « Le produit des valeurs propres vaut
detA. »

4. Soit T une matrice triangulaire, non diagonale, dont les coefficients sur la diagonale sont tous 1.
Montrer qu’elle n’est pas diagonalisable. Indications : (a) Quelles sont les valeurs propres de T ? (b)
Si T était diagonalisable en une matrice D, que vaudrait D ? (c) A quoi pourrait étre semblable cette
matrice D ?

Auteurs du chapitre

D’apres un cours de Sandra Delaunay et un cours d’Alexis Tchoudjem.
Revu et augmenté par Arnaud Bodin.

Relu par Stéphanie Bodin et Vianney Combet.
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