Matrice jacobienne

Pour une fonction de plusieurs variables, il n’y a pas une dérivée mais plusieurs : une pour chaque variable.
Si en plus la fonction est a valeurs vectorielles alors, pour chaque composante et pour chaque variable, il y
a une dérivée. Toute ces dérivées sont regroupées dans la matrice jacobienne.

1. Matrice jacobienne

1.1. Fonctions vectorielles

Une fonction est dite lorsque I'espace d’arrivée n’est pas R mais R”, avecp > 2 :
F: R" — RP
X =(X1,...,X,) +— (fl(x), ...,fp(x))
Chaque composante f;, pour j = 1,..., p, estune fonction de plusieurs variables a valeurs réelles : f; : R" — R.
On note x — F(x) ou bien encore (x1,...,x,) — F(x1,...,Xp)-

On a déja rencontré des fonctions a valeurs vectorielles. Quelques exemples :
e De R dans R?: F(t) = (t%,t).
e De R? dans R? : F(x,y) = (e* cosy,e*siny).
o De R? dans R3: F(x,y) = (x2,y3,x%2 + y2).
e DeR"dans R" : F(x) = m ou x = (xy,...,x,) #0.
Un exemple important est le cas d'une application linéaire.
o Par exemple, L(x,y,z) = (2x + 3y —z,5y — 72) est une application linéaire L : R®> — R2. Elle s’exprime

aussi : L(x,y,z) =AX (3(') avec A= (2 3 _1).
z 05 -7
 Plus généralement, pour une application linéaire L : R™ — RP?, il existe une matrice A avec p lignes et n
colonnes telle que

X1
L(xq,...,x5) =AX
xn
1.2. Matrice jacobienne
Soit F : R" — RP une fonction, dont les composantes sont F = (fi,..., f,). Soit x € R". On suppose que les
of:
dérivées partielles a—f existenten x (pourtousi=1,...,netj=1,...,p).

I Définition 1.
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La de F en x =(xq,...,x,) € R" est
ity iy
le
Jp(x) = :
5,
f”() af"(x)
xn

C’est une matrice a p lignes et n colonnes. La premiére ligne correspond aux dérivées partielles de f;, la
seconde ligne aux dérivées partielles de f5, etc.

Voici ce que cela donne pour F : R?2 — R? avec F = (fy, f»), en (x,y) € R? :

fl(x ) fl(x )

T y) = 3fz fz

(x y) (x y)

Exemple 1.
Soit F : R? — R? définie par F(x,y) = (x? + y2,e™¥). Au point (x, y),on a :

2fi 6
() e 2x 2y
Jp(x,y)= (9fz( ) af2 (X y)) (ex—y _ex—y) .

Par exemple, au point (xg, yo) = (2, 1), la matrice Jacoblenne est

4 2
Jp(2,1) = ( ) .
e —e
Exemple 2.

Les coordonnées polaires d’un point du plan définissent 'application F : R, x [0,2n[— R2, F(r,0) =
(rcos®@,rsin®). Alors

cos —rsinf
sin@ rcos6 ) '

Jp(r,0) = (

Voyons une autre situation, ot F : R® — R? avec F = (fi, f»), en (x, y,2) € R® :

f1 9hi f1

y(x »Y,%)
Ir(xy,2) = afz f2 fz

5y G0 Y:%) 5y G0 Y:%)

5y (6 :%) (x ¥,2) (%, y,2)

Exemple 3.
Pour F(x, y,z) = (e*Y,zsinx), on a

yer  xe® 0
JF(nyJZ):( . .

ZCOS X 0 sin x

Exemple 4.
Soit F : R — R? une fonction d’une seule variable, mais a valeurs vectorielles, définie par F(x) =

(), --,fp(x)). Alors
f1(x)
Jp(x) = :
£
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1.3. Opérateurs différentiels classiques

Gradient
Pour une fonction a valeurs scalaires f : R"™ — R dont les dérivées partielles existent, le vecteur
est :
axl( x)
grad f (x) =
j—g(x)

C’est un vecteur colonne qui est la transposée de la matrice jacobienne (qui elle est ici un vecteur ligne) :
grad f(x) = Jf(x)T.
On reviendra en détail sur le gradient dans le chapitre « Gradient — Théoreme des accroissements finis ».
2L
Les physiciens notent le gradient Vf (x) = : ol V (qui se lit « nabla ») correspond a I'opérateur

a
)

Ixy

Ix,

Divergence
Pour une fonction F : R" — R" (n = p) de composantes fi,..., f,, dont toutes les dérivées partielles existent,
on définit sa par

divF(x) =trJp(x) =) | of L(x)

= 9%

ou trJy(x) est la trace de la matrice jacobienne.

Attention ! Ne pas confondre les notions de gradient et de divergence : grad F(x) est un vecteur alors que
div F(x) est un nombre réel !

Les physiciens notent la divergence divF(x) = V- F(x), ol u- v est le produit scalaire canonique des vecteurs

u et v sur R", ce qui fait que
3

FER f1(x)
divF(x)=V -F(x)=| : |- :
=) \fal0)
Exemple 5.
Soit F : R® — R® définie par F(x, y,z) = (x2y,sin(yz),e**). Alors
divF(x,y,2z) = fl (x y,2)+ —= fz (x y,2)+ = f3 (x v,2) =2xy +zcos(yz)+xye*”

Rotationnel en dimension 2
Pour une fonction F : R? — R? de composantes f;, f, dont toutes les dérivées partielles existent, on définit

le de F par

9fs

rot F(x, y)—— ,y)— oh

(X)

Le rotationnel est ici un nombre réel.
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Exemple 6.
Soit F(x,y) = (%,ylnx) définie sur ]0, +oo[ xR. Alors

a(ylnx)_a(%):y 1

rotF(x,y)= Tx 3y it

Rotationnel en dimension 3
Pour une fonction F : R®> — R® de composantes f;, f,, f3 dont toutes les dérivées partielles existent, on
définit le de F par

% X,)’,Z)_%(X,y,z)

Jy 0z

0 0
rotF(x,y,z) = a—];l(x,y,z) — a—f:’(x,y,z)

0 )

2y, 3,8~ P (x,y,2)

dx y

Le rotationnel est donc ici un vecteur. Pour se souvenir de la formule, les physiciens écrivent rot F(x, y, %) =

V AF(x,y,z), ol u A v désigne le produit vectoriel entre les vecteurs u et v :
3

x f1(x,y,2)
rotF(x,y,2)=V AF(x,y,z)= ai A falx,y,2)
2) Aty
Exemple 7.
Soit F : R® — R® définie par F(x, y,z) = (x3, yz2, xyz). Alors
xz—2yz
rotF(x,y,z) = —yz
0

1.4. Différentielle

Le pendant théorique de la matrice jacobienne est la différentielle associée a F : R" — R? en un point x.
Cette section est plus théorique : pour une premiére lecture, on peut juste retenir que la différentielle
dF(x) est une application linéaire dont la matrice (dans la base canonique) est la matrice jacobienne Jp(x).
Autrement dit :

dF(x)(h) =Jr(x) xh

ol x € R" et h € R", alors que le résultat dF(x)(h) est un élément de RP.

Voici les explications de ces notions en détail. Les notions de limite et de continuité pour F : R" — R? sont
similaires a celles des fonctions f : R"™ — R : on remplace dans I'espace d’arrivée la valeur absolue de R par
une norme sur RP.

Nous allons voir ce qu’il en est pour la différentielle d’'une fonction a valeurs vectorielles. Soit F : R" — R?
dont les composantes sont F = (fy, ..., f,) avec chaque f; : R" - R.

Définition 2.

o F:R" > RP est en x € R" si chacune des composantes f; : R" >R (j =1,...,p) est
différentiable en x. On note df;(x) : R" — R la différentielle de f; en x.
e La d’une application vectorielle différentiable F : R" — RP en x € R" est 'application

linéaire dF(x) : R" — R? définie par

dF(x) = (df1(x),...,df,(x)).
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Attention ! La différentielle dF(x) de F en x € R" est une application linéaire, donc c’est bien une fonction
(et pas un vecteur). I’évaluation de cette fonction donne une expression avec des vecteurs :

VheR"  dF(x)(h) = (dfi(x)(R),...,df,(x)(h)).

Proposition 1.
Soit F : R" — RP différentiable en x € R". Alors

dF(x)(h) = Jp(x) x h

ott Jp(x) est la matrice jacobienne de F en x, quel que soit h € R™.

Autrement dit, trouver la différentielle en x revient a calculer la matrice jacobienne en x. Cette proposition

découle de I'expression de chaque différentielle df;(x) a 'aide des dérivées partielles 2—2 (i=1,...,n).

Exemple 8.

Soit F : R? — R? définie par F(x,y) = (ye*, x> — y).

Calculons dF(x, y)(h, k) quels que soient (x, y), (h, k) € R?.
» La matrice jacobienne de F est :

Je(x,y) = (za_%(x’y) Za_?(x’y)) = (nyexz exz)

Ley) Lxy) ax -1

e En (x,y) et pour (h, k) € R?, on a donc :

h h+k)e~’
dF(x,y)(h,k) =Jp(x,y) x (k) = ((ZXZth-i-_ k)e )

 Par exemple, au point (xg, ¥g) = (1,1), on a dF(1,1)(h, k) = ((Zh +k)e,2h — k).

Remarque.
« SiF ades composantes de classe €' (cC’est-a-dire toutes les dérivées partielles existent et sont continues),
alors elles sont différentiables et F est également différentiable.
e Si F est différentiable en x, alors F est continue en x.
« Si L : R" — RP est une application linéaire alors, en tout point, sa différentielle est 'application
elle-méme : autrement dit, dL(x) = L, pour tout x € R".

Remarque.
Il existe une autre définition équivalente des deux notions rencontrées.
e F:R" > RP est en x € R" ¢'il existe une application linéaire L : R" — RP telle que :
F(x+h)—F(x)—L(h)
m =0.
IInll—0 IRl
e Dans ce cas, L est la de F en x et on la note dF(x).

Mini-exercices.

1. Soient F,G : R" — RP. Soient x,y € R", A € R. Justifier que les égalités suivantes sont vraies :
Jpra(x) = Jp(x) + Jg(x); Jp(x) = AJp(x). Trouver un exemple ot Jp(x + y) n’est pas égal a
Jp(x) +Jp(y).

2. Calculer en tout point la matrice jacobienne de 'application F définie par F(x, y) = (x2+y2,e*Y, x+y).
Méme question avec F(x, y,z) = (x¥**,z arctan(y)).

3. Calculer la divergence et le rotationnel de F définie par F(x,y) = (y sh(x), ch(x/y)). On rappelle que

eX+e ™ eX—e™*

chx = =5— et shx = =—. Méme question avec F(x,y,z) = (x + yz,sin(y)sin(z), v x + 2).

4. A quelle condition sur la matrice jacobienne J(x) la différentielle dF(x) est-elle bijective ?

ey

x;x) en tout point (x, y) € R*x]1,+00[.

5. Exprimer la différentielle de F(x, y) = (% In(y —1),
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2. Matrice jacobienne d’une composée

Les dérivées partielles d'une composée de fonctions sont compliquées a obtenir. C’est 'objet de cette section.

2.1. Formule

Rappelons tout d’abord la formule de dérivée d’'une composée pour les fonctions de R dans R.

Proposition 2.
Soient f, g : R — R des fonctions dérivables. Alors g o f est dérivable et

(gofY()=g'(f () x f'(x)

gof
m
R > R > R
x| > f(x)

} > g(y)

Remarque.
Il peut étre intéressant de nommer x la variable de la fonction f et y la variable de la fonction g. La formule
peut alors aussi s’écrire :

dgof) \_dg o\
S = U x G

En notant y = f(x), alors on peut considérer g comme une fonction de la variable y, mais aussi (par

af
dx

composée) de la variable x. On peut alors écrire comme les physiciens :

dg _dg dy

dx dy dx’
C’est une formule que 'on mémorise facilement en disant que I'on simplifie la fraction en éliminant les dy
au numérateur et au dénominateur.

Passons maintenant au cas de F : R" — RP et G : R? — RY. La composée est alors Go F : R" — R, et est
bien stir définie par (G o F)(x) = G(F(x)).

GoF
K—\GA
R" > RP > RY

x| > F(x)

Théoreme 1.
Si F et G sont différentiables alors G o F est différentiable et les matrices jacobiennes sont reliées par la
formule suivante :

Jgor(x) = JG(F(X)) x Jp(x)

Ici, « x » est le produit des deux matrices jacobiennes.
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On rappelle en particulier que si les composantes de F et G sont de classe 4! (i.e. les dérivées partielles
existent et sont continues) alors les fonctions sont différentiables et la formule est valable. Et en plus Go F
est de classe 6.

Attention! Noter que Jp(x) et J;.p(x) sont des matrices jacobiennes calculées en x mais que, dans la
formule, J;; (F (x)) est la matrice jacobienne de G en F(x) (et pas en x, ce qui pourrait méme ne pas avoir
de sens). C’est une source fréquente d’erreurs !

Exemple 9.
Soient F : R2 = R?, F(x,y) = (x + y,e* ) et G : R2 = R3, G(x,y) = (xy, ysinx, x?). Les matrices
jacobiennes de F et de G sont :

1 1 yooor
Jp(x,y)= 0e2X-Y g2y Jo(x,y)=| ycosx sinx
2x 0

Attention, nous avons besoin de J;(F(x, y)). Donc, dans J;(x, y), on remplace x par la premiére composante
de F (cC’est x + y) et y par la seconde composante de F (c’est e2*™Y). Ainsi,

e2x x+y
Jo(F(x,y))= e?* Y cos(x +y) sin(x+y)
2(x+y) 0

Pour obtenir la matrice jacobienne de la composée G o F : R? — R?, on applique la formule donnée par le
produit de matrices :

Jeor(x,y) =JG(F(X:}’)) x Jp(x,y)

On trouve
(14+2x +2y)e?* (1—x—y)e?Y
Jgop(x,¥) = (cos(x +y)+2sin(x + y))ezx—y (cos(x + y)—sin(x + y))er—y
2x +2y 2x +2y

Voici la version du théoréme en termes de différentielles.

Théoreme 2.
Si F : R™ — RP est différentiable en x, et si G : RP — RY est différentiable en F(x), alors Go F : R" — R4
est différentiable en x et on a :

d(GoF)(x)=dG(F(x))odF(x).

Autrement dit, Papplication linéaire d(G o F)(x) est la composée de I'application linéaire dG(F(x)) avec
l'application linéaire dF(x).

2.2. Applications

Nous allons appliquer la formule de la matrice jacobienne d'une composée pour calculer des dérivées
partielles. Le plus compliqué est d’identifier quelles sont les fonctions a composer et de s’adapter aux noms
des variables qui peuvent changer selon les situations.

Les deux seules choses a retenir, c’est d’abord la formule J;,z(x) = Jg (F (x)) x Jp(x), et ensuite comment
I'appliquer. 1l est donc inutile d’apprendre les formules qui suivent.

CasF:R—>R% G:R? >R
Proposition 3.
Soit F: R — R? t — F(t) = (x(t), y(t)) une fonction, avec t — x(t) et t — y(t) dérivables, et soit
G:R?> >R, (x,y)— G(x,y)une fonction différentiable. Alors h = GoF : R = R, t — h(t) = G(x(t), y(t))
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est dérivable et

(0 = G2 (x(0,(0) - X0+ 52 (x(0, y(0))- Y 0

C’est une application directe de la formule J;,(t) = J(F(t)) x Jr(t), avec :

_dh ., _(a6G G _ ?j_);(t))z(xl(t))
WO)=TO=H0  Jelen)=(F@y) $xy) 5 (%(t) )

Exemple 10.
Soit G(x,y) = cos(y)e*. Calculer la dérivée de la fonction h : t — G(t2,sint).

Solution.

Une premiere méthode serait d’écrire h(t) = cos(sin t)et2 puis de dériver h...

Mais utilisons ici la formule J,(t) = J5(F(t)) x Jg(t), ot on définit F(t) = (t2,sint), de sorte que h = GoF.
Sachant que :

. . 2t
BO=RE)  Jo(x,y)=(cos(y)e® —sin(y)er)  Jp(6)= (COS t),
on calcule J;(F(t)) et on obtient
R'(t) = 2t( cos(sin t)etz) + cos(t)( — sin(sin t)etz) = (2t cos(sin t) — cos(t) sin(sin t))et2
Exemple 11.
Soit G : R? — R une fonction différentiable. Soit h : R — R telle que h(t) = G(2t,1 + t2). Exprimer la
dérivée de h en fonction des dérivées partielles de G.

Solution.
On pose F : R — R? définie par F(t) = (2t, 1+ t2), de sorte que h = G o F. Nous avons donc

WO=K©) T,y = (50 FExy) JF(t):(zzt)'

Ainsi :
B (6) = Jy(6) = J(F (D) x Jp(£) = ZZ—G(Zt, 1462+ ZtZ—G(Zt, 14162,
X Y

CasF:R—-R", G:R"—>R.
Plus généralement, on a le résultat suivant.
Proposition 4.

Soit F : R — R" une fonction dont chacune des composantes est dérivable, et soit G : R" — R différentiable.
Alors h : R — R définie par h(t) = G(F(t)) est dérivable et :

' (¢) = (grad G(F(t)) | F'(t)).

CasF:R>—>R% G:R>>R
Proposition 5.
Soient F : R2 — R?, (x,y) — (fl(x, ¥), folx, y)), G :R? > R, (u,v) — G(u,Vv) des fonctions différentiables.
La fonction H=Go F : R> > R, (x, y) — G(F(x y)) est différentiable et :

)
ey = Lo+ S ) Ly
) = SR + SX(FG ,y))afz(x »
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C’est encore une fois la formule Jy(x,y) =Js(F(x,y)) x Jp(x,y), avec :

T, ) =(20y) Bxy)  Jew)=(8wy) )
et af of
=) H07)

Exemple 12.
Calculer les dérivées partielles de la fonction (x,y) — G(x —y,x +y) ot G : R> — R est une fonction
différentiable.

Solution.
On pose F(x,y)=(x—y,x+y), on note (u,v) les variables de la fonction G et H(x,y)=(Go F)(x,y) =
G(x—y,x+Yy).
On a donc :
1 —1
ey =(Fey) Fen) e =(5wy) Fwy) JF(x,y)=(1 1)
Donc : P 5 5
H G G
—y) = ——(—yx+y)+—(x—y,x+y)
dx du av
OH G G
—0,y) = ——x-y,x+y)+—(x—y,x+y)
dy du av

Un autre exemple.

Exemple 13.

Prenons F : R? — R3 et G : R® — R deux fonctions définies par
F(x,y)=(x+y*y—3x%2x>=3y) et G(x,y,2)=2xy—3(x +2).

Calculer les dérivées partielles de la fonction H =G oF.

Solution.
» Tout d’abord, on note que H est une fonction de deux variables a valeurs réelles, c’est-a-dire H : R> — R.
Pour calculer & a ~ et a 3> il suffit de calculer la matrice jacobienne de H.
o La formule de la matrice jacobienne d’'une composée s’écrit :

JH(X:}’) :JG(F(X,)’)) XJF(X7.y)-

e Ona
1 4y3
Ju(x,y)= (g—f(x,y) g—l;(x,y)) Jo(x,y,2)= (2y—3 2x —3) Jp(x,y)=|—6x 1
4x =3

e On en déduit que
Jo(FOx,y) =(2(y —3x?)—3 2(x+y* -3).
o On obtient aH (x,y) comme la premiére composante de Jy(x,y) :

E(x,y): 1-(2(y —3x%)—3)—6x-(2(x + y")) +4x - (—3) =—12xy* —18x*+2y —12x —3
« Avous de faire le calcul de g—H

Mini-exercices.
1. Calculer de deux fagons différentes la dérivée de la fonction t — G(sint,e"), ou G(x,y) = <. Méme

question avec t — G(t +1,t2, 1) et G(x,y,2) = x% + [/Vz.

X
y

2. Exprimer les dérivées partielles de (x, y) — G(x? — y3,In(x) — y) en fonction des dérivées partielles
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de G : R? - R. Méme question avec (x,y,z) — G(x + y%,2y —z,xz) et G : R® > R.

3. Soit G : R? — R? définie par G(x,y) = (%, In(x + y)). Calculer la matrice jacobienne de la fonction
définie par (x,y)— G(ax + by,cx +dy), oua,b,c,d € R sont des constantes.

Auteurs du chapitre
Arnaud Bodin. D’apres des cours de Abdellah Hanani (Lille), Goulwen Fichou et Stéphane Leborgne (Rennes),
Laurent Pujo-Menjouet (Lyon). Relu par Anne Bauval, Vianney Combet et Barbara Tumpach.
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