Calcul différentiel

Pour une fonction de plusieurs variables, il y a une dérivée pour chacune des variables, qu’on appelle
dérivée partielle. I'ensemble des dérivées partielles permet de reconstituer une approximation linéaire de la
fonction : C’est la différentielle.

1. Dérivées partielles

Rappelons la notion de dérivée. Soit f : R — R une fonction d’une seule variable. La de f en x5 €R,
si elle existe, est :
f(xo+h)—f(x0)

h .

/ — 1
f(x0) hli%
Exemple 1.
La fonction f : R — R définie par f(x) = x? est dérivable, de dérivée f’(x,) = 2x,. En effet, lorsque h tend

vers O,on a:

(xg +h)? —x?
¥=2x0+h —  2Xg.

h h—0
1.1. Définition
Définition 1.
Soit f : U C R" —» R, ou U est un ouvert de R". On dit que f admet une par rapport a
la variable x; au point xy = (a;,...,qa,) € R" si la fonction d’'une variable
xi — f(ab LR ai—lzxi’ ai+l: ) an)

est dérivable au point a;. Dit autrement, on définit la dérivée partielle de f par rapport a x; au point
xo = (ay,...,a,) par

lim f(ali' - ai—1,4; +h)ai+1>'-‘;an)_f(a1:' . -:an)
h—0 h
si cette limite existe.

Notation. Cette limite se note

of
a—xi(xo)-

C’est la dérivée partielle de f par rapport a x; au point x,. Le symbole « d » se lit « d rond ». Une autre
notation est d,, f (xo) ou bien f;_ (x0)-
Il y a donc n dérivées partielles au point x, :

Dy Y o1
axl 0 aXZ 0 Jdx

(xo)

n
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Dans le cas d’une fonction de deux variables (x,y) — f(x,y),ona :

f(Xo,y0+k)—f(X0,yo)
k

f(X0+h,y())_f(x(),y0) ﬂ
h dy

af
Jdx

(x0, Y0) = }111_{1(1) (X0, Y0) = 1113(1)

Remarque.
Pour une fonction d’'une variable f : R — R, on distingue le nombre dérivé f’(x,) et la fonction dérivée f’
définie par x — f’(x). Il en est de méme avec les dérivées partielles. Pour f : R> > R :

of

(x0,Y0) et —f(xo, ¥o) sont des nombres réels.

dx y
of of . .
o — et — sont des fonctions de deux variables, par exemple :
dox dy
8_f : R — R
dx

) — Ly

1.2. Exemples

Meéthode. Pour calculer une dérivée partielle par rapport a une variable, on n’utilise que rarement la définition
avec les limites, car il suffit de dériver par rapport a cette variable en considérant les autres variables comme
des constantes.

Exemple 2.
Calculer les dérivées partielles premiéres de la fonction f : R? — R définie par

fx,y)=x2%e>.

Solution.
] . e . \ 1
Pour calculer %, qui est la dérivée partielle de f par rapport a x, on considére que y est une constante et
on dérive x2e3’ comme si ¢’était une fonction de x :
of
dx
(s . 3 s s g
Pour l'autre dérivée partielle %, on considére que x est une constante et on dérive x2e3Y comme si c’était

(x,y) =2xe%.

une fonction de y :

of

—(x,y) =3x2%e%¥,
dy
Exemple 3.
Pour f : R — R définie par f(x,y,z) =cos(x + y?)e™®,ona:
%, 0 5}
—f(x,y,Z) = —sin(x + y*)e ™ —f(x,y,Z) = —2ysin(x + y*)e™* —f(x,y,Z) = —cos(x +y*)e™
ox y 0z
Exemple 4.
Soit f : R" — R définie par f(x1,...,X,) =x%+x§+~--+x%. Alors, pouri=1,...,n,0na
%,
—f(xl,...,xn) = 2X;.
axi

Une fonction peut avoir des dérivées partielles sans étre continue ! Nous allons le voir sur 'exemple suivant.
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Exemple 5.
La fonction f : R?> — R suivante admet des dérivées partielles en tout point mais n’est pas continue en
(0,0):

si(x,y) #(0,0)

Xy
flx,y)= { x%+y?
0 en (0,0)

1. Non continuité a ’origine.
Le long du chemin y(t) = (t,t), pour t # 0, on a f(y(t)) t—z = 2 qui ne tend pas vers f(0,0) =
Donc f n’est pas continue en (0, 0).

2. Dérivées partielles en dehors de l’origine.

On se place en un point (x, ¥o) 7 (0,0). Dans un voisinage de ce point, f est définie par f (x,y) = - +yy2.

La fonction x — f(x, y,) est donc continue et dérivable au voisinage de x,. La dérivée partielle s’obtient
en dérivant la fonction d’une variable x — f(x, y,). Ainsi, on a

of Yo —XgYo
5= (x0,¥0) = T2, g
9x (x2+y2)
De méme, en dérivant la fonction y — f(xg,y), on trouve
8f Xo —Xo¥s
(XO, yO) = ( 2 2)2 .

3. Dérivées partielles a l’origine.
Comme la fonction f est définie en (0,0) par une formule spéciale, il faut revenir a la définition de ce
que sont les dérivées partielles a 'aide des limites.

Pour calculer %(0, 0), on calcule en (xg, yo) = (0,0) :
f(0+h,0)—f(0,0) 0

h “n %m0
Donc af(O 0)=0.
De méme :
f(0,0+k)—f(0,0) 0
k k k—0

Donc af (0,0)=

Conclusion : quel que soit le point (xy, yo) € R?, les dérivées partielles 2—{C(x0, Yo) et S—{,(xo, Yo) existent.

1.3. Dérivée directionnelle

Il est possible de généraliser la notion de dérivée partielle.

Définition 2.

Soit f : R"™ — R. Soit v € R" un vecteur non nul. La de f en xy, € R" suivant le
vecteur v est définie, si elle existe, par
f(xo + tV) f(xo)
vf (XO)

Pour une fonction f : R? — R, la dérivée directionnelle au point (x,, y,) suivant le vecteur v = (h, k) est

donc donnée par
f(xO + thaJ’O + tk)—f(xo,}’O)
" .

D, f(x0,¥0) = }l_f}(l)



CALCUL DIFFERENTIEL 1. DERIVEES PARTIELLES 4

Exemple 6.
Soit f la fonction définie sur R? par
2+yd
fOon) =50 sy #£0,0) et £(0,0)=0.
xZ+y

Etudier 'existence de la dérivée directionnelle de f suivant un vecteur non nul au point (0, 0).

Solution.
Pour tout vecteur v = (h, k) nonnul, on a :

(th)3+(tk)®* 0 3 3
lim f(O+th,0+tk)—f(0,0) — lim (th2+(tk)2 _h+k

£-0 t £-0 t 24 k2
Donc f admet une dérivée directionnelle suivant tout vecteur non nul au point (0, 0) et, lorsque v = (h, k),
h3+k3
D,f(0,0) = 7z

De facon générale, si le vecteur v est un vecteur de la base canonique, on retrouve une dérivée partielle.
Soit f : R2 — R.

1. Siv=(1,0), on retrouve D, f (x,y) = %(x,y).
2. Siv=(0,1), on retrouve D, f (x,y) = %(x,y).

Lorsque f est différentiable (voir plus loin dans ce chapitre), nous aurons une formule simple et directe
pour calculer D, f (x, y) a partir des dérivées partielles. Si f est différentiable et v = (h, k) alors

Df () =hS (e, ) + kS (e, ).
x dy
Interprétation géométrique.
Pour une fonction d’'une variable, la dérivée en un point est la pente de la tangente au graphe de la fonction
en ce point (le graphe est ici une courbe). Pour une fonction de deux variables (x, y) — f(x, y), les dérivées
partielles indiquent les pentes au graphe de f selon certaines directions (le graphe est ici une surface). Plus
précisément :

. g—{((xo, ¥o) est la pente au graphe de f en (xg, yo) suivant la direction de I'axe (Ox). En effet, cette pente
est celle de la tangente a la courbe z = f(x, y;) et est donnée par la dérivée de x — f(x, y,) en x;.
C’est donc bien %(xo, ¥Yo)-

. %(XO, Yo) est la pente au graphe de f en (xg, o) suivant la direction de I'axe (Oy).

« Plus généralement, si v est un vecteur unitaire (i.e. de norme 1) alors D, f (xq, yo) est la pente de la
tangente suivant la direction v.

Sur la figure de gauche, la dérivée partielle % indique la pente en un point d’une tranche paralléle a I'axe
(Ox) (en orange). Sur la figure de droite, la dérivée partielle g—f, indique la pente en un point d’une tranche
parallele a 'axe (Oy) (en vert).
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Ci-dessous, la dérivée directionnelle D, f indique la pente en un point d’une tranche (en rouge) dans la
direction d’un vecteur v.

Mini-exercices.

1. En utilisant seulement la définition avec les limites, calculer les dérivées partielles de la fonction f
définie par f(x,y) = x2y.

2. Calculer les dérivées partielles de la fonction f définie par f(x,y) = e *. Méme question avec
flx,y)=x*+3y*=2sin(xy); f(x,y) = VI=x2=y%; f(x,y,2) = xy*> +2e’/%; f(x1,...,x,) =
xqIn(xq + -+ 4+ x,).

3. Soit f : R? — R définie par f(x,y) =05si 0 < y < x? et f(x,y) = 1 sinon. Montrer que f a des
dérivées partielles en (0, 0), mais n’est pas continue en (0, 0).

4. Soit f : R? — R définie par f(x,y) = xy? + x + y. Calculer la dérivée directionnelle de f en (0,0)
suivant tout vecteur non nul v = (h, k). Pour quel vecteur v unitaire cette dérivée est-elle maximale ?

2. Différentielle

La différentielle est une facon de regrouper toutes les dérivées partielles dans une seule fonction.

2.1. Différentiabilité

Pour une fonction f : R — R d’une seule variable, une autre facon d’écrire qu’elle est dérivable en x est de
vérifier qu'’il existe £ € R tel que
h)— —{-h
i f Go+t W)= flxo) =L _
h—0 h
Et on note ce £ par f’(xy), de sorte que I'on a f(xo + h) =~ f(xg) + f'(xo) - h (pour h réel, assez petit).

Autrement dit, on approche I'application h — f (xy + h) — f (x,) par une fonction linéaire h — f’(x;) - h.

0.

Nous allons faire ce méme travail en dimension supérieure.
Définition 3.
Soit f : R" — R. La fonction f est en x, € R" ¢'il existe une application linéaire £ : R" — R
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telle que :
im f(xo+h)—f(xo) —£(h) ~0
IIkll—0 1Al
L'application £ est la de f en x; et se note df (x;).

Dans le cas des fonctions d’une variable, on a df (xo) = f'(xg) (et df (xo)(h) = f'(x,) - h). Dans le cas des
fonctions de plusieurs variables, on verra juste aprés comment écrire la différentielle a 'aide des dérivées
partielles. Noter que df (xy) est une application de R" vers R (comme f), et donc df (xy)(h) est un réel
(pour chaque h € R™).

De méme qu’en une variable, si une fonction est dérivable, alors elle est continue.

Proposition 1.
Si f est différentiable en x, € R", alors f est continue en x.

Démonstration. Notons g la fonction définie par g(h) = Hxoth)—f (”’;lou)_df *)®) Alors

f(xo+h) = f(xo) +df (x0)(h) + [|hllg (h)
et il est clair que df (x()(h) et ||h||g(h) tendent vers O lorsque h tend vers le vecteur nul. Donc la limite de f
en x, existe et vaut f (x,), et ainsi f est continue en x. O

Exemple 7.
Sif : R" — R est linéaire, alors £ est différentiable et sa différentielle en tout point est 'application ¢
elle-méme : pour tous x, € R" et h € R",

dl(xo)(h) = £(h).

2.2. Difféerentielle

Proposition 2.
Si f : R"™ — R est différentiable en x, € R", alors ses dérivées partielles existent et on a :

0 0
af (xo)(h) = hla—i(xo) bty ()

otth = (hy,...,h,).

En particulier, lorsqu’elle existe, la différentielle est unique.

Pour f : R? — R différentiable en (x, y), la formule est :

df (x0, y0)(h, k) = h 3£ (xo, y0) + k52 (x0, ¥0)

Démonstration. Prouvons la formule pour deux variables. Soit f : R? — R différentiable en (x,, y,) € R2.
Soit £(h, k) = ah + bk sa différentielle. Alors, par définition, lorsque ||(h,k)|| — 0, on a :
f(xo+h,yo+k)—f(xo,y0) —£(h, k)
—>
llCh, k)]
Pour (h, k) = (t,0) avect >0 et t — 0, on a donc :
f(xo+t,y0)— f(x0,¥0) — t£(1,0) _ f(xo+t,y0)— f(x0,¥0)
t t

0

—£(1,0)—0
C’est exactement dire que

0
oy =t01,0)=a
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Avec (h,k) = (0, t), on prouve de méme que
0
L o y) =10, =b.
Yy
Ainsi,

0 o)
f (x0,¥0) + k_f(XO:yO)-

{(h,k) =h—
(k) =h=" 3y

O
Pour montrer qu'une fonction est différentiable, on peut utiliser que la somme, le produit, l'inverse (d’une

fonction ne s’annulant pas) et la composition de fonctions différentiables est différentiable. Sinon, il faut
revenir a la définition. Par exemple, pour f : R2 - R :

1. tout d’abord, on calcule les dérivées partielles g—{((xo, Yo) et S—J;,(xo, Yo),

2. on écrit le candidat a étre la différentielle £(h, k) = h%(xo, ¥o) + k%(xo, ¥0)

3. il faut enfin prouver la limite, lorsque ||(h,k)|| — O :
f(XO +h7y0 + k)_f(xOJyO)_E(h)k) N

0.
IR, I
Exemple 8.
Etudier la différentiabilité en tout point de la fonction f définie par
4
fo)=x=3y+ 55— si(,y)#(0,0 e f(0,00=0.
x2+y?
Solution.

» En dehors de (0,0), la fonction f est différentiable, car f est une somme, produit, inverse de fonctions
différentiables (car x? + y? ne s’annule qu’a l'origine).

e En (0,0), il faut étudier la différentiabilité a la main.
— Dérivée partielle par rapport a x :

ax 0 = im h = im =1
— Dérivée partielle par rapporta y :
ay(o’o)_lll—{% k _IP—I}(I) k >
— Le candidat a étre la différentielle est donc :
2 Vo)
L(h, k)= h—f(O, 0)+ k—f(O, 0)=h—3k
dx Jy
— On calcule :
h k)— —{(h, k 4 4
vh2 + k2 (h2+k2)z  |hP? (h,k)—=(0,0)

Donc f est différentiable au point (0,0) et df (0,0)(h, k) = h —3k.
2.3. Lien avec les dérivées partielles

Dérivées partielles.
On a vu dans la proposition 2 que si f : R? — R est différentiable en (x,, y,), alors

df (x0,y0)(1,0) = %(XO:J/O) et df (xp,¥0)(0,1) = %(xo:}’o)-
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En toute dimension, pour f : R" — R différentiable en x, € R", et ¢; le i-eme vecteur de la base canonique :

4f (xo)e) = 2L (xp).

1

Dérivée directionnelle.
Plus généralement, si f : R” — R est différentiable en x, € R, alors df (x)(v) = D, f (xo). Pour f : R? — R,
cela signifie que si v = (h, k), alors :

E, E,
Dp g f (x0, ¥0) = h%(xo;J’o) + k%(xo,}’o)

Si f n’est pas différentiable, cette formule peut étre fausse.

Gradient.
Le gradient est une autre facon de coder la différentielle. Le de f en x; est le vecteur
af
B, (x0)
grad f(x) = :
af
ox, (x0)

Si f est différentiable en x, alors

df (xo)(v) = (grad f (xo) | v),
ou (u | v) est le produit scalaire de u et v.
Nous reviendrons en détail sur le gradient et ses applications dans le chapitre « Gradient — Théoreme des
accroissements finis ».

Résumeé.
Lorsque f est différentiable alors la différentielle, la dérivée directionnelle, et le gradient encodent la méme
information et sont reliés par les formules :

D, f(xg) = df (xo)(v) = (grad f (xo) | v)

Exemple 9.
Soit f la fonction définie par

f(x,y)=1n(1+x + y?).
Déterminer le domaine de définition U de f.
Calculer les dérivées partielles de f.
Montrer que f est différentiable sur U.

Calculer le gradient de f en (0, 1) et exprimer la différentielle en ce point.

ook o=

Calculer la dérivée directionnelle de f en (0, 1) suivant le vecteur (2, 1).

Solution.

1. OnaU={(x,y)€R2|1+x+y2>0}.
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Ay
(_1;0) =X
U
2. Les dérivées partielles sont :
of 1 aof 2y
Ley)y=r——s Lyy=—2L—
dx 1+x+y dy 1+x+y

3. f est différentiable sur U comme somme, produit et composée de fonctions différentiables.
4. Le gradient s’obtient directement a partir des dérivées partielles :
0
Lon) 1
waron={ 57| -(})
Z2(0,1)

La différentielle en ce point df (0,1) : R? — R est I'application linéaire définie par
1
df (0, 1)(h, k) = (grad f (0, 1) [ (h, k)) = Sh+k.

5. Comme f est différentiable, la dérivée directionnelle est simplement la combinaison linéaire des dérivées
partielles :

af of
Dy 1)f(0,1) =2 x I 3y

On aurait aussi pu faire le calcul via la formule D, 1)1 (0,1) = df(0,1)(2,1).

(0,1)+1x (0,1)=2

Mini-exercices.

1. Soit g : R — R dérivable. Soit f : R> — R définie par f(x,y) = g(x + y). Montrer que f est
différentiable et que df (xg, yo)(h, k) = g'(xo + yo)h + g’ (xo + Yo)k.

2. Soit f(x,y)=2xy—7x +8y. En utilisant la définition, montrer que f est différentiable et calculer sa

différentielle.

3. Soit f définie par f(x,y) = ye*/Y. Trouver le domaine de définition U de f. Montrer que f est
différentiable sur U. Calculer ses dérivées partielles. Calculer la dérivée directionnelle de f en (4,2)
suivant le vecteur v = (—1,1).
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3. Fonctions de classe €'

Dans la pratique, les fonctions seront souvent de classe 6!, ce qui implique la différentiabilité, et est plus
facile a vérifier.

3.1. Définition

Définition 4.
of

Soit f : R" — R. On dit que f est de si les dérivées partielles 32~ existent et sont continues
L
(pouri=1,...,n).

On peut bien siir limiter la définition & un ouvert. Par exemple, si U un ouvert de R?, f : U — R sera de

af . of

classe €1 sur U si 75 €t 7y existent et sont continues sur U.

Théoreme 1.
Si f est de classe €*, alors f est différentiable.

Une autre facon de dire que f est différentiable est de dire que f admet un
Pour f : R? - R, si f est différentiable au point (x,, y,), alors

0
£ o +hy yo +K) = £ (xo, ¥0) + f(xo,yo)+k f(xo,yo)+o(||(h ol

On rappelle la notation « petit 0 ».

Notation. Soit g : R> — R une fonction définie au voisinage de (0,0). On dit que g est par
rapport a ||(x, y)||" au voisinage de (0,0) et on note g = o (||(x, y)||™) si
m Sey)
(x)-(0,0) [|(x, y)II
Exemple 10.
Soit f : ]RZ — R définie par f(x,y) =sinx - e?.
e Ona: (x y) = cosx - e? et af (x,y) = 2sinx - e?. Les deux dérivées partielles existent et sont

continues donc f est de classe € v sur tout R,
o En particulier, f est différentiable en tout point (xg, y,) € R? et

df (xg, yo)(h, k) = hcos xqe?° + 2k sin xqe?°.

« Par exemple, pour (xg, o) = (%, 1), on a le développement limité :

fE+h1+k)=f(§D+ho— of (5 1D+ k5 f( D)+ o ([I(h, kI

Ainsi :
n 1, 43, 2 /
f(g+h1+k)= Ee +7e h+ek +e(h,k)v h2 + k2
ou e(h, k) — 0 lorsque (h, k) — (0,0).
Démonstration. Soit f une fonction de classe 6! au voisinage du point (xy, y,) : elle admet donc des

dérivées partielles continues au voisinage de (xg, ¥q).
Pour (h,k) € R?, on a

f(xo+h,yo+k)—f(xp,y0) = I:f(xo + h’J’O)—f(XO:}’o)] + [f(xo +h,yo+k)—f(xo+h, }’0)]-
La fonction x — f(x, yy) est dérivable en x, donc
£ Cx+h, Y0) = £ (20, 30) = h o Cxg, )+ hey )

avec limy_,g€,(h) =0
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Fixons h : la fonction y — f(xy+h, y) est dérivable autour de y,. Appliquons le théoréme des accroissements
finis a cette fonction d’une variable sur l'intervalle [y, yo + k]; il existe donc £ € ]0, k[ tel que

0
F (o 4Ty yo+ k) — £ (xo + By yo) = k%(xo +h, Yo+ 0).

Le réel £ dépend de k et de h et tend vers 0 lorsque k tend vers 0 (uniformément en h). Or, % est continue

au point (xg, ¥o), donc %(XO +hy,+0)= %(xo, Yo) + €3(h, k) avec lim, 10,0y €2(h, k) = 0, d’'otr

0
£ (o + By Yo + k) — £ (xo + By yo) = k%(xod’o)"‘kfz(h,k)-

Ainsi,

of of

fxo+h,yo+k)—f(xg,¥0) = ha(XO,J’o)+ka(xo»}’o)+h€1(h)+k€z(h,k)-
o lhey () + ke(h, )
e1(h) + ke, (h,
< |eq(h)| + |ey(h, k)] — 0,
O8] el +leath, Bl om

donc

f(xo+h,yo+k)— f(x0,¥0) = df (x0, yo)(h, k) + o (l|(h, K)II) -
Ainsi f admet un développement limité d’ordre 1 au point (xg, y,), autrement dit f est différentiable en ce
point. O

3.2. Résumeé

f est continue

f est de classe ¥1 =—=> f est différentiable

™~

déf. def. f a des dérivées
partielles (et
directionnelles)
f a des dérivées f admet un
partielles continues DL a l'ordre 1

 Les équivalences sont issues des définitions.
o Les implications viennent du théoreme 1, de la proposition 1 et de la proposition 2.
» Les implications inverses sont fausses : voir les exemples ci-dessous.

3.3. Contre-exemples

Dans cette partie, on justifie que les énoncés précédents ne peuvent pas étre améliorés. Cette section peut
étre passée en premiére lecture.

Si f est différentiable, alors f est continue. La réciproque est fausse, comme le prouve 'exemple suivant.

Exemple 11.
Soit f : R? — R définie par f(x,y) = |x+ y|. Alors f est continue (comme somme et composée de fonctions

continues), mais n’est pas différentiable. Par exemple, 2—{( n’est pas définie en (0, 0), car

f(0+h,0)=£(0,0) _ |n|
h T h
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n’a pas de limite lorsque h — 0. (Plus précisément, c’est +1 pour les h > 0 et —1 pour les h < 0.) Donc f
n’est pas différentiable en (0, 0).

Sur la figure du graphe de f, on devine que, en tout point de la droite (y = —x), f n’est pas différentiable.

Si f est différentiable, alors f admet des dérivées partielles et des dérivées directionnelles dans toutes les
directions. La réciproque est fausse, comme le prouve 'exemple suivant.

Exemple 12.

Soit f : R? — R la fonction définie par

3
Floy) = —=

Vx2+y4
Montrer que f admet une dérivée directionnelle suivant tout vecteur non nul au point (0, 0), mais qu’elle
n’y est pas différentiable.

si (x,y)#(0,0) et f(0,0)=0.

Solution.

1. Soit v = (h, k) # (0,0).
FEM=£(0,0) _ £(0,tk) _

e Sih=0,o0ona " " k.
t-v)—£(0,0 k3t? 3
e Sih#0,0na fev)=f0.0)] <|—|ltl—0.
t vV h2t2 + h4t4 h t—0
Ainsi, D, f(0,0)= | © S =0,
PTVIRAREITL 0 si h#£0.

2. Avec v = (1,0), on aura %(0, 0) =0, et avec v = (0,1), on aura %(O, 0) = 1. Le candidat a étre la
différentielle en (0, 0) est donc £(h, k) = k. Mais I'expression

F(h, ) —F(0,0)—£(h,k) _ k*—kv/RZ+ K3

e(h, k) =

VhZ + k2 V2 R2VRZ A K
ne tend pas vers 0 lorsque (h, k) — 0, car lim,_,q+ €(t, t) = —%. Donc f n’est pas différentiable au point

(0,0).

Si f est de classe 6, alors elle différentiable. La réciproque est fausse, comme le prouve 'exemple suivant.

Exemple 13.
Soit f : R? — R telle que

flx,y)=y? sin(#yz) si (x,y)#(0,0) et f(0,0)=0.
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Montrer que f est différentiable en tout point de R? sans étre de classe ! a l'origine.

Solution.
« En dehors de I’origine.
Les dérivées partielles

af _ 2xy? ( 1 )
8x(x’y) (X2 +y2)2 O\ %2 + y2

et
of _ 1 2y3 1
sy =2 )= ()
existent et sont continues sur R?\ {(0, 0)}. Ainsi, f est de classe ¢! sur R?\ {(0,0)} et, par le théoréme 1,
est donc différentiable sur R? \ {(0,0)}.
« Différentiabilité au point (0, 0).
— Calculons les dérivées partielles de f au point (0,0). Comme f (x,0) = 0 alors

— =1l .
P (0,0) = lim L 0
Et comme £(0,y) = y?sin (}%), alors
d 0,k)—f(0,0 1
—f(0,0)zlimf( k)= £ 0, )=limksin(—)=0.
y k—0 k k—0 k2
— Le candidat a étre la différentielle en (0,0) est donc £(h, k) = 0.
— De plus,
. f(h,k)—f(0,0)—L(h,k) : S 1
lim = lim ——sin|—].
(h,k)—(0,0) Vvh2 + k2 (h,k)—(0,0) VA2 + k2 h2 + k2

< |k (—hm 0, donc f est différentiable au point (0, 0).

k> 1
' msm(h2+k2)
» Conclusion.
La fonction f est différentiable sur R?. Par ailleurs,

of 1 1
a(t, t)= o cos (ﬁ)

n’a pas de limite lorsque t — 0. La dérivée partielle % n’est donc pas continue en (0,0). Ainsi, f n’est

pas de classe 4! a I'origine.

Mini-exercices.

1. Justifier que la fonction définie par f (x,y) =In(1+ x + 2y) cos(y) est différentiable sur son ensemble
de définition. Ecrire le développement limité & ordre 1 de f en (0,0). Méme travail avec f(x,y) =

V1+x-—2y.

2. Montrer que la fonction f(x,y) = #Byz si (x,y) #(0,0) et £(0,0) = 0 admet des dérivées partielles
en tout point, mais n’est pas différentiable en (0, 0).

3. Montrer que la fonction de deux variables f(x,y) = x? sin(%) six # 0 et f(x,y) = 0 sinon est

différentiable, mais que Z—{( n’est pas continue en (0, 0).
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